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Î�ÈÅÍÒÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ��ÀÔÎÂ

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ íà ìíîæåñòâå âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X ââåäåíî ïîíÿòèå

áèíàðíîãî ðå�ëåêñèâíîãî îòíîøåíèÿ ñìåæíîñòè è îïðåäåëåíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç

âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X è èç âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñìåæíûõ áèíàðíûõ îòíîøå-

íèé. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ýòà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà � ãðà� (ãðà� áèíàðíûõ îòíîøå-

íèé G). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ àöèêëè÷åñêèõ è òðàíçèòèâíûõ îðãðà�îâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îïîðíîãî

ìíîæåñòâà: ýòî ñîâîêóïíîñòè S(σ) è S′(σ), ñîñòîÿùèå èç âåðøèí îðãðà�à σ ∈ G, èìåþùèõ íóëåâóþ

ïîëóñòåïåíü çàõîäà è èñõîäà ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè Gσ � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðà�à G,

ñîäåðæàùàÿ àöèêëè÷åñêèé èëè òðàíçèòèâíûé îðãðà� σ ∈ G, òî {S(τ) : τ ∈ Gσ} = {S′(τ) : τ ∈ Gσ}.
Ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ ÷èñëà òðàíçèòèâíûõ îðãðà�îâ, èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå îïîðíîå ìíîæåñòâî.

Àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà äëÿ ÷èñëà àöèêëè÷åñêèõ îðãðà�îâ, èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå îïîðíîå ìíîæå-

ñòâî, ïîëó÷åíà àâòîðàìè ðàíåå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðå÷èñëåíèå ãðà�îâ, àöèêëè÷åñêèé îðãðà�, òðàíçèòèâíûé îðãðà�.
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1. �ðà� áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü B =̇ { 0, 1} � áóëåâî ìíîæåñòâî, X � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî, à X2 =̇X ×X � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Ôóíêöèè X2→ B áóäåì íàçûâàòü õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèìè. Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî σ ⊆ X2, íàçûâàåìîå áèíàðíûì îòíîøåíèåì (èëè ïðîñòî

îòíîøåíèåì) íà ìíîæåñòâå X, ïîðîæäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ

χσ : X
2→ B, χσ(x, y) =̇

{

1, åñëè (x, y) ∈ σ,

0, åñëè (x, y) 6∈ σ.

Äàëåå, �óíêöèþ χσ(·, ·) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç σ (·, ·). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ χ : X2→ B ïîðîæäàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå σχ ⊆ X2
òàêîå, ÷òî (x, y) ∈ σχ,

åñëè χ(x, y) = 1. Îòîáðàæåíèå σ → σ (·, ·) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ìíîæåñòâîì áèíàðíûõ

îòíîøåíèé è ìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ìû íàçû-

âàåì ïîäìíîæåñòâà σ ⊆ X2
êàê îòíîøåíèÿìè, òàê è �óíêöèÿìè (èíîãäà îðãðà�àìè). Â ñëó÷àå

cardX <∞ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áèíàðíóþ ìàòðèöó

(ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç 0 è 1).
Îòíîøåíèÿ σ, τ ⊆ X2

íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

äâóõ ïîäìíîæåñòâ X = Y ∪ Z òàêîå, ÷òî

σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,

τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z × Y,

τ(x, y) + σ(y, x) = 1 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y × Z,

σ(x, y) = τ(x, y) äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Y 2 ∪ Z2.

(Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî Y = ∅ èëè Z = ∅; â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ σ = τ .)

Ñìåæíîñòü îòíîøåíèé σ è τ çàïèñûâàåì â âèäå äèàãðàììû σ
Y×Z
←−−→ τ. Íàïðèìåð, äëÿ

X = { 1, 2, 3, 4 } èìåþò ìåñòî äèàãðàììû

{1}×{2,3,4}
←−−−−−−→

{2,4}×{1,3}
←−−−−−−→

{2,3}×{1,4}
←−−−−−−→ .

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 1
1 1 0 1

1 1 0 0
0 1 0 0
0 1 1 1
0 1 0 1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 1

1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 1
1 0 0 1

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî X ïîðîæäàåò ïàðó

〈

2X
2

, E(X)
〉

, ãäå ÷åðåç 2X
2

îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî
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âåðøèí, ñîñòîÿùåå èç âñåõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X, à E(X) � ýòî ìíîæåñòâî ðå-

áåð, ñîñòîÿùåå èç íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñìåæíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X (òàê êàê

äîïóñêàåòñÿ, ÷òî Y = ∅, òî ìíîæåñòâî E(X) ñîäåðæèò âñå ïåòëè). Ïàðó G(X) =̇
〈

2X
2

, E(X)
〉

áóäåì íàçûâàòü (íåîðèåíòèðîâàííûì) ãðà�îì áèíàðíûõ îòíîøåíèé ìíîæåñòâà X.

Åñëè cardX 6= 1, òî äèàìåòð ãðà�à G(X) ðàâåí 2 (ñì. [3℄). ×åðåç Gσ(X) áóäåì îáîçíà÷àòü

òó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ãðà�à G(X), êîòîðàÿ ñîäåðæèò äàííîå îòíîøåíèå σ ∈ 2X
2

.

2. Àðè�ìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ ïîäãðà�îâ ãðà�à áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

×åðåç V0(X) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X.

×åðåç V(X) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé, îïðåäåëåí-

íûõ íà ìíîæåñòâå X. ×åðåç A(X), cardX <∞, îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ àöèêëè÷åñêèõ

îòíîøåíèé (àöèêëè÷åñêèõ îðãðà�îâ), îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X.

Ïóñòü îòíîøåíèÿ σ, τ ∈ 2X
2

ñìåæíû. Ñîãëàñíî [1�3℄ ñïðàâåäëèâî:

1) σ ∈ V0(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ V0(X);
2) σ ∈ V(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ V(X);
3) σ ∈ A(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà τ ∈ A(X).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ãðà�å

〈

2X
2

, E(X)
〉

îïðåäåëåíû ïîäãðà�û

〈

V0(X), E(X)
〉

,
〈

V(X), E(X)
〉

,
〈

A(X), E(X)
〉

. (1)

Äàëåå, ïîëàãàåì cardX < ∞ (ñ÷èòàåì, ÷òî X = { 1, . . . , n }, n ∈ N). Ñóùåñòâóåò âçàèì-

íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì V0(X) è ìíîæåñòâîì V00 (X) âñåõ ïîìå÷åííûõ
òðàíçèòèâíûõ îðãðà�îâ, îïðåäåëåííûõ íà X (áèåêöèþ îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðà çàìåíû åäèíè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ σ(x, x) íóëÿìè); â ñâîþ î÷åðåäü, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó V0(X) è ìíîæåñòâîì T0(X) âñåõ ïîìå÷åííûõ T0-òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íà X.

Ïóñòü T0(n) =̇ cardV0(X) = cardV00 (X) = card T0(X). Äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì T0(0) =̇ 1.
Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à

〈

V0(X), E(X)
〉

ðàâíî T0(n−1).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

T0(n) =
∑

p1+...+pk=n

n!

p1! . . . pk!
V (p1, . . . , pk),

T0(n) =
∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k n!

p1! . . . pk!
W (p1, . . . , pk), (2)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (p1, . . . , pk) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

òàêèõ, ÷òî p1 + . . .+ pk = n. Ïåðâóþ �îðìóëó ñì. â [4�6℄, à âòîðóþ � â [7℄. ×èñëà V (p1, . . . , pk)
è W (p1, . . . , pk) îáîçíà÷àþò êîëè÷åñòâî ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà, çàâèñÿùåãî îò
íàáîðà (p1, . . . , pk). (Îïðåäåëåíèå ÷èñåë V (p1, . . . , pk) è W (p1, . . . , pk) ñì. íèæå â ïóíêòå 4.)

Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì V(X) è ìíîæåñòâîì T (X)
âñåõ ïîìå÷åííûõ òîïîëîãèé, îïðåäåëåííûõ íà X.

Ïóñòü T (n) =̇ cardV(X) = card T (X). Â ñèëó [4, 8, 9℄ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

T (n) =

n
∑

m=1

S(n,m)T0(m),

ãäå S(n,m) � ýòî ÷èñëà Ñòèðëèíãà 2-ãî ðîäà. Ñîãëàñíî [2℄ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

ãðà�à

〈

V(X), E(X)
〉

ðàâíî

n
∑

m=1

S(n,m)T0(m−1).

Ïóñòü An =̇ cardA(X). Ñîãëàñíî [10℄ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

An =
∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k n!

p1! . . . pk!
2 (n2−p21−...−p2

k
)/ 2, (3)
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à â ñèëó [3℄ êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à

〈

A(X), E(X)
〉

ðàâíî

∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k (n−1)!

(p1−1)! p2! . . . pk!
2 (n2−p2

1
−...−p2

k
)/ 2. (4)

(Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (p1, . . . , pk) íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî p1 + . . . + pk = n.)

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòå [10℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå (áîëåå îáùèå) óòâåðæäåíèÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç An(x) =̇
∑

r

Anrx
r
ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî êîý��èöèåíò Anr ðàâåí ÷èñëó ïîìå÷åííûõ àöèê-

ëè÷åñêèõ îðãðà�îâ ïîðÿäêà n, èìåþùèõ ðîâíî r äóã. ßñíî, ÷òî An = An(1). Èñïîëüçóåì ñî-

ãëàøåíèå A0(x) = A0 = 1. Ìíîãî÷ëåí An(x) ïðè n ∈ N çàäàåòñÿ �îðìóëîé

An(x) =
∑

p1+...+pk=n

(−1)n−k n!

p1! . . . pk!
( 1+x )(n

2−p2
1
−...−p2

k
)/2

(ñð. ñ �îðìóëîé (3)). Äëÿ ëþáîãî n > 0 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

n
∑

m=0

(−1)m
( n

m

)

( 1+x )m (n−m)Am(x) = δn0.

Çàìå÷àíèå 2. ×èñëà (4) âõîäÿò â ñîâîêóïíîñòü {A
(p)
n } ïðè p = 1 (ñì. ïóíêò 7).

3. Ïðèìåðû ïîäãðà�îâ ãðà�à áèíàðíûõ îòíîøåíèé. Ïóñòü X = { 1, 2, 3 }. Íèæå
ïðåäñòàâëåíû 3 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðà�à

〈

V0(X), E(X)
〉

, ñîäåðæàùèå 19 ÷àñòè÷íûõ ïî-

ðÿäêîâ:

(5)

✜ ✜✜

✜✜ ✜✜❭❭

❭❭

❭❭

❭

✖✕
✗✔
100

010

001✖✕
✗✔
111

010

001

✖✕
✗✔
101

011

001 ✖✕
✗✔
100

111

001

✖✕
✗✔
100

110

101

✖✕
✗✔
100

010

111✖✕
✗✔
110

010

011

✜✜

✜

✜✜❭❭

❭❭

❭❭

✖✕
✗✔
100

111

101

✖✕
✗✔
100

011

001 ✖✕
✗✔
100

010

101

✖✕
✗✔
111

011

001 ✖✕
✗✔
110

010

001 ✖✕
✗✔
110

010

111

✜✜

✜

✜✜❭❭

❭❭

❭❭

✖✕
✗✔
101

111

001

✖✕
✗✔
101

010

001 ✖✕
✗✔
100

110

001

✖✕
✗✔
111

010

011 ✖✕
✗✔
100

010

011 ✖✕
✗✔
100

110

111

.

�ðà�

〈

V(X), E(X)
〉

ñîäåðæèò 29 ðå�ëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé. Â íåì èìååòñÿ 7 êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè: 3 êîìïîíåíòû ãðà�à (5) è êîìïîíåíòû

✖✕
✗✔
111

111

001 ✖✕
✗✔
110

110

001 ✖✕
✗✔
110

110

111 ✖✕
✗✔
111

010

111 ✖✕
✗✔
101

010

101 ✖✕
✗✔
101

111

101

.✖✕
✗✔
111

011

011 ✖✕
✗✔
100

011

011 ✖✕
✗✔
100

111

111 ✖✕
✗✔
111

111

111

�ðà�

〈

A(X), E(X)
〉

ñîäåðæèò 25 àöèêëè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Â íåì èìååòñÿ 5 êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè: 3 êîìïîíåíòû âèäà (5) (â íèõ ñëåäóåò çàìåíèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V0(X) íà ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà V00 (X)) è êîìïîíåíòû

(6)

✜ ❭❭
✖✕
✗✔
000

001

100

✖✕
✗✔
010

001

000 ✖✕
✗✔
010

000

100

✜ ❭❭
✖✕
✗✔
001

100

000

✖✕
✗✔
001

000

010 ✖✕
✗✔
000

100

010

.
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Ïðè X = { 1, 2, 3, 4 } â ãðà�àõ (1) èìååòñÿ 219, 355 è 543 âåðøèí ñîîòâåòñòâåííî, à êîëè÷åñòâî

ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàâíî 19, 45 è 79 ñîîòâåòñòâåííî.

4. Îïðåäåëåíèå ÷èñåë W (p1, . . . , pk) è V (p1, . . . , pk). Çà�èêñèðóåì (p1, . . . , pk) ∈ N
k,

è ïóñòü n =̇ p1 + . . . + pk, X =̇ { 1, . . . , n }. Íàáîð (p1, . . . , pk) áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì ÷èñ-

ëà n. �àçáèåíèþ (p1, . . . , pk) ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèÿ σ ∈ V0(X) â áëî÷íîì

âèäå

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

σ11 σ12 . . . σ1k

σ21 σ22 . . . σ2k

. . . . . . . . . . . .

σk1 σk2 . . . σkk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, (7)

â êîòîðîì íà ïåðåñå÷åíèè i-é ãîðèçîíòàëüíîé è j-é âåðòèêàëüíîé ïîëîñ ñòîèò áëîê σij
ñ pi

ñòðîêàìè è pj ñòîëáöàìè. Çàïèñü îòíîøåíèÿ σ ∈ V0(X) â âèäå (7) áóäåì íàçûâàòü áëî÷íûì

ïðåäñòàâëåíèåì òèïà (p1, . . . , pk).

×åðåç W(p1, . . . , pk) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòíîøåíèé σ ∈ V0(X), ó êîòîðûõ â áëî÷-
íîì ïðåäñòàâëåíèè (7) òèïà (p1, . . . , pk)

1) âñå áëîêè σij , 1 6 j < i 6 k, ñîñòîÿò èç íóëåé;

2) âñå äèàãîíàëüíûå áëîêè σii, i = 1, . . . , k, � åäèíè÷íûå ìàòðèöû,

è ïóñòü W (p1, . . . , pk) =̇ cardW(p1, . . . , pk).
×åðåç V(p1, . . . , pk) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòíîøåíèé σ ∈ W(p1, . . . , pk) òàêèõ, ÷òî

â áëî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (7) òèïà (p1, . . . , pk) â íàääèàãîíàëüíûõ áëîêàõ σi−1,i, i = 2, . . . , k,
â êàæäîì ñòîëáöå èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà åäèíèöà (íàçûâàåì òàêèå áëîêè íåâûðîæäåííûìè).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè σ âñå áëîêè σsr, s = 1, . . . , k−1, r = s+1, . . . , k, íåâûðîæ-
äåííûå. Ïðèìåíÿåì îáîçíà÷åíèå V (p1, . . . , pk) =̇ cardV(p1, . . . , pk).

5. Ñîïîñòàâëåíèå �îðìóë (2) è (3). Âêëþ÷åíèå V00 (X) ⊂ A(X) õîðîøî èçâåñòíî, ïðè÷åì
�îðìóëû (2) è (3) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë cardV00 (X) è cardA(X) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó.

Îäíàêî åñëè âî âòîðîì ñëó÷àå �îðìóëà èìååò çàâåðøåííûé âèä, òî â ïåðâîì ñîõðàíÿåòñÿ

ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ÷èñåë W (p1, . . . , pk). Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé äàííîé ïðîáëåìû â ðàáîòàõ

[7, 11℄ ïîëó÷åíû ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ñâÿçè ìåæäó îòäåëüíûìè ÷èñëàìè W (p1, . . . , pk):

W ( pπ(1), . . . , pπ(k)) = W (p1, . . . , pk), π ∈ Dk,

ãäå Dk � ãðóïïà äèýäðà, ïîðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêàìè

(

1 2 ... k−1 k
2 3 ... k 1

)

,
(

1 2 ... k−1 k
k k−1 ... 2 1

)

,

∑

q1+...+qr=m

(−1)m−r m!

q1! . . . qr!
W (p+1, q1, . . . , qr) =

=
∑

q1+...+qr=m

(−1)m−r m!

q1! . . . qr!
(r+1)W (p, q1, . . . , qr),

W (p, 1, q, 1) =

q
∑

r=0

(q

r

)

(

2q−r+ 1
)p

W (p, r, 1) +

p
∑

r=0

(p

r

)

(

2p−r+ 1
)q

W (r, q, 1).

Ôîðìóëû W (n) = 1, W (p, q) = 2pq î÷åâèäíû. Â [11℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå ÿâíûå �îðìóëû:

W (p, 1, q) =

q
∑

r=0

(q

r

)

(

2r+ 2q
)p
,

W (p, 2, q) =
∑

q1+...+q4=q

q!

q1! . . . q4!

(

2q1 + 2q1+q2 + 2q1+q3 + 2q
)p

,

W (p, 1, 1, q) −W (p, 2, q) =
∑

q1+q2+q3=q

q!

q1! q2! q3!

(

2q1 + 2q1+q2 + 2q
)p

.
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Ïåðå÷èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ÷èñëà T0(n) äëÿ âñåõ n 6 7 (áåç ïðèìåíå-
íèÿ ÝÂÌ, çà ñ÷åò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí W (p1, . . . , pk)).
Â [11℄ îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà T0(8) äàííûõ ñîîòíîøåíèé íå äîñòàòî÷íî (íå õâà-

òàåò âñåãî òðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí W (p1, . . . , pk), ïîðîæäàþùèõ òðåáóåìûé ðàíã
ìàòðèöû ñèñòåìû). Ìû äîïóñêàåì íàëè÷èå íåêîòîðîé îáùåé çàêîíîìåðíîñòè, ãåíåðèðóþùåé

íîâûå óðàâíåíèÿ ñâÿçè. Çàìåòèì åùå, ÷òî áëàãîäàðÿ ðàçðàáîòêå ý��åêòèâíûõ àëãîðèòìîâ

êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé [12℄ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû çíà÷åíèÿ T0(n) äëÿ âñåõ n 6 18.
6. Îïîðíûå ìíîæåñòâà àöèêëè÷åñêèõ è òðàíçèòèâíûõ îðãðà�îâ. Äëÿ ëþáîãî àöèê-

ëè÷åñêîãî îðãðà�à σ ∈ A(X), cardX<∞, îïðåäåëåíû íåïóñòûå îïîðíûå ìíîæåñòâà

S(σ) =̇ {y ∈ X : σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X},

S′(σ) =̇ {x ∈ X : σ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ X}

è îïðåäåëåíû ñåìåéñòâà îïîðíûõ ìíîæåñòâ

S(Gσ) =̇ {S(τ) ⊆ X : τ ∈ Gσ(X)}, S′(Gσ) =̇ {S
′(τ) ⊆ X : τ ∈ Gσ(X)},

ãäå Gσ(X)
(

= Gσ

)

� ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ãðà�à G(X), ñîäåðæàùàÿ σ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

ìíîæåñòâà S(σ) è S′(σ) � ýòî ñîâîêóïíîñòè âåðøèí îðãðà�à σ ∈ A(X), èìåþùèõ íóëåâóþ

ïîëóñòåïåíü çàõîäà è èñõîäà ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü σ ∈ A(X) è π, ̺ ∈ Gσ(X). Ñîãëàñíî [3℄ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) S(π) = S(̺) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π = ̺;

2) äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ S(̺) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå τ ∈ Gσ(X) òàêîå,
÷òî S(τ) = S, ïðè÷åì τ ñìåæíî ñ ̺.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå τ ∈ Gσ(X) òàêîå, ÷òî S(τ) = {x }.
Åñëè æå σ ∈ V00 (X) ⊂ A(X), òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå τ ∈ Gσ(X) òàêîå,
÷òî S(τ) = {x, y } (ñì. [1℄).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè σ ∈ A(X) ñîâîêóïíîñòü S(Gσ) ÿâëÿåòñÿ ñïåöè�è÷åñêèì ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ. Ñïå-

öè�èêà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ñåìåéñòâî S(Gσ) ñîäåðæèò âñå

íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ýòîãî ýëåìåíòà, à êðîìå òîãî, S(Gσ) ñîäåðæèò âñå îäíîýëåìåíòíûå

ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X. Áîëåå òîãî, åñëè σ ∈ V00 (X) ⊂ A(X), òî ñåìåéñòâî S(Gσ) ñî-
äåðæèò â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå âñå äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X. Ïîñëåäíåå

îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñûãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ ðîäñòâåííûõ (íî ñå-

ïàðàòíûõ) àðè�ìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ V00 (X) è A(X). (�îäñòâåííûé õàðàêòåð àðè�ìå-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ìíîæåñòâ ìû óæå îòìå÷àëè â ïóíêòå 5; ñì. òàêæå �îðìóëû ïóíêòà 7.)

Ïðîöåäóðà òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö σ(x, y) → σ⊤(x, y) ïîðîæäàåò äëÿ ìíîæåñòâ S′(σ)
è S′(Gσ) óòâåðæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îòìå÷åííûì âûøå.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî σ ∈ A(X) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî S(Gσ) = S′(Gσ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî ̺ ∈ Gσ îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà Z =̇S(̺) ∈ S(Gσ)
è Y =̇X\Z, ïðè÷åì ̺(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ X × Z = Z2 ∪ (Y × Z). Ñëåäîâàòåëüíî,

îïðåäåëåíî îòíîøåíèå τ ∈ Gσ òàêîå, ÷òî ̺
Y×Z
←−−→ τ, ïðè÷åì τ(x, y) = ̺(x, y) = 0 äëÿ âñåõ

(x, y) ∈ Z2
è τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Z × Y. Äðóãèìè ñëîâàìè, τ(x, y) = 0 äëÿ âñåõ

(x, y) ∈ Z×X, ïîýòîìó Z ⊆ S′(τ) ∈ S′(Gσ), è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îòíîøåíèå π ∈ Gσ òàêîå, ÷òî

Z = S′(π) ∈ S′(Gσ). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ Z ∈ S(Gσ) =⇒ Z ∈ S′(Gσ), òî
åñòü S(Gσ) ⊆ S′(Gσ). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì. �

Àíàëèç ñòðóêòóðû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà S(Gσ)
(

= S′(Gσ)
)

ïîêàçûâàåò, ÷òî

äëÿ åãî îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íî óêàçàòü âñå åãî ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû. Òàê, åñëè â äèàãðàì-

ìå (5) çàìåíèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V0(X) íà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V00 (X) (çàìåíèâ åäèíè÷-
íûå ýëåìåíòû σ(x, x) íóëÿìè), òî â ñåìåéñòâå îïîðíûõ ìíîæåñòâ ïåðâîé êîìïîíåíòû ãðà�à

〈

V00 (X), E(X)
〉

èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò { 1, 2, 3 }, à âî âòîðîé è òðåòüåé
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êîìïîíåíòàõ ìàêñèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 2, 3 }. Â äèàãðàììå (6) â îáå-

èõ êîìïîíåíòàõ ìàêñèìàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà { 1 }, { 2 }, { 3 }.
7. ×èñëî òðàíçèòèâíûõ è àöèêëè÷åñêèõ îðãðà�îâ, èìåþùèõ �èêñèðîâàííîå

îïîðíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü (p1, p2) ∈ N
2, p =̇ p1, m =̇ p2,

X =̇ { 1, . . . , p+m }, M =̇ { p +1, . . . , p+m }.

×åðåç W(p;m) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòíîøåíèé σ ∈ V0(X), ó êîòîðûõ â áëî÷íîì ïðåä-

ñòàâëåíèè (7) òèïà (p1, p2)
1) äèàãîíàëüíûé áëîê σ11

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

2) áëîê σ21
ñîñòîèò èç íóëåé,

3) äèàãîíàëüíûé áëîê σ22
� ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê (ïðèíàäëåæèò V0(M)),

è ïóñòü W (p;m) =̇ cardW(p;m). Äîïîëíèòåëüíî ïîëàãàåì

W (0;m) = T0(m), m = 0, 1, . . . , W (p; 0) = 1, p = 0, 1, . . . . (8)

×åðåç V(p,m) îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ îòíîøåíèé σ ∈ W(p,m) òàêèõ, ÷òî â áëî÷íîì

ïðåäñòàâëåíèè (7) òèïà (p1, p2)
(

= (p,m)
)

áëîê σ12
íåâûðîæäåííûé. Ïðèìåíÿåì îáîçíà÷åíèå

V (p;m) =̇ cardV(p;m) è ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ,

V (0;m) = δ0m, m = 0, 1, . . . , V (p; 0) = 1, p = 0, 1, . . . . (9)

Äëÿ îòíîøåíèé σ ∈ V0(X) (ó êîòîðûõ, â îòëè÷èå îò îòíîøåíèé èç V00 (X), äëÿ âñåõ x ∈ X

ñïðàâåäëèâî σ(x, x) = 1) îïîðíûìè ìíîæåñòâàìè íàçûâàåì ñîâîêóïíîñòè

S(σ) =̇ { y ∈ X : σ(x, y) = δxy äëÿ âñåõ x ∈ X },

S′(σ) =̇ {x ∈ X : σ(x, y) = δxy äëÿ âñåõ y ∈ X }.

Ïîíÿòíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü V(p,m) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ òåõ îòíîøåíèé σ ∈ V0(X),
ó êîòîðûõ S(σ) = { 1, . . . , p }.

Ëåììà 1. Äëÿ öåëûõ p > 0 è m > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

W (p;m) =

m
∑

r=0

(m

r

)

V (p+r;m−r), (10)

V (p;m) =

m
∑

r=0

(−1)r
(m

r

)

W (p+r;m−r). (11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü p > 1, m > 1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè σ ∈ W(p;m), òî
ìíîæåñòâî P =̇ { 1, . . . , p } ñîäåðæèòñÿ â îïîðíîì ìíîæåñòâå S(σ). Äëÿ ëþáîãî α ⊆ M ÷åðåç

Wα(p;m) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òåõ îòíîøåíèé σ ∈ W(p;m), ó êîòîðûõ S(σ) = P ∪ α,

ðàçáèâ, òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî W(p;m) íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû Wα(p;m).
Ñëåäîâàòåëüíî,

W (p;m) = cardW(p;m) =
∑

α⊆M

cardWα(p;m).

Î÷åâèäíî, ïðè α = ∅ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà W∅(p;m) = V(p;m) è cardW∅(p;m) = V (p;m).
Òàêæå ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè íåïóñòûå α, β ⊆M òàêîâû, ÷òî |α| = |β|, òî

cardWα(p;m) = cardWβ(p;m) = cardWγ(p;m),

ãäå γ =̇ { p+1, . . . , p+r } ⊆M, r =̇ |α| = |β| ∈ [1,m]. Òàê êàê äëÿ âñåõ σ ∈ Wγ(p;m) èìååò ìåñ-
òî ðàâåíñòâî S(σ) = { 1, . . . , p+r }, òî Wγ(p;m) = V(p +r;m−r), ïîýòîìó

cardWγ(p;m) = V (p +r;m−r),
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÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (10). Ïðè ââåäåííûõ ñîãëàøåíèÿõ (8), (9) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ðàâåíñòâî (10) èìååò ìåñòî òàêæå ïðè p = 0 è ïðè m = 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ ïðàâóþ ÷àñòü �îðìóëû (11), òîãäà â ñèëó (10) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆ =

m
∑

r=0

(−1)r
(m

r

)

m−r
∑

s=0

(m−r

s

)

V (p +r +s ;m−r −s).

Çàìåíèâ èíäåêñ s íà t = r+s è ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

∆ =

m
∑

t=0

[ t
∑

r=0

(−1)r
( t

r

)

]

(m

t

)

V (p+t ;m−t) =

m
∑

t=0

δt0

(m

t

)

V (p+t ;m−t) = V (p;m).

Ëåììà 2. Äëÿ öåëûõ p > 1 è m > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (p;m) =
∑

p1+...+pk=p+m

p1>p

(−1)m+1−k m!

(p1−p)! p2! . . . pk!
W (p1, . . . , pk).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü m > 1. Â ñèëó (11) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V (p;m) = (−1)m +

m−1
∑

q=0

(−1)q
(m

q

)

W (p+q;m−q).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 [7℄ äëÿ âñåõ q = 0, 1, . . . ,m−1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

W (p+q;m−q) =
∑

q1+...+qr=m−q

(−1)m−q−r (m−q)!

q1! . . . qr!
W (p+q, q1, . . . , qr),

ñëåäîâàòåëüíî,

V (p;m)− (−1)m =
m−1
∑

q=0

(−1)q
(m

q

)

∑

q1+...+qr=m−q

(−1)m−q−r (m−q)!

q1! . . . qr!
W (p+q, q1, . . . , qr) =

=
∑

q+q1+...+qr=m

06q<m

(−1)m−r m!

q! q1! . . . qr!
W (p+q, q1, . . . , qr).

Ïåðåøëè ê ñóììèðîâàíèþ ïî âñåì ïåðåìåííûì îäíîâðåìåííî. Ïóñòü q0 =̇ p+q, òîãäà

V (p;m)− (−1)m =
∑

q0+q1+...+qr=p+m

p6q0<p+m

(−1)m−r m!

(q0−p)! q1! . . . qr!
W (q0, q1, . . . , qr).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåò çàìåíà ïåðåìåííûõ k = r+1, pi = qi−1, i = 1, . . . , k. Ñëó÷àé m = 0
ñïðàâåäëèâ â ñèëó ñîãëàøåíèé (9). �

Äëÿ ëþáûõ n ∈ N è p = 1, . . . , n ÷åðåç A
(p)
n

(

÷åðåç T
(p)
0 (n)

)

îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî âñåõ

ïîìå÷åííûõ àöèêëè÷åñêèõ îðãðà�îâ σ ∈ A(X) (ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííûõ òðàíçèòèâíûõ îð-
ãðà�îâ σ ∈ V00 (X)), îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X = { 1, . . . , n } è òàêèõ, ÷òî S(σ) = { 1, . . . , p }.

Ïîíÿòíî, ÷òî T
(p)
0 (n) = V (p;n−p). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ëåììû 2 èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ n ∈ N è p = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

T
(p)
0 (n) =

∑

p1+...+pk=n

p1>p

(−1)n−p+1−k (n−p)!

(p1−p)! p2! . . . pk!
W (p1, . . . , pk),

A(p)
n =

∑

p1+...+pk=n

p1>p

(−1)n−p+1−k (n−p)!

(p1−p)! p2! . . . pk!
2 (n2−p2

1
−...−p2

k
)/ 2.

Âòîðàÿ �îðìóëà äîêàçàíà â ëåììå 4 [3℄ (ñð. òàêæå ñ âûðàæåíèåì (4)).
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In previous works of the authors, the 
on
ept of a binary re�exive adja
en
y relation was introdu
ed on the set

of all binary relations of the set X , and an algebrai
 system 
onsisting of all binary relations of the set X and

of all unordered pairs of adja
ent binary relations was de�ned. If X is a �nite set, then this algebrai
 system

is a graph (graph of binary relations G). The 
urrent paper introdu
es the notion of a support set for a
y
li
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and transitive digraphs. This is the 
olle
tions S(σ) and S′(σ) 
onsisting of the verti
es of the digraph σ ∈ G

that have zero indegree and zero outdegree, respe
tively. It is proved that if Gσ is a 
onne
ted 
omponent of

the graph G 
ontaining the a
y
li
 or transitive digraph σ ∈ G, then {S(τ) : τ ∈ Gσ} = {S
′(τ) : τ ∈ Gσ}. A

formula for the number of transitive digraphs having a �xed support set is obtained. An analogous formula

for the number of a
y
li
 digraphs having a �xed support set was obtained by the authors earlier.
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