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* ) ���1�$"��* �������� � ��/�� � !�$�# ���0
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%���%�� ( 7 ) (������ !�$�#  �&-�� �%
 �����(� %�1   -��3� (&3#�)"3 ��&'7 �)&�����
���� � �����!��)�� � ����!�) 5�6� ����(� ��%�� % �� !�$�# �����(� %�1  7 (����
� �(�"0
�&'�
 ) ����  ��� %�&'��-� "���)&�� �7 $ 44����1 �&'�
*  -�  ����  �����!��)�� �
����!�)� ��(7 ) ������* ��:� �"�+���(�-�7 ;�<� =����"�'(�   * ����"$� (�)7 ������� *�� (
)
# �&�� 3 %��+���) $��� + %���   ���-��&'�
* )�����( "���)&��%
* � ���%7 ) !�$�#�*
"���)&�� � �����(� %�1  %��+���) ��"����)&�3��� �  ���&'!�)�� �% 2&& ��� $�)  ��0
��&&�&�� ��$�) 5�7 �6� 9� 2��% ��!�������� ��$��+���&'���  244�(� )��� ���� � 2&& �0
�� $�&'��� �����(� %�1  %��+���)� � ������* 5
7 �6 ����%��� )�3��� � (��&'�
� �����(0
� %�1  %��+���) $��� + %��� "���)&��%
* � ���%7 ���$&�+��
 �&-�� �%
 � (��&'���
�����(� %�1   ��&"#��
 �1��( 7 ������)
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4 -"��% E(�"-�% 7 ���"-�&'� (�% 7 %��-�"-�&'� (�% F� .�� ����������' �����
 �� )�$ �
(  ���&'!�)�� 3 �� - ��&'�
* �&-�� �%�) �����(� %�1  �

� �� �������� � !���"�

#���"� �� 9"��' !�$��
 )
�"(&�� %��+���)� M ∈ comp(R2)  n ∈ N� � ����������)� R
2

����"���� )
$�& �' ����� $&� (�"-�) O(z(i), r) = {x ∈ R
2 : ‖x−z(i)‖} � r7 i = 1, n7 �� %��'/�-�

��$ "�� r > 07 "$�)&��)���3� � )(&3#�� 3

M ⊆
⋃

i=1,n

O(z(i), r).

G$��' comp(R2) 8 %��� #��(�� ����������)� (�%��(��) ) R2 � *�"�$��4�)�� %��� (��7 N 8
���"��&'�
� ��$ # ��&7 ‖h‖ 8 �)(& $�)� ���%� )�(���� h ) R
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7 ������� ��� ( ��� 0
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27 �� �)&�3� *�� %��-�"-�&'� (�% � .� %��+���)� %�-"�
 %��' -��� 1"7 �����)&���"37 ���� %��7  ! (���#��-� # �&� -&�$( * (� )
* ) R2� � ���������
������ ����%��� )�3���  %���� %��+���)� ���&�$��-� � ��7 $&� (����
* ��/�� � !�$�# 	
��&�$��� �)��� ���1 4 (��� ?�%�� %7 #�� ��(�
� � 4 -"� ) R

2 � (� )�& ������ -��� 1��
 ��&�$�)�& �' �� :�!$�(�% 5	�6  I� ��& �����% 5	>6�

�&� ���&�$"3� * ����"+$�� � ��% ����*�$ %� �� )��� �&�$"3� � *���/�  !)����
�
����$�&�� ��

�$%���&���� �� 9"��' A  B 8 2&�%���
 ����������)� comp(R2)� ���������	
� ��
���
������ A �� B 5	A6 ��!
)����� )�& # ��

h(A,B) = max{ρ(a, B) : a ∈ A}.

G$��' ρ(a, B) = min{‖a− b‖ : b ∈ B}�

�$%���&���� '� ���
��	�
�� ������� 5��6 %��+���)� M ∈ comp(R2) ��!
)����� ��#(�
c(M)7 "$�)&��)���3��� ��)����)"

h(M, {c(M)}) = min{h(M, {x}) : x ∈ R
2}.

�&� &3��-� M ∈ comp(R2) #��
/J)�( � 1���� c(M) �"����)"��7 �)&����� �$ ���)���
%
 c(M) ∈ coM 5��6 E-$� co(·) �!��#��� )
�"(&"3 ���&�#(" %��+���)�F�

�$%���&���� (� ���
��	�
�� �������� r(M) %��+���)� M ∈ comp(R2) ��!
)����� )�& 0
# �� h (M, {c(M)})�

�$%���&���� )� B� �&��(��� R
2 n������ 5A6 ��!
)����� ���"���� %��+���)�7 ���������

�� ��&�� #�%  ! n ��#�( ) R
2�

?��!��# % #���! Σn %��+���)� )��* n0����� ����������)� R
2�

�$%���&���� *� n0���' S∗ ��!
)����� ��������� n������ �������	� M ∈ comp(R2)7
��& 

h(M,S∗) = min{h(M,S) : S ∈ Σn}.
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H�/�� � !�$�# 	 )� ))�$���
* ���% ��* %�+�� �)��� ( ��
�(�� 3 �� &"#/�� n0��� Sn

%��+���)� M ∈ comp(R2)� ��#( ��� Sn �&"+�� 1�����% (�"-�) O(z(i), r)7 i = 1, n7 �� 2��%
r = h(M,Sn).

� ������* 5A7 	�6 $�(�!��� �"����)�)�� � �� &"#/�� n0��� $&� ��� !)�&'��-� %��+���)�
M ∈ comp(R2)7 !$��' comp(R2) 8 ����������)� (�%��(��) ) R

2 � *�"�$��4�)�� %��� (���

� ����% �&"#�� M ∈ comp(R2) �� &"#/�� n0���' �� �$ ���)����7 � �� ���"(�"�� �&�+���K
) #������� 7 ��(����
� ��#( z(i) ∈ Sn %�-"� �� �� ��$&�+��' M � ?$��(� ��& M 8 )
�"(&
�
(�%��(� ) R

27 �� (�( % � %"% $&� �$��� �� &"#/�� n0��� )
��&������ )(&3#�� � Sn ⊂ M
E�%� 5	
6F� 9�2��%" �� ��/��  !�$�# 	 %
 %�+�% �-��� # �'�� ����%����� �% n0�����7
)&�+���
* ) M �

� '� �&+�%��, %�-���. !���"� �

� 2��% ����-��4� ���$���)&��  ����1 ���
� �&-�� �% ��/�� � !�$�# 	  $��
 ��(���0
�
� ��/�-�)
� �1��( (�#���)� �����
 �&-�� �%� E�%� �����%" 	F� ?�%�� %7 #�� "+� ����� )
������* 5>7	
6 �
& ���$���)&��
  ����1 ���
� �&-�� �%
 E�*�+ � � �&-�� �%�% L	  ! ����0
�
 5	�6F7  ���&'!"3� � %���$
 )
# �& ��&'��� -��%���   &�(�&'��� ��� % !�1  � B�(���0
�
� ����)�
� (�%������
 �&-�� �%�) �� ���
 ) 5	�7	�6  ��!) �
 � �� %���� �% ��)��%���
*
)
# �& ��&'�
* ��*��&�- �� ?���)�
% ��)�))�$�� �%7 �� ���)��� 3 � ��!��������
% ��0
��� �)����% �*�%�% 7 ���&� ��$%��� #����� %��+���)� M ��,�$ ��� �% (���#��-� # �&�
��#�(� ���%� ��-�7 �� %����
 ��&�� 2(���% #�
� %���$
 )
# �&�� � (���$ ��� ��#�( ��)��
#��
/J)�(�� n0��� �� !�$����% ��!� ��  4 -"�
�

9� )�$�% ��(����
� ����*�$ %
� $&� �� ��� �  ����1 ����-� �&-�� �%� ��/�� � !�$�0
# 	 ����$�&�� ��

�$%���&���� /� ����
�� �������� 5�7 -&� �6 ��#( z(i) ∈ Sn n0��� Sn ��!
)����� %��+�0
��)�

Wi(Sn) =
{
w ∈ R

2 : ‖w − z(i)‖ = min{‖w − z(j)‖ : z(j) ∈ Sn}
}
. E��	F

�$%���&���� 0� 9"��' !�$��
 M ∈ comp(R2)  n0���' Sn�  ������� !���"�� 5	�7 M� ���6
��#( z(i) ∈ Sn ) %��+���)� M ��!
)����� ��$%��+���)� Di(M,Sn) = M ∩Wi(Sn).

����&'!"�%
� ) ��������� ������ �&-�� �% $&� �������� � �����(� %�1 � �� &"#/��
n0��� ����)�� ��  ����1 ����� !�%��� ��#�( �� #��
/J)�( � 1����
 ����)����)"3� * ��&�0

���� � � *&�� �  %����7 �"��' �� k0% /�-�  ����1 � ��������� ��(������ n0���' S
(k)
n ⊂ M 7

���������  ! ��#�( z
(i)
k , i = 1, n� ��#( ��)�� #��
/J)�(�� n0��� S

(k+1)
n ⊂ M )
# �&�3��� )

����)����)  � �&-�� �%�%

z
(i)
k = c

(
Di(M,S(k)

n )
)
, i = 1, n. E���F

��( ����"$�� "��$ �'�� E�%� 5>6F7

h(M,S(k+1)
n ) � max

i=1,n
r
(
Di(M,S(k)

n )
)
� h(M,S(k)

n ). E���F

9� �� %����  �&-�� �%� ( )
�"(&
% %��+���)�% M ) R
2 � -��� 1��7  %�3��� ���� 0

) �&'��� �� ��� �7 )�+�� �1�� �' (�#���)� �����
 �&-�� �%�� � #������� 7 )�+�� ��(�!��'7

���(�&'(� �� %���� � 4��%"&
 E���F "%��'/��� *�"�$��4�)� ��(&���� � h(M,S
(k)
n ) %��+�0

��)� M �� #��
/J)�(�� n0��� � ����*�$�% �� ��%��� k ( (k + 1)� ����#��7 )  $��&� *���&��'
�
 �1�� �' �(�����' �*�$ %��� �&-�� �%� *��� �
 $&� ��(����
* %��+���) M ) R

2 � $����0
��#�� ������� -��%��� ��� ?$��(� ��(� 2�� �$�&��' �� "$�����7  2�� !�$�#� �1��( �(����� 
�*�$ %��� �&-�� �%� �������� ) ��)���(� $���

���(7 �4��%"& �"�% �&�$"3��� "�)��+$�� �7 $�3��� ��(����"3 ��/�-�)"3 �1��(" �)��*"

�����(� %�1  ���&�$�)���&'���� {h(M,S
(k)
n )}�
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� � %��+���) �� �&��(��� R
2 �
	

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

���%�,� �� #���� $����
 	
%�
��� �������	� M ∈ comp(R2) � n����� S
(k)
n ⊂ M & %����

���	�'�(�' ����� k�� ��������& �����$�	�	����' 	 "��� �����
 ���������) *���� ��' ���

�� S
(k+1)
n 	
%���'���' ����
�

h(M,S(k+1)
n ) � h(M,S(k)

n )− (
√
2− 1)

(
min

{
‖z(i)k+1 − z

(i)
k ‖ : i = 1, n

})2

h(M,S(k)
n )

. E���F

� � ( � ! � � � & ' � � ) �� H���%��� % ��� !)�&'�"3 ��&���' � � *&�Di(M,S
(k)
n )7 ����)��0

��)"3�"3 ��� !)�&'�� )
������%" k �� ��� !)�&'��% i ∈ 1, n� ?��!��# % di = ‖z(i)k+1−z
(i)
k ‖7

ri = r(Di(M,S
(k)
n ))� G�%�� %7 #��  ! "�&�) � S

(k)
n ⊂ M �&�$"��7 #�� ��#(� z

(i)
k ∈ Di(M,S

(k)
n )  7

!��# �7
di � ri. E���F

��(�+�% �1��("

h(Di(M,S(k)
n ), {z(i)k }) � ri +

d2i
(1 +

√
2)ri

. E��
F

� ��%�% $�&�7 ��& di = 0, �� ���)
�  &�)
� #��� E��
F ��)��$�3�� ��& di > 0, �� ����%��� %

(�"- O(z
(i)
k+1, ri), )(&3#�3� � ) ���� �� �������� 3 Di(M,S

(k)
n )7  �-� $ �%��� Λ, ������$ 0

("&���
� )�(���" z
(i)
k+1 − z

(i)
k � ?��!��# % #���! Γ∗ �" #���' �(�"+���� ∂O(z

(i)
k+1, ri), (������

�-��� # )��� ��&�) �" (�"-� O(z
(i)
k+1, ri), �� ��$��+��"3 ��#(" z

(i)
k � �! �)����) #��
/J)�(�-�

��$ "��  #��
/J)�(�-� 1����� ��� !)�&'��-� (�%��(���-� %��+���)� M ∈ comp(R2)  !)���0

��7 #�� �� �(�"+���� ∂O (c(M), r(M)) ���$���� %��+���)� M̂ ⊂ M ��(��7 #�� c(M) ∈ co M̂ �

G��# �7 �� &3��% ��!� ��  �(�"+���� ∂O(z
(i)
k+1, ri) �� $)� ��&"�(�"+���� 7 ) (�+$��  !

� * ���$"��� ��#(  ! M̂ K ) #������� 7 ��( � ��#( ���$"���  ) �&"#�� �� �����-� )
0

/� ��!� �� � �(�"+���� ∂O(z
(i)
k+1, ri)� C&�$�)���&'��7 �"����)"�� (�( % � %"% �$�� ��#(�

z∗ ∈ Di(M,S
(k)
n )∩Γ∗. 9��(�&'(" z

(i)
k &�+ � �� ������$ ("&���7 ����������% ( Λ ) 1����� (�"-�

O(z
(i)
k+1, ri), �����)&����% ) ������"7 ���� )���&�+�"3 ( Γ∗, �� �& +��/�� ( z

(i)
k ��#(� �� Γ∗

&�+ �  %���� �� $ �%���� Λ. C���)�$& )� �1��(� ‖z(i)k − z∗‖ �
√

r2i + d2i ,  ! (������

h(Di(M,S(k)
n ), {z(i)k }) � ‖z(i)k −z∗‖ � ri−ri+

√
r2i + d2i = ri+

(√
r2i + d2i − ri

)(√
r2i + d2i + ri

)
√

r2i + d2i + ri

=

= ri +
r2i + d2i − r2i√
r2i + d2i + ri

.

C "#���% ����)����)� E���F ��&"#��% �1��(" h(Di(M,S
(k)
n ), {z(i)k }) � ri +

d2i√
2r2i + ri

, ��)��$�30

�"3 � E��
F� �# �
)�� E���F7 %�+�� !�� ���' �����' �1��("

h(M,S(k)
n ) = max{ri : i = 1, n} � max

{
h(Di(M,S(k)

n ), {z(i)k })− d2i
(1 +

√
2)ri

: i = 1, n

}
�

� h(M,S(k)
n )−

min
{
‖z(i)k+1 − z

(i)
k ‖2 : i = 1, n

}
(1 +

√
2)h(M,Sn)

,

(������ ��)��$��� � E���F� �
N#��( ������-� �� �������� 3  %�3� -��� 1"7 �������"3  ! ����!(�) & �� &"#�� ���0

%
*� � �&"#�� ��& M ���' )
�"(&
� %��-�"-�&'� ( ) R
27 ��  ��&��� � � *&� ) ��%
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���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��+� �"$"� )
�"(&
% %��-�"-�&'� (�% E) )
��+$����% �&"#�� ����!(�%  & ��#(�0
% F� ?$��(� ��& -��� 1� Γ = ∂M %��+���)� M ��$��+ � $"- (� )
*7 ��  %��+���)�

∂Di(M,S
(k)
n ), i = 1, n7 %�-"� )(&3#��' ) ���� (� )�& ����
� "#���( � �&� ��(�-� ����� %��0

+���) M ��"$�� �� %����' 4��%"&" E���F7 ���(�&'(" ��
�(�� � #��
/J)�(�-� 1����� 8 �&�+0
��� )
# �& ��&'��� !�$�#�� � �)�! � 2� % �&-�� �%
7 ���$���)&���
� ) 2��� ������7 %�$��0
� ! ��)��
 � "#���% -��%���  %��+���)� M.

?��!��# % Ω(z, S
(k)
n ) %��+���)� �& +��/ * ( z ��#�(  ! S

(k)
n 7 fi(z) = ‖z−z

(i)
k ‖ 8 �)(& $�)�

�������� � �� ��#( z $� ��#( z
(i)
k ∈ S

(k)
n �

�$%���&���� 1� +������	�� H(M,S
(k)
n ) "���
����
" ����
 5	�7 M� ��
6 �������	� M

������������ n����� S
(k)
n ��!�)�% ��)�("�����' )��* ��#�( z∗7 ����� ��&'�� (����
* )
��&0

���� �$��  ! ���* "�&�) �O

I. z∗ ∈ Γ7  ���$���� ��#(� z
(i)
k ∈ S

(k)
n 7 "$�)&��)���3��� )(&3#�� 3 z

(i)
k ∈ Ω(z∗, S(k)

n )7 �� 
2��% 4"�(1 � fi(z)  %��� ) ��#(� z∗ &�(�&'�
� %�(� %"% �� %��+���)� ΓK

II. z∗ ∈ Γ7  ���$"��� ����)��$�3� � ��#( z
(i)
k 7 z

(j)
k ) S

(k)
n ��( �7 #�� {z(i)k , z

(j)
k } ⊆ Ω(z∗, S(k)

n )K

III. z∗ ∈ M 7  ���$"��� ����)��$�3� � ��#( z
(i)
k 7 z

(j)
k 7 z

(l)
k ) S

(k)
n ��( �7 #�� {z(i)k , z

(j)
k , z

(l)
k } ⊆

⊆ Ω(z∗, S(k)
n )�

� 5	�7	�6 ��(�!���7 #�� )�� ��#( %��+���)� M 7 ) (����
* $��� -����� %�(� %"% 4"�(1  

ρ(z, S
(k)
n )7 �)&�3��� *���(����
% �

�$%���&���� 2� +������	�� "���
����
" ����
 �������	� M ������������ n�����

S& %���������(�" ���
� z
(i)
k 7 ��!�)�%

Hi(M,S(k)
n ) = H(M,S(k)

n ) ∩Di(M,S(k)
n ).

� �&"#�� -&�$(�� (� )�� Γ *���(����
� ��#( � �� P7 �� ��$&�+�� � z
(i)
k 7 %�+��  �(��'

���$ ��* ��#�( z ∈ Γ7 ) (����
* (�����&'��� ( Γ ����-���&'�� ( ����!(" [z
(i)
k , z]� I���(����
�

��#( � �� PP %�-"� &�+��' ��&'(� �� ������#��  Γ �� ���$ ��
% ������$ ("&���% ( ����!("

[z
(i)
k , z

(j)
k ]7 i = 1, n7 j = 1, n7 j �= i� I���(����
% ��#( � �� PPP %�-"� �)&��'�� ��&'(� 1����


�(�"+������7 �� ����
* )�(�"- ���"-�&'� (�) � )��/ ��% ) ��#(�* z
(i)
k , z

(j)
k , z

(l)
k 7 -$� i, j, l  !

1, n  j �= i, k �= i, j �= k�
B� � �� 	 ��(�!��
 *���(����
� ��#( )��* ���* � ��) $&� 30��� S3  %��+���)� M 8 (�"0

-�� B� ��% ) $��7 #�� ��#(� z(1) ∈ H1(M,S
(k)
n ) ����� ��� ( � �" P7 ��#( z(2), z(3) ∈ H1(M,S

(k)
n )

��������� ( � �" PP7 � ��#(� z(4) ∈ H1(M,S
(k)
n ) 8 ( � �" PPP� B� � �"�(� "(�!��� ��(+� ��&���'

� � *&� D1(M,S
(k)
n )�

� ����)" %�$��� ! ��)����-�  ����1 ����-� �&-�� �%� ��
�(�� � �����(� %�1  S̃
(k)
n =

= {z̃(i)k }ni=1 �� &"#/�� #��
/J)�(�� n0��� ��&�+��� 4��%"&�

z̃
(i)
k = c

(
Hi(M,S(k)

n )
)
, i = 1, n. E���F

B���"$�� ��(�!��'7 #�� ��� �� �)��� ���"(�"�� �& !(� ( E���F�

���%�,� '� #���� $����
 �������	� M ⊂ R
2 � n����� S

(k)
n ⊂ M ) ,��� %�� ��
������

1 � i � n ����� ����� ��	����	�

z̃
(i)
k = z

(i)
k , E��>F

�� 	
%���'���'

z
(i)
k = c

(
Di(M,S(k)

n )
)

E��AF

�

r
(
Hi(M,S(k)

n )
)
= r

(
Di(M,S(k)

n )
)
. E��	�F
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� �� �
� �
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I

II

III

z
(1)
k

z
(2)
k

z
(3)
k

z(1)

z(2)

z(3)

z(4)
M

D1(M,S
(k)
n ) Γ

���� �� �
������� H1(M,S
(k)
n )  �������
� �����! ��

��	���"
 z(1) ∈ S

(k)
n �	# $
������� M % ����� �

���

&�� Γ

� � ( � ! � � � & ' � � ) �� ?��!��# % #���! m∗ ∈ Di(M,S
(k)
n ) �� ��&�� "$�&���"3 ��#("

) Di(M,S
(k)
n ) �� z

(i)
k � �! ����$�&�� � ��&��� � � *&�  *���(������ ��#( �&�$"��7 #�� ��#0

(� m∗ �� ��$&�+ � %��+���)" Hi(M,S
(k)
n )� G��# �7

h
(
Di(M,S(k)

n ), {z(i)k }) = h
(
Hi(M,S(k)

n ), {z(i)k }).
�! "�&�) � E��>F  4��%"&
 E���F �&�$"��7 #��

si = c
(
Hi(M,S(k)

n )
)
.

9� �������� 3 Hi(M,S
(k)
n ) ⊂ Di(M,S

(k)
n )7 � !��# �7

∀ z ∈ R
2 h

(
Di(M,S(k)

n ), {z}) � h
(
Hi(M,S(k)

n ), {z}).
?��3$�

∀ z ∈ R
2 h

(
Di(M,S(k)

n ), {z})� r
(
Hi(M,S(k)

n ), {z})= h
(
Hi(M,S(k)

n ), {z(i)k })= h
(
Di(M,S(k)

n ), {z(i)k }).
�  ��-� ��&"#��%7 #�� ��#(� z

(i)
k ���' #��
/J)�( � 1���� (�%��(�� Di(M,Sn)7 #�� $�(�!
)���

��)����)� E��AF  E��	�F� �

�
# �&�� � #��
/J)�(�-� 1����� ��,�$ ��� � ��&'/�-� # �&� m ��#�(7 (������ %�+��
)����� �'�� ) 4��%"&� E���F7 %�+�� �����)��' ��&'/ * %�/ ��
* ���"���)� H���%������
� )
������ 5��6 %���$ ��������  ! )��* � %�&�(��) E�� ���' n0�����7 -$� # �&� n �� ��&�� #�% �� 1
���)��*�$ � ��!%������' ����%��� )��%�-� ����������)�F7 �����)&���
*  ! ��#�( %��+���)�7
����"�� ����$(� m3/6 �����1 �� 9�2��%" $&� ��
�(�� � %��+���)� c

(
Hi(M,Sn)

)
��!��������

��&�� 2(���% #��� �*�%�7 )���)
� ������)����� ) ������ 5�	6�
H���%��� % ���� ) �&'�"3 m0���' V 7 �� ���' %��+���)�7 ��$��+���� (�( % � %"% $)�

����)��$�3� � ��#( � ?��!��# % #���! Σ3(V,v) %��+���)� )��* ����( {v(i),v(j),v}, ) (����
*
v(i),v(j) ∈ V.
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�� �

�&+�%��, �3"��&���. "�43-5�� �+� 6���%� m7���� V �

1. C��$ %��+���)� V ��*�$ ��� ��(�� ���� ��#�( v(i∗)7 v(j∗)7 #��

‖v(i∗) − v(j∗)‖ = max{‖v(i) − v(j)‖ : i = 1,m, j = 1,m}.

9���%����� k E�#��# ( 1 (&�)F "�����)& )����� ) k := 1  !�� �
)����� ����� ��#�(

V (k) := {v(i∗),v(j∗)}.

2. G�� �
)����� ��#(� c(k) := (v(i∗) + v(j∗))/2  �������� � r(k) := ‖v(i∗) − v(j∗)‖/2�
3. C��� ��� %��� ) {ri}mi=1 := {‖c(k) − v(i)‖}mi=1 �������� � �� ��#( c(k) $� 2&�%����)

%��+���)� V � �! ��-� )
� ������ �� ��&'/ � 2&�%��� rj := max
i=1,m

ri�

4. ��& rj � r(k)7 �� )
��&������ ����*�$ ( �"�(�" ��

5. G��#�� � )�& # �
 k ")�& # )����� �� 	O k := k + 1� C������� %��+���)� W :=
:= Σ3(V

(k−1),v(j))  V (k) := V k−1 ∪ {v(j)}.
6. �
# �&����� #��
/J)�( � 1����  #��
/J)�( � ��$ "� (�+$�-�  ! %��+���) S

(i)
3 ∈ W �

�! � * )
� ������ 30���' S
(k)
3 � �� ��&'/ % #��
/J)�( % ��$ "��% r(k) := r(S

(k)
3 )  )
� �
0

)����� ��#(� c(k) := c(S
(k)
3 )�

7. 9���*�$ ( �"�(�" ��

8. G�� �
)����� !��#�� � #��
/J)�(�-� 1����� c(V ) := c(k)  #��
/J)�(�-� ��$ "��
r(V ) := r(k) %��+���)� V �

#�,�"���� �� 9� )�$���
� �&-�� �% �� ������ �� ���"(�"�" m0��� V � � �"�(�� 	 ��*�0
$ ��� $ �%��� %��+���)� 8 ���� �-� ��#�(7 ��*�$�� *�� �� �� ��&'/�% ��������  � � ��(�0
���
* �&"#��* �� &�+�� �� �(�"+���� ∂O

(
c(V ), r(V )

)
7 � ���$��� %�+$" � % ���' #��
0

/J)�( � 1����� G���% �� *�$" �����
 �&-�� �%� ��*�$���� #��
/J)�( � 1����
 ��$%��0
+���) V (k) ⊆ V  )
��&������ ���)��(� �� ��7 $��� -����� & ) � * % � %"% 4"�(1  
f(z) = h(V, {z})� ��& �� �� $��� -�����7 �� ����%��� )����� %��+���)� V (k+1) ⊃ V k7 ) (�0
����� )(&3#����� ��#(�7 �� ��&�� "$�&����� �� c(V (k)) ) V (k)7 � !��# �7 ��$�!� ��&'��� �� ��7
#�� ��� )*�$ � ) � %�&�(� %�(� %�&'��-� #��
/J)�(�-� ��$ "��  ! )&�+���
* ) V �

��+��� (�%�������� ��
�(�� � �� &"#/�� #��
/J)�(�� ��� �)&����� -�����1 � �� ��0

#�&'��-� �� �& +�� � S
(0)
n � �!)�����7 #�� �� ����� n ���"(�"�� 1�����) (�"-�) ��� %�&'��-�

��(�
� � ����% ��� ( -�(��-���&'��� ���"(�"�� E��$������ �%� ) 5��7 -&� PPP6F� 9�2��%" �� 
-�����1  ��#( �������� (�( �"%%
 )��/ � ��(������ /��� "-�&'��� ���(  �&"#����-�
)�(���� � ��)��%���
% ������$�&�� �%�

� (� �%�,�%3 $���%����. �$$%� ��,�6�8 �$��,�&9�3: $� %3��8

� ������* 5	
7 ��6 �� )�$��
 ��!"&'���
 �����
 ���-��%%��-� (�%�&�(��7 ���$��!��#�0
�%�-� $&� �������� � ��(�
� � %��-�"-�&'� (�) ��!& #��� -��%���  � C �� %���� �% �� 0
)�$���
* �&-�� �%�) ��!�������� �-� %�$ 4 (�1 �7 ��!)�&�3��� ��/��' !�$�#" 	 $&� 4 -"�
� (� )�& ������ -��� 1��� ?���)�
% �����1 �% ) ��% )
��"��3� �� �( $&� ��("��-� !��0
#�� � n0��� *���(����
* ��#�( %��+���)� M  )
# �&�� � ��)��  ����1  �� 4��%"&� E���F�
9� 2��%  ���&'!"���� %��-�(����
� !��"�( (�%�&�(�� � 1�&'3 ������ �� &"#/�-� ��/�� �
 ! )��* )�!%�+�
*�

�%�,�% �� G�$��� %��+���)� M 7 �-��� #����� (� )��

x4 + y4 = 1. E��	F

����"���� ��/ �' $&� ��-� !�$�#" 	 �� n = 20  n = 24�
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$�&
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�
	��'�� 20(���
 S20 
 
���� ������ Ξ(S20, r) � ��
$��� �

G�%�� %7 #�� (� )�� E��	F �� 4��%� !�� %��� ���%�+"��#��� ��&�+�� � %�+$" �(�"+��0
��'3  ()�$����%� ?�� -&�$(��7 ��  %��� #��
�� ��#( %�(� %"%� (� ) !�
  #��
�� ��#( 
"�&���� � 5��6� 9�&"#���
� ��!"&'���O �����(� %�1 � �� &"#/�� 200��� S20  %��� ) $

S20 ≈ {(−0.7446, 0.4241), (0.1754,−0.9568), (−0.9764,−0.0611),

(0.6986,−0.7622), (0.4216,−0.2223), (−0.3232,−0.6267),

(0.2833, 0.7855), (−0.4260,−0.9030), (−0.2847, 0.3689),

(−0.6889, 0.8227), (−0.1814, 0.8049), (0.9684, 0.2911),

(−0.0496,−0.1408), (0.6563, 0.2447), (−0.8057,−0.6153),

(−0.5410,−0.1175), (0.8832,−0.3046), (0.6752, 0.7097),

(0.1976, 0.3221), (0.2135,−0.5537)}.
H�$ "� (�"-�) ��(�
� � Ξ(S20, r) ��)�� r ≈ 0.3101� B� � �� � ���$���)&��
O -��� 1� Γ %��0
+���)� M ) ) $� + ���� & �  K �(�"+���� 7 �-��� # )�3� � (�"-  ! Ξ(S20, r)7 8 ) ) $�
���( * & � �K ��#( #��
/J)�(�� n0��� S20 8 ) ) $� %��(���) E(�"+(�)F�

�����(� %�1 � �� &"#/�� 240��� S24 ��)��

S24 ≈ {(−0.9014, 0.0551), (−0.3368, 0.3938), (0.1479, 0.5129),

(0.8897, 0.5210), (0.2437, 0.9460), (−0.7317,−0.2664),

(−0.2335, 0.8185), (−0.4951, 0.0305), (−0.8829,−0.5929),

(−0.1170,−0.2420), (0.1775,−0.5708), (−0.6639, 0.8169),

(0.4155,−0.2218), (0.6703,−0.6510), (0.4603, 0.2521),

(0.8415, 0.0419), (−0.3445,−0.4937), (−0.7833, 0.4862),
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���� ������ Ξ(S24, r) � ��
$��� �

(−0.5444,−0.8420), (0.6136, 0.7238), (0.8471,−0.4129),

(−0.0657,−0.8846), (0.0296, 0.0820), (0.4572,−0.9598)}.
H�$ "� (�"-�) ��(�
� � Ξ(S24, r) ��)�� r ≈ 0.2755� B� � �� � ���$���)&��
O -��� 1� Γ %��0
+���)� M K �(�"+���� 7 �-��� # )�3� � (�"-  ! Ξ(S24, r)K ��#( #��
/J)�(�� n0��� S24�

�%�,�% '� G�$��� %��+���)� M 7 �-��� #����� (� )��

y2 = x3 − x E���F

�� !��#��  ����%����� x ∈ [−1, 0]� ����"���� ��/ �' $&� ��-� !�$�#" 	 �� n = 18  n = 21�
G�%�� %7 #�� (� )�� E���F ����� ��� ( (&���" 2&& �� #��( * 5��6  ����� �  ! $)"* )��)��7

�$��  ! (����
* �)&����� ���-��� #����� E�� x ∈ [1,+∞)F� ?$��(� ����%��� )��%�� #���'
(� )�� !�%(�"��  ��*�+� �� 4��%� �� �)�&�

9�&"#���
� ��!"&'���O �����(� %�1 � �� &"#/�� 180��� S18  %��� ) $

S18 ≈ {(−0.4805,−0.2197), (−0.8403, 0.3905), (−0.6948,−0.4412),

(−0.9371,−0.1584), (−0.3236, 0.5128), (−0.7783,−0.3333),

(−0.3930,−0.0079), (−0.6756,−0.0747), (−0.3214, 0.2274),

(−0.5469, 0.3671), (−0.1021, 0.2803), (−0.8972, 0.1233),

(−0.3014,−0.4113), (−0.1701,−0.2097), (−0.5285,−0.5355),

(−0.1074,−0.0015), (−0.6218, 0.1847), (−0.6248, 0.5749)}.
H�$ "� (�"-�) ��(�
� � Ξ(S18, r) ��)�� r ≈ 0.1651� B� � �� � ���$���)&��
O -��� 1� Γ %��0
+���)� M K �(�"+���� 7 �-��� # )�3� � (�"-  ! Ξ(S18, r)K ��#( #��
/J)�(�� n0��� S18�

�����(� %�1 � �� &"#/�� 210��� S21 ��)��

S21 ≈ {(−0.7792,−0.4036), (−0.1402,−0.1513), (−0.5882, 0.5228),
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(−0.6264,−0.1508), (−0.8143, 0.4704), (−0.1605, 0.3055),

(−0.6336,−0.5811), (−0.2129,−0.3653), (−0.4192,−0.4768),

(−0.9384,−0.0072), (−0.6284, 0.2751), (−0.7209, 0.0253),

(−0.4019, 0.3079), (−0.8764, 0.2274), (−0.2689, 0.0708),

(−0.8653,−0.2307), (−0.5718,−0.3004), (−0.4848, 0.0488),

(−0.3678,−0.1911), (−0.3355, 0.5248), (−0.0317, 0.0629)}.
H�$ "� (�"-�) ��(�
� � Ξ(S21, r) ��)�� r ≈ 0.1491� B� � �� � ���$���)&��
O -��� 1� Γ

%��+���)� M K �(�"+���� 7 �-��� # )�3� � (�"-  ! Ξ(S21, r)K ��#( #��
/J)�(�� n0��� S21�

� )� #� &;"����

9�&"#���
� ��!"&'���
 �) $���&'��)"3� �� 244�(� )���� ��!��������
* �&-�� �%�) ��0
������ � �����(� %�1 � ��� %�&'�
* ��(�
� � �&��( * 4 -"�M � (� )�& ������ -��� 1���
9� !��"�(�* ���-��%%��-� (�%�&�(�� "$�&��' �"����)���� �2(���% �' )
# �& ��&'�
� ��0
�"��
 !� �#�� )
$�&�� � *���(��� �� #��( * ��#�( %��+���)� M  ������$�&�� � �� !���%
� � *&�� ?�(�
�
% �������� )����� �� �1��(� ��(&���� � ���$���
* ��(�
� � �� ��� %�&'0
�
*7 �� 2�� !�$�#� %�+�� �
�' ��/��� & /' �� �& ! ��&'��  � "#���% ���1 4 ( 4 -"�
 M
E��$������ �%� ) 5�
6F�

8)�8'� 9�:;<=:><?

.� ���������� @�@�! 8������� =��� )��� ������ 
�AA���� ������� ����� B�* @����! .C3D� D17 ��

0� >"���� $�@�! 9���
�� )�&�! B�������� =�<�! B��E� =�F� &�AA���� ������� ���� � A�������
������ �������� ��������	 � � ���� ���
��� �������������� �������� � (��� ����� 44 :��
�
B�������������� ��������� ��� $�=� 8�������� 0/.0� :� 033� 8� 031G0H3�

2� B���� ��� 9�B� @�
�������	 ���A�����	 �������� �����������* A�����! �������!  �����	���
B�* I��������! 0//C� 0HH ��
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.H� eEUXWWE] f� +E]WEWZ \VYSX]_W [g EUE5E] Y[]_^hE]Z YX^YUEW X] V YX^YUE 44 iE[6EZ^XVE +ERXYVZV� .CCD� j[U� 1/�
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�����* RXWS Y[5E^X]_! qEWZ MoEq`WoE5 ]EZ! MoEq`WoE5 YE]ZE^! +X^XYoUEZ Q[]E! YoV^VYZE^XWZXY \[X]ZW! YU[WER
Yh^5E�

edM* /1PD/

soE \^[qUE6 [g [\ZX6VU Y[5E^X]_ [g \UV]V^ Y[]5Er WEZW bXZo V h]X[] [g V _X5E] ]h6qE^ n [g EthVU RXWSW XW
WZhRXER� M^XZE^X[] [g [\ZX6VUXZ` XW V 6X]X6XQVZX[] [g RXWSWu ^VRXhW! boXYo _X5EW V] [\\[^Zh]XZ` Z[ ^ERhYE ZoE
[\ZX6XQVZX[] \^[qUE6 Z[ V Y[]WZ^hYZX[] [g ZoE qEWZ MoEq`WoE5 n�]EZ [g V Y[]5Er WEZ� ah6E^XYVU 6EZo[RW
qVWER [] RX5XRX]_ ZoE WEZ X]Z[ +X^XYoUEZ Q[]EW V]R v]RX]_ YoV^VYZE^XWZXY \[X]ZW V^E Wh__EWZER V]R \^[5ER X]
ZoE \^EWE]Z \V\E^� ,]E [g ZoE 6VX] EUE6E]ZW [g ZoE 6EZo[RW XW V MoEq`WoE5 YE]ZE^ YVUYhUVZX[] g[^ V Y[6\VYZ
Y[]5Er WEZ� dZ[YoVWZXY VU_[^XZo6W g[^ _E]E^VZX]_ V] X]XZXVU \[WXZX[] [g ZoE n�]EZ \[X]ZW V^E \^EWE]ZER� e[REUX]_
[g W[6E ErV6\UEW XW Y[6\hZER V]R 5XWhVUXQVZX[] [g ZoE Y[]WZ^hYZER Y[5E^X]_ XW ^EVUXQER�

wnxnwnaMnd

.� T^VW[5WSXX a�a�! dhqq[ZX] y�-� ����������
� ��������������
� ���
 zk[WXZX[]VU RX{E^E]ZXVU _V6EW|! B[WY[b*
aVhSV! .C3D! D17 \�

0� }WoVS[5 j�a�! ~EqERE5 k�+�! eVZ5X`YohS y�w�! eVUE5 y�i� +X{E^E]ZXVU _V6EW bXZo vrER ZE^6X]VU ZX6E
V]R EWZX6VZX[] [g ZoE X]WZVqXUXZ` RE_^EE [g WEZW X] ZoEWE _V6EW! ����������� �� ���  ��!��" #�����$�� ��

%����&�����! 0/.0! 5[U� 033! XWWhE .! \\� 077G033�
2� eEWZEZWSXX ~�e� '�(���
"��
� &��������
� )�����
!� ���)��������* +�$�
, �!����
, ����!$�
��
 zM[]ZX]h[hW

6[^\o[U[_` [g qX]V^` X6V_EW* v_h^EW! WSEUEZ[]W! YX^YhUV^W|! e[WY[b* xXQ6VZUXZ! 0//C! 0HH \�
D� Th^QoV]WSXX y�P�! xXUX\\[5V s�x� +EWY^X\ZX[] [g ZoE WEZ [g 5XVqUE Z^V�EYZ[^XEW [g V RX{E^E]ZXVU X]YUhWX[]!

-�!�. /!��. '�$!    0! .CH7! 5[U� 0HC! ][� .! \\� 2HGD. zX] whWWXV]|�
1� MoE^][hWuS[ x�~� 1�����"���� ����"��� �����
���
� ����&�����!�!� �����& zn5VUhVZX[] [g V \oVWE WZVZE

[g R`]V6XYVU W`WZE6W|! e[WY[b* aVhSV! .CHH! 2HD \�
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7� }WoVS[5 j�a�! eVZ5X`YohS y�w�! ~EqERE5 k�+� +EgEYZ [g WZVqXUXZ` X] _V6E�\h^WhXZ \^[qUE6! 2����.
3�&$��. 3��". %��. %�!�. ��&(�
$�. '�$!�! 0/./! ][� 2! \\� H3G./2 zX] whWWXV]|�

3� }WoVS[5 j�a�! ~V5^[5 a�i�! }WoVS[5 y�j� M[]WZ^hYZX[] [g W[UhZX[]W X] V] V\\^[VYo \^[qUE6 [g V
WZVZX[]V^` Y[]Z^[U W`WZE6! 4�. #���. %��. %�!�. 3���. 1��. 0���. /!��. '�$!! 0/.D! 5[U� 0/! ][� D!
\\� 033G0H7 zX] whWWXV]|�

H� }WoVS[5 j�a�! ~VSoZX] y�d�! ~EqERE5 k�+� ,\ZX6XQVZX[] [g ZoE fVhWR[^{ RXWZV]YE qEZbEE] WEZW X]
nhYUXREV] W\VYE! ����������� �� ���  ��!��" #�����$�� �� %����&�����! 0/.1! 5[U� 0C.! Wh\\U� .! \\� 000G02H�

C� iV^SV5X y�~� nrXWZE]YE [g ZoE qEWZ ]EZ V]R ZoE qEWZ bXRZo g[^ WEZ X] V PV]VYo W\VYE! 3�(. %��. '�$!!
.C7/! 5[U� .1! XWWhE 0! \\� 0./G0.. zX] whWWXV]|�

./� iV^SV5X y�~� ,] ZoE [\ZX6VU ]EZ V]R qEWZ Y^[WW�WEYZX[] [g V WEZ X] V ][^6ER W\VYE! #�". /!��. '�$!
   0,  ��. %��.! .C70! 5[U� 07! ][� .! \\� H3G./7 zX] whWWXV]|�

..� T[U6[_[^[5 y�a� ,] W[6E VW`6\Z[ZXY YoV^VYZE^XWZXYW [g Y[6\UEZEU` q[h]RER 6EZ^XY W\VYEW! -�!�. /!��.
'�$!    0! .C17! 5[U� ./H! ][� 2! \\� 2H1G2HH zX] whWWXV]|�

.0� T[U6[_[^[5 y�a�! sXSo[6X^[5 j�e� ε�E]Z^[\` V]R ε�YV\VYXZ` [g WEZW X] gh]YZX[] W\VYEW! /&������
%����&������  �����
 4�����������*  ����� 5! .C7.! 5[U� .3! \\� 003G27D�

.2� P^hW[5 j�d�! kX`V5WSXX d�y� y Y[6\hZVZX[]VU VU_[^XZo6 g[^ [\ZX6VUU` Y[5E^X]_ V \UV]E ^E_X[]! 3  0
6�&($�������� %����&����� ��� %����&������ ��
����! .C3.! 5[U� ..! XWWhE 0! \\� .3G03�

.D� kX`V5WSXX d�y� ,] [\ZX6XQVZX[] [g ]EZb[^SW! #�". /!��. '�$!    0, 4�!�. ��)���.! .C7H! ][� .! \\� 7HGH/
zX] whWWXV]|�

.1� iVUXE5 do�-�! TV^\[5Ve�y� ,\ZX6XQVZX[] [g 6hUZX\UE Y[5E^X]_ [g V q[h]RER WEZ bXZo YX^YUEW! 6�&($��������
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