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������������� ����� ��!��"��#$ ������# %��  &'���   �� i() ��� *��+��)  %�� 
� + CHn+1−i, !+� H , + �%�$� $� ��!'�-�  . n , #$�����  �$�����-� ����!� %��!������.
 /$�$ ����%�$� $��0� $�#�� #�-*�� # ���##�% ������# % �'�%
1 &'��� ) 2���##
 W n+1M,
��$��
� 3'+'$ ���+��
 � 0�4� �� /$�% �����# � $�%. ��� ���#$��$� C *�� # $ �$ #��)#$� $� (
��!'�-�  . �� ��##%�$� ���#-� ��*0� ��-� ��#� '#��� � �� %���"�!� '!�� $� ��!'�-�  2��(
3�$
 �0� 5 �0�. �� 6��%���. �� 7�� "���. �0� 8�/%3��  +��4� 9� 3���� �3: � ��*'��$�$

$���!� ��+� �� ��+��0�$ ;� 5�-���  �� <���-�' =	>. ' ��$��
1 � +�'%����% #�'��� � %��# (
%����� �3:�) # $'��  ����� ��!��"��#$ ������# %��   %�� � + CHn+1−i(sinα)−i, !+�
α , �� %���" ) '!�� $� ��!'�-�  . � ���#$��$� C '0� �� *�� # $ �$ $� ��!'�-�  �

���!+� �� %���" ) '!��. & !'� �'?: ) � ������1 5�-���@<���-��. %�0�� *�%�� $� ��
#��+� ) 2 � �� 3���" ). �$� # $����#$�? +� ���#$��$ �����# ����4� �� /$�% �
-#�-�$#-.
�$� ��*� ��
� $ �
  �$�����-� ���
1 �����##�� 2A�!���0�. B�% $�. 8 ��!�&�4 ��(��*��%'
���! �'?$ �� 1����$�� �
��0+�� - $� ��!'�-�  � ��+�3�
� ����� ��$�%�$ ��#� ������(
#-$#- �� ����� ��!��"��#$ %�$�+� ������
1 /��%��$��. # ��$��
% $�#�� #�-*��
�

���. � #�'��� ��!���0���)  �$�����-�  ������ ��!��"��#$ *�� # $ �$ + �%�$�� ��*3 (
�� -  # �'#� �� 3���"�!� '!�� $� ��!'�-�  � �� /$�% ����� '1'+"�?$#-. ��!+� +�� '!��
#$��%-$#- � �'�?� 6+�#� � ��#$�-:�%' %�%��$' �#� �
-#���� 3��!�+��- ��3�$�% �� 6��%�(
��. C�9� 5'33�$ ��� ���%� $�!�. C�9� 5'33�$ � =�> ����*�� ��'�'�"��%�#$� /$ 1 ������
�� *�+����% ���##�� 9�'�'�"��%�#$� ��� %��$#- � $�% #%
#��. �$� #':�#$�'?$ &'��� -  *
*�+����!� ���##�  �3#��?$�
� ����0 $����
� ���#$��$
. �� *�� #-: � �$ $� ��!'�-�  .
$�� �. �$� +�- �?3�!� ���
��0+����!� $��'!���� �� #�����+� �
 ����� #� *'�

9� 3���� $�'+�
% -��-�$#- #�'��) /�% $���)  3 ��!�&���)  �$�����-�  � 6+�#� ����$�(
�
� ��*'��$�$
 ���'���
 ��D� ; � %�������
%. C�9� 5'33�$ �
% =E. F>. 9��� 8�)+�����)
=�. 
>  9��� A�$
����) =�@	�>� � ��3�$�1 =�. �> ��##%�$� ��?$#-  �$�����-� ���
� '#��� -
3 ��!�&��� $ �� +�- ��#$���� - %��!������� ����$�
1 #$�����) 4k + 1  4k + 3, ��*���-(
?: � *�%�� $� �� %���" ) '!�� �� �� 3���" ) +�- #$��" 1 ��� *��+�
1. ��  *3�� $�#-



9�*�� # %�#$� ������ ��!��"��#$  �$�����-�  	
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�����#$�? �$ �� #'$#$� - �� %���"�!� '!�� � ������1 ��!��"��#$ ��� *��+�
1 �� '+��$#-�
� =F. 
> ���+��0��
 +�� #��#�3�  �$�����-�  %��!������% $��$��) #$���� �� $��'!���� (
��. � ������1 ��!��"��#$ ��$��
1 �� %���" ) '!�� �����#$�? *�%��-�$#- �� #��+� ) 2�� (
3���" )4� � ��3�$� =G> 9��� 8�)+�����) '+���#� ���'� $� '# ��� � ������ #���1' ��� � �
��!��"��#$ ������# %��  ��� *��+�
1 $��$��!� ���-+��  �$����� �'�%�) &'���  . �� 
/$�% �'#����(�'3 ��#��- &'��� - ���'���� !��3����� ������
���) �� �#�) $� ��!'� �'�%�)
�3��#$ � ��'! % #����% . ����� ��!��"��#$  %�?$ � +H CMH4−i (sin β)−min{2,i}. !+� β ,
#��+� ) '!�� $��'!���� ���

� ��3�$�1 =	�@	F> ��##%�$� ��?$#- $�� � #��#�3
  �$�����-�  $ �� 8 ��!�&� #��$��$(
#$����� %��!������% �$���)@"�#$�) #$�����) �� $��'!���� ��. ����� ��!��"��#$ � ��$�(
�
1 *�� #-$ $����� �$ �� 3���"�) #$����
 $��'!���� ��  �� *�� #-$ �$ '!���� ����*���
��'�'�"��%�#$� ���'����
1 �������

� ��#$�-:�) ��3�$� �����! ��
�  ##��+���� - �����+��
 +�- 3 ��!�&���)  �$�����-�  
%��!������% #$���� 2k+1  ���+��0��
 $�� � '#��� -  �$�����-�  . �� ��$��
1 ����� 
��!��"��#$ ������# %��  *�� #-$ $����� �$ �� 3���"�) #$����
 $��'!���� ��  �� *�� #-$
�$ �!� '!���� ����*��� ��'�'�"��%�#$� ���'����
1 �������

� �� �� !"���#" $"�"%�

� # �' ��������#$ ��##%�$� ���%
1  �$�����-� ���
1 '#��� ). �� ��$��
1  �$�����-(
� ���
) %��!����� #$���� 2k+1 3'+�$ ����+��-$�#- �+��*�����. �!��� � %#- ��##%�$��� (
�% �+��!� $��'!���� ��� �'#$� Δ , ���
��0+���
) $��'!���� � � R

2 # ���" ��% a1, a2, a3,
�� 3���"�- #$����� ��$���!� , �$��*�� [a1, a2] +� �
 H,  �'#$� d , ��� *������- & �(
# �������- $���� �� #$����� [a1, a2]. ���" �
 $��'!���� ��  %�?$ #��+'?: � ����+ ��$
H
a1 = (b, 0), a2 = (−a, 0), a3 = (0, h), �� ��% 0 < a � b  $���� d  %��$ ����+ ��$
 (c, 0), !+�

−a � c � b. D3�*��� % ����* Dηf(x, y) = η(1)
∂f(x, y)

∂x
+ η(2)

∂f(x, y)

∂y
��� *��+�'? �� ��������(

� ? η = (η(1), η(2)), (η(1))
2
+ (η(2))

2
= 1,  �'#$�

W s+1M =
{
f(x, y) : Dl

η1,...,ηl
f(x, y) ∈ C(Δ) (0 � l � s+ 1)

∀ (x, y) ∈ Δ, ∀ η1, . . . , ηs+1

∣∣∣Ds+1
η1,...,ηs+1

f(x, y)
∣∣∣ � M

}
,

!+� C(Δ) , ���## ������
��
1 &'��� ) �� $��'!���� �� Δ. I���* P2k+1(x, y) �3�*��� % %��(
!�����. #$����� ��$���!� �� #����'���#$ ����%���
1 �� �����#1�+ $ 2k+1. '+����$���-?: )
#��+'?: % '#��� -%H

∂mP2k+1(ai)

∂xm
=

∂mf(ai)

∂xm
, i = 1, 2 (0 � m � k); 2	4

∂m+lP2k+1(d)

∂xm∂yl
=

∂m+lf(d)

∂xm∂yl
(1 � l � 2k, 1 � m � 2k − l + 1); 2�4

∂mP2k+1(a3)

∂ym
=

∂mf(a3)

∂ym
(1 � m � 2k + 1). 2E4

����0 % e(x, y) = f(x, y)− P2k+1(x, y); ei,j(x, y) =
∂i+je(x, y)

∂xi∂yj
; ei,j = ei,j(0, 0).

� &� 
'��#� (�)*�+�� !� ��!�*(�,-'��

���*�." �� ���������� �	
�� 	��
������ �
�
��������� 

���	��� Ci,j, ��
 ���

���
� ���
��� f ∈ W 2k+2M, ���
�
 �����
�����
�
 �����
����
	 Δ � ��� ������
����
��

�
�
 ��
�
����	 P2k+1(x, y), �	�	��
�
 ���
����� 2	4�2E4 ����� ����
 ��������� 
���
�!∥∥∥∥∂
s(f(x, y)− P2k+1(x, y))

∂xs−j∂yj

∥∥∥∥
C(Δ)

� Cs−j,jMH2k+2−s (0 � j � s � 2k + 1). 2F4
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���	�� �� �	������" 
� ���	�������� �	 �	���	����	��
� 
�	���

���
��� 
���
� �
���#�
��� 2F4 ������#	���$

� � � � * � $ � � � # $ � �� �� &��%'�� ��)���� # �#$�$���
% �����% �  �$�!������) &��%�
��"  %��%

e(x, y) =

2k+1∑
j=0

yj

j!

2k+1−j∑
i=0

ei,j
xi

i!
+R(x, y), 2�4

!+� R(x, y) =

∫ y

0

(y − t)2k+1

(2k + 1)!

∂2k+2f(x, t)

∂t2k+2
dt+

2k+1∑
i=0

yi

i!

∫ x

0

(x− u)2k+1−i

(2k + 1− i)!

∂2k+2f(u, y)

∂u2k+2−i∂yi
du.

����� ����* kij 3'+�% �3�*����$� ����0 $����
� ���#$��$
. �� �3-*�$����� ����
�. ��
*�� #-: � �$ &'���  f  !��%�$� ��#� 1 1����$�� #$ � $��'!���� ���

�#��� - 2	4 �� i = 1, 2 ����+��-?$ �+��%���
) %��!����� B�% $�.  #����*'- �#$�$���
)
���� ��$���!� ���'���% #��+'?: � ����� =	�. #� 	�E>H

|ej,0| � kj,0Mb2k+2−j (0 � j � 2k + 1). 2
4

<�##%�$� % '#��� - 2�4 �� l = 1. 6�� "�%
∂em+1(c, 0)

∂xm∂y
= em,1(c, 0) � � +� ��*��0�� -

��)���� # �#$�$���
% �����% �  �$�!������) &��%� � $���� (0, 0). ��!+�

em,1(c, 0) =

2k∑
i=m

ci−m

(i−m)!
ei,1 +

∫ c

0

(c− u)2k−m

(2k −m)!

∂2k+2f(u, 0)

∂u2k+1∂y
du = 0 (1 � m � 2k).

� ��*'��$�$� ���'� % # #$�%' � ��)�
1 ��!�3�� ��#� 1 '������ ) �$��# $����� ei,1. �* ��(
�'�����) # #$�%
 ��#��+���$����� � �3��$��% ���-+�� ��)+�% �� *��#$�
� e2k,1, e2k−1,1  $� +�
�� $
��-. �$� |c| � b, ���'� % ����� � +�

|ei,1| � ki,1Mb2k+1−i (1 � i � 2k). 2�4

�����! ��
% �3��*�%.  #����*'- '#��� - 2�4 �� 2 � l � 2k, *�� "�% ��*��0�� -
∂em+l(c, 0)

∂xm∂yl
= em,l(c, 0) �� &��%'�� ��)���� # �#$�$���
% �����% �  �$�!������) &��%� �

$���� (0, 0). ��!+�

em,l(c, 0) =
2k+1−l∑
i=m

ci−m

(i−m)!
ei,l +

∫ c

0

(c− u)2k+1−l−m

(2k + 1− l −m)!

∂2k+2f(u, 0)

∂u2k+2−l∂yl
du = 0 (1 � m � 2k + 1− l).

8'+�%  %�$� # #$�%
 �$��# $����� ei,l,  * ��$��
1 ��#��+���$�����  � �3��$��% ���-+��
�
��* % e2k+1−l,l, e2k−l,l  $� +� �� $
��-. �$� |c| � b, ���'� % ����� � +�

|ei,l| � ki,lMb2k+2−l−i (2 � l � 2k, 1 � i � 2k + 1− l). 2�4

� '#���  (3) *�� "�%
∂em(0, h)

∂ym
= e0,m(0, h) � � +� ��*��0�� - ��)���� # �#$�$���
%

�����% �  �$�!������) &��%� � $���� (0, 0). ��!+�

e0,m(0, h) =

2k+1∑
j=m

hj−m

(j −m)!
e0,j +

∫ h

0

(h− v)2k+1−m

(2k + 1−m)!

∂2k+2f(0, v)

∂v2k+2
dv = 0 (1 � m � 2k + 1).

� ��*'��$�$� ���'� % # #$�%' �$��# $����� e0,m. �* ���'�����) # #$�%
 � �3��$��% ���-+��
��#��+���$����� �
��* % �� *��#$�
� e0,m. � ��*'��$�$� ���'� % ����� � +�

|e0,m| � k0,mMh2k+2−m (1 � m � 2k + 1). 2G4



9�*�� # %�#$� ������ ��!��"��#$  �$�����-�  	
E

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��� % �3��*�%. �������#$�� 2
4@2G4 ����+��-?$ ����� +�- ei,j �� �#�1  �+��#�1 i  j.
'+����$���-?: 1 '#��� ? 0 � i + j � 2k + 1. ��+#$���-- ���'����
� ����� � ��*��0�� �
��)���� 2�4  �
� #�-- #��$��$#$�'?: � ��#$�
� ��� *��+�
� +� 2k+1 ���-+�� �� ����%��(
�
% x  y. ���'� % $��3'�%
� ����� 2F4�

� /� ��0,0%+"�.� !1 �'���#

� /$�% ����!��&� ����0�%. �$� +�- ��##%�$� ���%
1 '#��� )  �$�����-�  #':�#$�'?$
���#$��$
 C∗

i,j > 0, �� *�� #-: � �$ $� ��!'�-�  .  &'��� - f∗ ∈ W 2k+2M $�� �. �$� +�-

e(x, y) = f∗(x, y) − P2k+1(f
∗;x, y)

#�����+� �
 #��+'?: � �������#$��H

∥∥∥∥ ∂se(x, y)

∂xs−j∂yj

∥∥∥∥
C(Δ)

� C∗
s−j,jMH2k+2−s (0 � j � s � 2k + 1). 2	�4

� ����#$�� &'���  f∗ +�- ��##%�$� ���%
1  �$�����-� ���
1 '#��� ) ��*�%�% ��3��
&'��� )

f∗
i (x, y) = M(x+ a)k+1(x− b)k+1 +Mx2k+2−iyi (0 � i � 2k + 2), 2		4

��$��
� ��*���-$ ���'� $� #��$��$#$�'?: � ����� #� *' +�- ����+�����
1 ��#$�
1 ��� *(
��+�
1 ��!��"��#$ e(x, y).

��- &'���  f∗
1 (x, y) = M(x+ a)k+1(x− b)k+1 +Mx2k+1y ��#$�� % #��$��$#$�'?: )  �(

$�����-� ���
) %��!����� #$���� 2k + 1 �� #����'���#$ ����%���
1

P2k+1(f
∗
1 ;x, y) =

2k+1∑
j=0

yj
2k+1−j∑

i=0

pi,jx
i.

��/&& � ��$
 pi,j ��)+�%  * '#��� )  �$�����-�  � �* '#��� ) (1) �� i = 1, 2  %��%

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2k+1∑
i=m

pi,0C
m
i (−a)i−m = 0,

2k+1∑
i=m

pi,0C
m
i bi−m = 0,

2	�4

!+� 0 � m � k, � Cm
i =

i!

m!(i−m)!
, 3 ��% ����
� ��/&& � ��$
� D���+�� $��� +����)

# #$�%
  %��$ � +

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −a (−a)2 · · · (−a)k (−a)k+1 · · · (−a)2k+1

0 1 C1
2 (−a) · · · C1

k(−a)k−1 C1
k+1(−a)k · · · C1

2k+1(−a)2k

0 0 1 · · · C2
k(−a)k−2 C2

k+1(−a)k−1 · · · C2
2k+1(−a)2k−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 Ck

k+1(−a) · · · Ck
2k+1(−a)k+1

1 b b2 · · · bk bk+1 · · · b2k+1

0 1 C1
2b · · · C1

kb
k−1 C1

k+1b
k · · · C1

2k+1b
2k

0 0 1 · · · C2
kb

k−2 C2
k+1b

k−1 · · · C2
2k+1b

2k−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 Ck

k+1b · · · Ck
2k+1b

k+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2	E4

 ����� (a + b)(k+1)2 2#%� =	
. #� F�>4. $� �� �$� ��� �$ �'�-� ��/$�%' �+ �#$����
% ��"�� �%
# #$�%
 3'+�$ �'�����H pi,0 = 0 �� 0 � i � 2k + 1.
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����

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��!+�  �$�����-� ���
) %��!����� �� %�$ � +

P2k+1(f
∗
1 ;x, y) =

2k+1∑
j=1

yj
2k+1−j∑

i=0

pi,jx
i.

�#����*'- '#��� - 2�4 �� l = 1, ���'� % # #$�%' � ��)�
1 ��!�3�� ��#� 1 '������ )
�$��# $����� pi,1 �� 1 � i � 2kH

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2k∑
i=1

pi,1C
1
i c

i−1 = MC1
2k+1c

2k,

2k∑
i=2

pi,1C
2
i c

i−2 = MC2
2k+1c

2k−1,

. . .

p2k−2,1 + C2k−2
2k−1p2k−1,1c+ C2k−2

2k p2k,1c
2 = MC2k−2

2k+1c
3,

p2k−1,1 + C2k−1
2k p2k,1c = MC2k−1

2k+1c
2,

p2k,1 = MC2k
2k+1c.

�* +����) # #$�%
 � �3��$��% ���-+�� ��#��+���$����� 3'+�% ��1�+ $� ��/&& � ��$
 pi,1H

pi,1 = (−1)iCi
2k+1Mc2k+1−i (1 � i � 2k).

�� $
��- '#��� - 2�4 �� 2 � l � 2k, ���'� % # #$�%


2k+1−l∑
j=i

pj,lC
i
jc

j−i = 0,

����+�� $��� ��$��
1  %��$ � +

Δl =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 C1
2c C1

3c
2 · · · C1

2k+1−lc
2k−l

0 1 C2
3c · · · C2

2k+1−lc
2k−l−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
2	F4

 ����� 	� � *��� $. ��"�� � # #$�%
 , �'�����. $� �� pi,l = 0 �� 2 � l � 2k, 1 � i � 2k+1− l.
��- '#��� ) 2E4 �� 1 � m � 2k + 1 ���'� % # #$�%'

2k+1∑
j=i

p0,jC
i
jh

j−i = 0 (1 � i � 2k + 1) 2	�4

# ����+�� $���%

Δ0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 C1
2h C1

3h
2 · · · C1

2k+1h
2k

0 1 C2
3h · · · C2

2k+1h
2k−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

� *��� $. ��"�� � # #$�%
 , �'�����. $� �� p0,j = 0 (1 � j � 2k + 1).
��+#$���-- ��)+���
� ��/&& � ��$
 � P2k+1(f

∗
1 ;x, y), ���'���%

e(x, y) = M(x+ a)k+1(x− b)k+1 +Mx2k+1y +My

2k∑
i=1

(−1)iCi
2k+1c

2k+1−ixi.

����3��*'-   #����*'- &��%'�' 3 ��%� 9�?$���. ���'� %

e(x, y) = M(x+ a)k+1(x− b)k+1 +My(x− c)2k+1 +Myc2k+1.



9�*�� # %�#$� ������ ��!��"��#$  �$�����-�  	
�

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

�* '#��� - H = a+ b � 2b #��+'?$ �������#$��
b

2
� H

4
 a+

b

2
� H

2
. ��!+�

‖e(x, y)‖ �
∣∣∣∣e
(
b

2
, 0

)∣∣∣∣ = M

(
b

2

)k+1(
a+

b

2

)k+1

� M

(
H

4

)k+1(H

2

)k+1

=
1

23k+3
MH2k+2.

������ ��)+�% ��#$�'? ��� *��+�'? ���-+�� m (1 � m � 2k + 1) �� ����%����) x �$
&'���  e(x, y) � $���� (x, 0),  #����*'- &��%'�' A�)3� ��H

em,0(x, 0) =
∂m

∂xm

(
M((x− b)(x+ a))k+1

)
= M

m∑
i=0

Ci
m

(
(x− b)k+1

)(i) (
(x+ a)k+1

)(m−i)
=

= M
m∑
i=0

Ci
mCi

k+1i!(x − b)k+1−iCm−i
k+1 (m− i)!(x+ a)k+1−m+i.

��!+� �� 1 � m � 2k + 1

∥∥∥∥∂
me(x, y)

∂xm

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂

me

∂xm

( b
2
, 0
)∣∣∣∣ = m!M

∣∣∣∣∣
m∑
i=0

Ci
k+1C

m−i
k+1

( b
2

)k+1−i(
a+

b

2

)k+1−m+i
∣∣∣∣∣ �

� m!MH2k+2−m

∣∣∣∣∣
m∑
i=0

Ci
k+1C

m−i
k+1

(1
2

)3k+3−m−i
∣∣∣∣∣ .

�
� #� � ��#$�
� ��� *��+�
� ���-+�� m �� ����%����) x �$ &'���  
∂

∂y
e(x, y) :

∂m+1e(x, y)

∂xm∂y
= m!Cm

2k+1M(x− c)2k+1−m (1 � m � 2k),

���'� % ����� #� *' � *�� # %�#$ �$ $��� c. �#� c � b

2
� H

4
, $�

∥∥∥∥∂
m+1e(x, y)

∂xm∂y

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂

m+1e

∂xm∂y
(0, 0)

∣∣∣∣ = m!Cm
2k+1Mc2k+1−m � m!Cm

2k+1

(
1

4

)2k+1−m

MH2k+1−m.

�#� 0 � c <
b

2
, $�. '� $
��-. �$�

b

2
< b− c � b,  %��%

∥∥∥∥∂
m+1e(x, y)

∂xm∂y

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂

m+1e

∂xm∂y
(b, 0)

∣∣∣∣ > m!Cm
2k+1M

(
b

2

)2k+1−m

� m!Cm
2k+1

(
1

4

)2k+1−m

MH2k+1−m.

�#� −a � c < 0, $� ���+#$�� % c = −εb, !+� ε > 0.

∥∥∥∥∂
m+1e(x, y)

∂xm∂y

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂

m+1e

∂xm∂y
(b, 0)

∣∣∣∣ = m!Cm
2k+1M(b+ εb)2k+1−m > m!Cm

2k+1

(
1

2

)2k+1−m

MH2k+1−m.

D$�'+� ���'���% $��3'�%
� ����� #� *' +�-
∂m

∂xm
e(x, y)  

∂m+1

∂xm∂y
e(x, y).

I$�3
 ���'� $� �#$����
� ����� . �'0�� ��##%�$��$� ��3�� &'��� ) f∗
i (x, y) ��#��+���(

$����� �� i = 2, 3, . . . , 2k + 1. 9��� %��. �� i = p,  %��% &'��� ?

f∗
p (x, y) = M(x− b)k+1(x+ a)k+1 +Mx2k+2−pyp

 ��#$�� % #��$��$#$�'?: )  �$�����-� ���
) %��!����� #$���� 2k + 1 �� #����'���#$ 
����%���
1

P2k+1(f
∗
p ;x, y) =

2k+1∑
j=0

yj
2k+1−j∑

i=0

pi,jx
i.



	

 ��5� 8�0����. 9��� A�$
����

���������� ��	
� �� �
� �
�� �

��/&& � ��$
 pi,j ��)+�%  * '#��� )  �$�����-�  � �* '#��� ) 2	4 �� i = 1, 2 ���'� %
# #$�%' 2	�4 # ����+�� $���% Δ � +� 2	E4  �'���
% ��"�� �%. $� �� pi,0 = 0 �� 0 � i � 2k+1.

�#����*'- '#��� - 2�4 �� l = p, ���'� % # #$�%' � ��)�
1 ��!�3�� ��#� 1 '������ )
�$��# $����� pi,p, !+� 1 � i � 2k − p+ 1H⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2k−p+1∑
i=1

pi,pC
1
i c

i−1 = MC1
2k−p+2c

2k−p+1,

2k−p+1∑
i=2

pi,1C
2
i c

i−2 = MC2
2k−p+2c

2k−p,

. . .

p2k−p,p + C2k−p
2k−p+1p2k−p+1,pc = MC2k−p

2k−p+2c
2,

p2k−p+1,p = MC2k−p+1
2k−p+2c.

�* +����) # #$�%
 � �3��$��% ���-+�� ��#��+���$����� 3'+�% ��1�+ $� ��/&& � ��$
 pi,p.
� ��*'��$�$� ���'� %. �$� ��  %�?$ � +

pi,p = (−1)i+p−1Ci
2k+2−pMc2k+2−i−p (1 � i � 2k − p+ 1).

�� $
��- '#��� - 2�4 �� l �= p. ���'� % # #$�%


2k+1−l∑
j=i

pj,lC
i
jc

j−i = 0 (1 � i � 2k − l + 1)

# ����+�� $��-% � +� 2	F4. ����
% 	� 5 #$�%
 '������ )  %�?$ �'���
� ��"�� -. $� ��
pi,l = 0 �� 1 � l � 2k, l �= p, 1 � i � 2k + 1− l.

�����! ���  +�- '#��� ) 2E4 �� 1 � m � 2k+1 ���'� % # #$�%' 2	�4.  %�?:'? �'�����
��"�� �. $� �� p0,j = 0 (1 � j � 2k + 1).

��+#$���-- ��)+���
� ��/&& � ��$
 � P2k+1(f
∗
p ;x, y), ���'���%

e(x, y) = M(x− b)k+1(x+ a)k+1 +Mx2k+2−pyp −Myp
2k−p+1∑

i=1

(−1)i+p−1Ci
2k+2−pc

2k+2−i−pxi.

����3��*'-   #����*'- &��%'�' 3 ��%� 9�?$���. ���'� %

e(x, y) = M(x− b)k+1(x+ a)k+1 + (−1)pMyp(x− c)2k+2−p +Mypc2k+2−p.

�
� #�-- #%�"���
� ��� *��+�
� �$ &'���  e(x, y).  %��%

em,p(x, y) =
∂m+pe(x, y)

∂xm∂yp
= Mp!m!Cm

2k+2−p(−1)p(x− c)2k+2−p−m.

��!+� �� 1 � m � 2k−p+1 %�0�� ���'� $� ����� #� *' � *�� # %�#$ �$ c. �#� c � b

2
� H

4
,

$� ∥∥∥∥∂
m+pe(x, y)

∂xm∂yp

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂m+pe

∂xm∂yp
(0, 0)

∣∣∣∣ � p!m!Cm
2k+2−p

(
1

4

)2k+2−p−m

MH2k+2−p−m.

�#� 0 � c <
b

2
, $�

∥∥∥∥∂
m+pe(x, y)

∂xm∂yp

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂m+pe

∂xm∂yp
(b, 0)

∣∣∣∣ � p!m!Cm
2k+2−p

(
1

4

)2k+2−p−m

MH2k+2−p−m.

�#� −a � c < 0, $� ���+#$�� % c = −εb, !+� ε > 0  ���'� %∥∥∥∥∂
m+pe(x, y)

∂xm∂yp

∥∥∥∥ �
∣∣∣∣ ∂m+pe

∂xm∂yp
(b, 0)

∣∣∣∣ � p!m!Cm
2k+2−p

(
1

4

)2k+2−p−m

MH2k+2−p−m.

��� % �3��*�%. ���'���% $��3'�%
� ����� #� *' +�-
∂m+p

∂xm∂yp
e(x, y).

��$��
 �
��0�?$ 3��!�+����#$� 9��� 8�)+�����) *� ���#$�'�$ ��
� *�%���� -  �� (
%�$������ ����$�� � ��3�$
�
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