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È��Å�ÓËß�ÍÛÅ È �Å�ÓËß�ÍÛÅ ÑÈËÛ Â ÇÂÅÇÄÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Êðèòè÷åñêè îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ èððåãóëÿðíûõ è ðåãóëÿðíûõ ñèë â çâåçäíûõ

ñèñòåìàõ. Íàèáîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíûì êàæåòñÿ îïðåäåëåíèå Ýääèíãòîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ðåãóëÿð-

íàÿ ñèëà � ýòî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ñïëîøíîé ãðàâèòèðóþùåé ñðåäû, ïîëó÷àþùåéñÿ ¾ðàçìåøèâàíèåì¿

âåùåñòâà ïî ñèñòåìå. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé ñèëû êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû. Ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ τc, õàðàêòåðíîå âðåìÿ äåéñòâèÿ

ðåãóëÿðíûõ ñèë, îïðåäåëÿåò òåìï êîëëåêòèâíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ðåãóëÿðíûå

ñèëû ìîãóò ïðèâîäèòü è, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿò ê áåññòîëêíîâèòåëüíîé ñòîõàñòèçàöèè. Â ýòîé ñâÿçè

ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèýíòðîïèÿ, ñðåäíåå ïî �àçîâîìó ïðîñòðàíñòâó çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé

�óíêöèè îò êðóïíîçåðíèñòîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìàêñèìóì êâàçèýíòðîïèè äëÿ íåâðàùàþùèõñÿ

ñèñòåì âîçìîæåí òîëüêî ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé. Ïðèâîäÿòñÿ íàéäåííûå Àíòîíî-

âûì âûðàæåíèÿ äëÿ åå ïåðâîé è âòîðîé âàðèàöèé. Åñëè âòîðàÿ âàðèàöèÿ ïîëîæèòåëüíà õîòÿ áû äëÿ

íåêîòîðîãî èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ íàèâåðî-

ÿòíåéøèì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýâîëþöèÿ âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèòðîïíûõ øàðîâ íåâîçìîæíà

áåç ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè. Íàïîìèíàåòñÿ êëàññè�èêàöèÿ âèäîâ �àçîâîãî ðàç-

ìåøèâàíèÿ â áåññòîëêíîâèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Êðàòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñòîëêíîâèòåëüíîé ðåëàêñàöèè â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ. Èçëà-

ãàåòñÿ ïîäõîä ê åå ðåøåíèþ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì

ïî àíñàìáëþ, ÷òî òðåáóåò çíàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû. ×òîáû èçáåæàòü îáðåçàíèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ Õîëüöìàðêà íà ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ, èñïîëüçîâàíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-

íîé ñèëû, íàéäåííîå Ïåòðîâñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ý��åêòèâíîãî âðåìåíè

ñòîõàñòèçàöèè ê âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî N1/3/(lnN)1/2, ãäå N ≫ 1 � ÷èñëî òåë â ñèñòå-

ìå. Ïîëó÷åííàÿ âðåìåíí�àÿ øêàëà ñòîëêíîâèòåëüíîé ýâîëþöèè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ øêàëîé, ðàíåå

ïðåäëîæåííîé �åíêèíûì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà çâåçäíûõ ñèñòåì, ìîäåëèðîâàíèå çâåçäíûõ ñèñòåì, ýâîëþöèÿ ãàëàêòèê.

Ââåäåíèå

Àñòðîíîìè÷åñêèå îáúåêòû, èçó÷àåìûå â äèíàìèêå çâåçäíûõ ñèñòåì (çâåçäíûå ñêîïëåíèÿ,

ãàëàêòèêè), ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòè N ≫ 1 ãðàâèòèðóþùèõ òî÷å÷íûõ ìàññ (çâåçä).
Ïðè íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàåòñÿ âîçäåéñòâèå ñî ñòîðîíû îáëàêîâ ìåæçâåçäíîãî ãàçà, ¾òåìíî-

ãî âåùåñòâà¿, àíòèãðàâèòèðóþùåãî �îíà (¾òåìíîé ýíåðãèè¿) è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, íà

ïåðâûé âçãëÿä çâåçäíàÿ äèíàìèêà ñâîäèòñÿ ê íåáåñíîé ìåõàíèêå. Òàêîé ïîäõîä îïèñàí â ìî-

íîãðà�èè �. Êóðòà [1℄, è îí â èçâåñòíîé ñòåïåíè ðåàëèçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ

ýêñïåðèìåíòàõ [2℄. Âñëåäñòâèå íåèíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è N > 3 òåë (òåîðåìû Áðóíñà, Ïåí-

ëåâå, Ïóàíêàðå) íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêèé ïîäõîä âðÿä ëè ìîæåò áûòü íàçâàí êîíñòðóêòèâíûì.

Íî äàæå åñëè áû ìîæíî áûëî íàéòè îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è N òåë (ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè), ñàìî ïî ñåáå îíî íå ïîçâîëèëî áû ñóäèòü î âíóòðåííåì ñòðîåíèè, �îðìå,

êèíåìàòèêå çâåçäíûõ ñèñòåì.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîé íåáåñíîé ìåõàíèêè. Èçâåñòíà

òåîðåìà ßêîáè [3℄, ñîãëàñíî êîòîðîé ìîìåíò èíåðöèè ãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìû (îòíîñèòåëüíî

áàðèöåíòðà) äëÿ ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè |t| → ∞
(íåêîòîðûå ñâÿçàííûå ñ ýòèì òîíêîñòè îòìå÷åíû À. Óèíòíåðîì [4℄). Óòî÷íåíèÿ ýòîé òåîðåìû

äîêàçàë �.Ô. Õèëüìè [5℄.

Ìåíåå èçâåñòíû âàæíûå òåîðåìû Ý. Õîï�à [1℄, ñîâðåìåííûå �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëü-

ñòâà êîòîðûõ äàíû â [6℄. Ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìåëî áû ðàçðåøåíèå àëüòåðíàòèâû Õîï�à
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äëÿ ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé: íàéòè, êîãäà òàêèå ñèñòåìû áóäóò ðàñ-

ïàäàþùèìèñÿ, à êîãäà � ðåêóððåíòíûìè.

Ñóùåñòâåííûì äîñòèæåíèåì äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ �èíàëüíûõ äâèæåíèé Ïîëëàðäà�

Ñààðè [7�9℄. Äîêàçàííûå â ðàìêàõ ýòîé òåîðèè óòâåðæäåíèÿ î ñêó÷èâàíèè ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ñòðîãèå íåáåñíî-ìåõàíè÷åñêèå àíàëîãè òåîðèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â íüþ-

òîíèàíñêîé êîñìîëîãèè [10℄.

Íåñìîòðÿ íà âàæíîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé

òåîðèè çâåçäíûõ ñèñòåì. Ñòàíîâëåíèå çâåçäíîé äèíàìèêè îêàçàëîñü âîçìîæíûì òîëüêî ïîñëå

ïåðåíåñåíèÿ íà çâåçäíûå ñèñòåìû ïîíÿòèé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (êîíöåïöèÿ ¾çâåçäíîãî

ãàçà¿ Êåëüâèíà�Ïóàíêàðå [11℄) è ðàçäåëåíèÿ îáùåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íà äâå ÷àñòè �

ðåãóëÿðíóþ è èððåãóëÿðíóþ.

Åùå â 1913 ãîäó À.Ñ. Ýääèíãòîí [12℄ ïðåäëîæèë âûäåëÿòü â ñèëå, äåéñòâóþùåé íà çâåç-

äó, ñãëàæåííóþ ÷àñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ñèñòåìû êàê ñïëîøíîé ãðàâèòèðóþ-

ùåé ñðåäû, è �ëóêòóèðóþùóþ ÷àñòü, íàëè÷èå êîòîðîé îáÿçàíî äèñêðåòíîñòè çâåçäíûõ ñèñòåì.

Ê. Øâàðöøèëüä [13℄ íàçâàë èõ ñîîòâåòñòâåííî ðåãóëÿðíîé è èððåãóëÿðíîé ñèëàìè.

Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ýòè òåðìèíû ïåðâûì èñïîëüçîâàë Á.Ï. �åðàñèìîâè÷ [14℄,

à ïðàêòè÷åñêè îáùåïðèíÿòûìè îíè ñòàëè ïîñëå ïðîãðàììíîé ñòàòüè Ê.Ô. Îãîðîäíèêîâà [15℄.

Â ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèÿõ ðåãóëÿðíûå ñèëû ÷àñòî íàçûâàþò ñãëàæåííûìè (smoothed), ñðåä-

íèìè (mean) èëè îáúåìíûìè (bulk), à èððåãóëÿðíûå ñèëû � ñëó÷àéíûìè (random). Â òåîðèè

ïëàçìû â àíàëîãè÷íîì ñìûñëå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ìèêðîïîëå.

Íåñìîòðÿ íà èíòóèòèâíóþ ÿñíîñòü ýòèõ ïîíÿòèé, â âîïðîñå îá èõ òî÷íîì îïðåäåëåíèè îñòà-

åòñÿ ìíîãî íåÿñíîãî, à îòíîñèòåëüíî èõ ðîëè â äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè çâåçäíûõ ñèñòåì âûñêà-

çûâàëèñü äàæå ïðîòèâîïîëîæíûå ìíåíèÿ. Îòìåòèì ñòàòüè Ò.À. Àãåêÿíà [16℄, È.Ë. �åíêèíà [17℄

è �.Ý. Êàíäðóïà [18℄, à òàêæå çàìåòêè àâòîðà [19, 20℄.

� 1. Îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ è èððåãóëÿðíûõ ñèë

Ñîãëàñíî ñàìîìó ïðîñòîìó îïðåäåëåíèþ [21℄, èððåãóëÿðíàÿ ñèëà â äàííîé òî÷êå � ýòî ñóì-

ìàðíàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ îò íåñêîëüêèõ áëèæàéøèõ çâåçä (îò 5 äî 15). Òàêîå îïðåäåëåíèå

íàèáîëåå óäîáíî ïðè êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, íî, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëü-

íûì. Â. Çîíí è Ê. �óäíèöêèé [22℄ ïðåäëàãàëè ñãëàæèâàòü ¾ãðàâèòàöèîííîå ïîëå¿ (ïîòåíöèàë,

êàê ÿñíî èç èõ ðèñ. 59). Âîçìîæíîñòü êîððåêòíîãî ïðîâåäåíèÿ òàêîé ïðîöåäóðû âûçûâàëà

ñîìíåíèÿ [17℄, õîòÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà è ðàçðàáàòûâàëàñü [23, 24℄.

Íàèáîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíûì êàæåòñÿ ïåðâîíà÷àëüíîå îïðåäåëåíèå Ýääèíãòîíà [12℄, ñî-

ãëàñíî êîòîðîìó ðåãóëÿðíàÿ ñèëà � ýòî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ñïëîøíîé ãðàâèòèðóþùåé ñðåäû,

ïîëó÷àþùåéñÿ ¾ðàçìàçûâàíèåì¿ ïî ñèñòåìå.

Íî ñðàçó æå âñòàåò âîïðîñ î òîì, êàê ïðîèçâîäèòü ðàçìàçûâàíèå, òî åñòü êàê îïðåäåëÿòü

ïëîòíîñòü ̺(r) â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â äèñêðåòíîé ñèñòåìå, íà êîòîðûé äàâàëèñü ðàç-

ëè÷íûå îòâåòû.

Òðàäèöèîííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñ ýòîé öåëüþ òàêîé âåëè÷èíû, êàê ìàêðîñêîïè÷å-

ñêèé ýëåìåíò îáúåìà [25,26℄ (àíàëîãà �èçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëîãî îáúåìà ñîâðåìåííîé ìåõà-

íèêè ñïëîøíûõ ñðåä). Îäíàêî õîòÿ ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíûì, îíî ëîãè÷åñêè

ïðîòèâîðå÷èâî [15℄, ê òîìó æå îíî òðåáóåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïëîòíîñòè çâåçä. Ìîäè�èêàöèåé

òàêîãî ¾íàèâíîãî¿ ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè ê íóëåâîìó ðàññòîÿíèþ [27℄.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî ââåñòè è äðóãèå âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå çâåçäíóþ ñèñòå-

ìó êàê ñïëîøíóþ ñðåäó (ñêîðîñòü öåíòðîèäà, òåíçîð äèñïåðñèé îñòàòî÷íûõ ñêîðîñòåé) [28℄.

È.Ë. �åíêèí [17℄ ïðåäëàãàë ðàâíîìåðíî ðàçìàçûâàòü ìàññû çâåçä âíóòðè ÿ÷åéêè Äèðèõëå�

Âîðîíîãî (îáëàñòè áëèæàéøåãî ñîñåäà), à çàòåì óñðåäíèòü ïîëó÷àþùóþñÿ ïëîòíîñòü (ñòóïåí-

÷àòóþ �óíêöèþ) çà èíòåðâàë âðåìåíè ïîðÿäêà ñðåäíåãî âðåìåíè ïðîëåòà îò çâåçäû ê çâåçäå.

Ïðèíöèïèàëüíî èíîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ ââåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé [29℄. Ïóñòü

N ãðàâèòèðóþùèõ òî÷å÷íûõ ìàññ, ñîñòàâëÿþùèõ çâåçäíóþ ñèñòåìó, ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàí-

ñòâå â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì âåðîÿòíîñòíûì çàêîíîì p(r), òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü
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â îáëàñòè D õîòÿ áû îäíó çâåçäó

P (D) =

∫

D
p(r) d3r.

Òîãäà ïëîòíîñòü ÷èñëà çâåçä n(r) = Np(r).
Âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä ïðèâîäèò åùå ê îäíîìó îïðåäåëåíèþ ðåãóëÿðíûõ ñèë [18,30℄. Ñèëà F,

äåéñòâóþùàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íà ïðîáíóþ çâåçäó, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,

ðàñïðåäåëåííîé â äàííîé òî÷êå ñèñòåìû ïî íåêîòîðîìó çàêîíó W(F, r). Òîãäà ðåãóëÿðíàÿ (èëè
ñðåäíÿÿ) ñèëà â äàííîé òî÷êå

Freg(r) =

∫

FW(F, r) d3F, (1.1)

à èððåãóëÿðíàÿ ñèëà � ýòî ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíîé è ðåãóëÿðíîé ñèëîé. Èç ðåçóëüòàòîâ

Äæ.Ë. Êàììà [31℄ ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ïðåäûäóùèì. Ïðèìåíèâ ê íåêîòî-

ðûì îäíîìåðíûì ìîäåëÿì òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ Ñ. ×àíäðàñåêàðîì è È. �îí Íåéìàíîì [32℄,

�. Êàíäðóï [18℄ âû÷èñëèë ñðåäíþþ ñèëó (1.1), à çàòåì èññëåäîâàë �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

�ëóêòóèðóþùåé ñèëû F = F − Freg. Îí çàêëþ÷èë, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �ëóêòóèðó-

þùåé ñèëû ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ðàçäåëåíèå ñèëû íà ñëó÷àéíóþ è ñðåäíþþ íîñèò îáúåêòèâíûé

õàðàêòåð: çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé ñèëû íå çàâèñèò îò ñðåäíåé ñèëû.

� 2. Âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ

Êàê èçâåñòíî (íàïðèìåð, [33℄), õàðàêòåðíûì âðåìåíåì äåéñòâèÿ ðåãóëÿðíûõ ñèë ÿâëÿåòñÿ

òàê íàçûâàåìîå âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ:

τc = (R3
/

GM)1/2, (2.1)

ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, M � ìàññà ñèñòåìû, R � åå õàðàêòåðíûé ðàçìåð. Ýòî

âûðàæåíèå ñëåäóåò èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòåé [34℄. Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå âû-

ðàæåíèå

τ ′c =
1

(G̺)1/2
, (2.2)

ãäå ̺ � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü. Åñëè ̺ = M
/

(43πR
3) ≈ M

/

(4R3), òî τ ′c = 2τc. Îïðåäåëåíèå (2.2)

èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî ðàçìåð R, âõîäÿùèé â (2.1), � âåñüìà íåîïðåäåëåííîå ïîíÿòèå. Â

çâåçäíîé äèíàìèêå ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ ìîäåëÿìè áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè (à èíîãäà è ìîäå-

ëÿìè áåñêîíå÷íîé ïîëíîé ìàññû). Ìåæäó òåì ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ̺ (õîòÿ áû â îñíîâíîé, èí-

òåðåñóþùåé íàñ ÷àñòè ñèñòåìû) � ýòî áîëåå ¾îñÿçàåìàÿ¿ âåëè÷èíà. Çàìåíÿÿ â (2.2) ñðåäíþþ

ïëîòíîñòü íà ëîêàëüíóþ, ìîæíî îïðåäåëèòü ëîêàëüíîå âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê èìååò ñìûñë

ïîñòóïàòü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñâîéñòâà ñèñòåìû â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ.

Òîãäà ìû ñìîæåì, íàïðèìåð, ñðàâíèòü ñêîðîñòü äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè öåíòðà è îêðàèíû

ñèñòåìû.

Êàêîâ ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ? Êàê èçâåñòíî, îíî õàðàêòåðèçóåò ïåðèîäû

îðáèòàëüíîãî îáðàùåíèÿ òèïè÷íîé çâåçäû â ðåãóëÿðíîì ïîëå [33℄. Òàê, ïóñòü ïðîáíàÿ çâåçäà

äâèæåòñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò öåíòðà ïî êðóãîâîé îðáèòå ïîä äåéñòâèåì òî÷å÷íîé ìàññû M.

Òîãäà ïåðèîä îáðàùåíèÿ çâåçäû P = 2πτc. Òåïåðü ïóñòü çâåçäà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé

îðáèòå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð, âíóòðè îäíîðîäíîãî øàðà ðàäèóñà R è ìàññûM. Òîãäà ïåðèîä

îðáèòàëüíûõ êîëåáàíèé

P ′ = 2πτc = π

√

3

π
τ ′c.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðàâäûâàåò òåðìèí ¾âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ¿.

Áîëåå ñóùåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåò êîëëåêòèâíûå ïðîöåñ-

ñû â ñèñòåìå. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî, ñëåäóÿ ïèîíåðñêîé ðàáîòå Ñ. ×àíäðàñåêàðà è Ä. Ýëü-

áåðò [35℄ (ñì. òàêæå [36℄). �àññìîòðèì ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó. Çàïèøåì óðàâíåíèå

Ëàãðàíæà�ßêîáè ñ ó÷åòîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

1

2

d2I

dt2
= 2E −W. (2.3)
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Çäåñü I � (áàðèöåíòðè÷åñêèé) ìîìåíò èíåðöèè, E � ïîëíàÿ, W � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Èç

ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî I = MR2
i , W = −GM2/Rg, Ri � ðàäèóñ èíåð-

öèè, Rg � ðàçìåð, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü êîíöåíòðàöèè ñèñòåìû ê ÿäðó (äëÿ îäíîðîäíîãî

øàðà ðàäèóñà a, êàê èçâåñòíî, Rg = (5/3)a, â ñëó÷àå æå òî÷å÷íîé ìàññû Rg ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-

íå÷íîñòè). Òîãäà W = −GM5/2λI−1/2
, ãäå λ = Ri/Rg, è óðàâíåíèå (2.3) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä:

d2I

dt2
= 4E +GM5/2λI−1/2. (2.4)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ = const (òàê áóäåò, åñëè ñèñòåìà, íàïðèìåð, âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ îäíî-

ðîäíûì øàðîì ïåðåìåííîãî ðàäèóñà). Ïî ïðåäëîæåíèþ Â.À. Àíòîíîâà àâòîð [37℄ íàçâàë ýòî

óñëîâèå ïðåäïîëîæåíèåì êâàçèãîìîëîãè÷íîñòè. Òîãäà ìû íå ñìîæåì èññëåäîâàòü, íàïðèìåð,

ýâîëþöèþ ñ îáðàçîâàíèåì ñòðóêòóðû ¾ãàëî�ÿäðî¿, íî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå äîïóñòèìî ïðè

èññëåäîâàíèè ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ðàâíîâåñèÿ. Òî÷íóþ ìîäåëü íåëèíåéíî êîëåáëþùåãîñÿ îä-

íîðîäíîãî çâåçäíîãî øàðà ïåðâûìè ïîñòðîèëè Â.À. Àíòîíîâ è Ñ.Í. Íóðèòäèíîâ [38℄.

Óðàâíåíèå (2.4) � ýòî óðàâíåíèå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ êîîðäèíà-

òîé I. Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ýíåðãèè (ïðè λ = const), ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê êâàäðàòóðàì. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì

I = I0 =
λ2G2M5

4(−E)2 ,

÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òåîðåìû âèðèàëà. Ïîëîæèì I = I0+δI, |δI| ≪ I0. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèÿ (2.4) ïîëó÷èì

(δI )̈ = −λ
GM5/2

I
3/2
0

δI.

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé

ωI =
(

8λGM
/

R3
i

)1/2
,

à òîãäà ïåðèîä

PI =
π√
2λ

(

R3
i

GM

)1/2

,

òî åñòü èìååò ïîðÿäîê âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè ïàðàìåòð λ ïîðÿäêà åäèíèöû, à R â (2.1) �

ýòî Ri. Ïðèáëèæåííî îöåíèòü ý��åêò îòêëîíåíèÿ îò êâàçèãîìîëîãè÷íîñòè (êîãäà λ = λ(t))
ìîæíî, çàïèñàâ äëÿ óðàâíåíèÿ (2.4) ñîîòâåòñòâóþùèé àäèàáàòè÷åñêèé èíâàðèàíò. Êëàññû ìî-

äåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ â çâåçäíûõ ñèñòåìàõ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ = const,
îïèñàíû àâòîðîì [39℄.

� 3. Êâàçèýíòðîïèÿ

Òðàäèöèîííî ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðåãóëÿðíûå ñèëû îïðåäåëÿþò äåòåðìèíèðîâàííóþ ýâîëþöèþ

çâåçäíûõ ñèñòåì, íàïðèìåð ñæàòèå [40, 41℄. Âûøå ìû óïîìèíàëè îá îñöèëëÿöèîííûõ ìîäå-

ëÿõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ãðàâèòèðóþùèì ñèñòåìàì ïðèñóùà ¾ñêëîííîñòü¿ ê êîëåáàíèÿì (íàïðè-

ìåð, [42℄), î ÷åì äîãàäûâàëñÿ åùå ßêîáè [3℄. Äâèæåíèå çâåçäû â ðåãóëÿðíîì ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿ-

þùåìñÿ ïîëå ìîæíî óïîäîáèòü êîëåáàíèÿì ìàÿòíèêà, èñïûòûâàþùåãî ïåðèîäè÷åñêèå âíåøíèå

òîë÷êè. Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå êîëåáàíèÿ ìîãóò ñòàòü íåïðåäñêàçóåìûìè (òàê íàçûâàåìîå îòîáðà-

æåíèå ×èðèêîâà�Òåéëîðà, ñì. [43℄). Èìåÿ â âèäó, â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð, ìû

íå ìîæåì ñîãëàñèòüñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì óòâåðæäåíèåì â [44℄. �åàëüíûå ãàëàêòèêè ïîñòîÿí-

íî èñïûòûâàþò âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è âîçáóæäàþò êîëåáàíèÿ

ðåãóëÿðíîãî ïîëÿ. Ñëîæíûå íåëèíåéíûå ïðîöåññû (íàïðèìåð, âçàèìîäåéñòâèå ìîä) ïðèâîäÿò

ê òîìó, ÷òî îðáèòû çâåçä ñòàíîâÿòñÿ õàîòè÷åñêèìè è â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ñòîõàñòèçàöèÿ [45℄.
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Ïî-âèäèìîìó, Ä. Ëèíäåí-Áåëë [46℄ îäíèì èç ïåðâûõ ÿñíî ïîíÿë, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ðåãóëÿð-

íûõ ñèë çâåçäíûå ñèñòåìû ìîãóò èñïûòûâàòü ñòàòèñòè÷åñêè íåîáðàòèìóþ ýâîëþöèþ, êîòîðóþ

íàçâàë áóðíîé ðåëàêñàöèåé, è ðàçðàáîòàë ñòàòèñòè÷åñêóþ ìåõàíèêó òàêîãî ïðîöåññà. Â äàëü-

íåéøåì òåîðèþ ðàçâèâàëè äðóãèå àâòîðû (íàïðèìåð, [47�49℄), íî ñàìè åå îñíîâû äî íàñòîÿùåãî

âðåìåíè âûçûâàþò íåêîòîðûå ñîìíåíèÿ [50℄. Íåÿñåí è îñíîâíîé �èçè÷åñêèé ìåõàíèçì ñòîõà-

ñòèçàöèè.

Â ñóùíîñòè, â òåîðèè áóðíîé ðåëàêñàöèè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ìàêñèìóìà �óíêöèî-

íàëà

S = −
∫∫

f̃ ln f̃ d3rd3v, (3.1)

ãäå f̃(r,v) � òàê íàçûâàåìàÿ êðóïíîçåðíèñòàÿ �àçîâàÿ ïëîòíîñòü, ïîëó÷àþùàÿñÿ óñðåäíåíèåì

îáû÷íîé (òîíêîçåðíèñòîé) �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìàêðîñêîïè÷åñêèì ÿ÷åéêàì �àçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ïîäîáíûé àíàëîã áîëüöìàíîâñêîé ýíòðîïèè (H-�óíêöèè, âçÿòîé ñ îáðàòíûì

çíàêîì) äëÿ íåñæèìåìûõ �àçîâûõ ïîòîêîâ ââåëè â êëàññè÷åñêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìåõàíèêó

À. Ïóàíêàðå, à çàòåì Ï. è Ò. Ýðåí�åñòû (ñì. [51℄). Äëÿ çâåçäíûõ ñèñòåì îíà ïåðâîíà÷àëüíî

îáñóæäàëàñü â [52, 53℄.

Óòâåðæäåíèå î âîçðàñòàíèè áîëüöìàíîâñêîé ýíòðîïèè (H-òåîðåìà Áîëüöìàíà) ñëåäóåò, êàê

èçâåñòíî, èç ãàçîêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �óíäàìåíòàëü-

íûé çàêîí ïðèðîäû [54, 55℄. Äîêàçàíî, ÷òî ýòî åäèíñòâåííûé �óíêöèîíàë, ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàþùèé â ñèëó óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [56℄. Åñëè æå èððåãóëÿðíûìè ñèëàìè (ñòîëêíîâåíèÿìè

ìîëåêóë â èäåàëüíîì ãàçå) ïðåíåáðåãàòü (âîîáùå, åñëè ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëèóâèëëÿ), òî òîí-

êîçåðíèñòàÿ �àçîâàÿ ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà âäîëü �àçîâîé òðàåêòîðèè; â ýòîì è ñîñòîèò òåîðå-

ìà Äæèíñà äëÿ çâåçäíûõ ñèñòåì [33℄, òîãäà áîëüöìàíîâñêàÿ ýíòðîïèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé

êîíñòàíòîé, ïîýòîìó ââåäåíèå åå àíàëîãà ñîãëàñíî (3.1) êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì.

�. Òîëìàí [57℄ äîêàçàë ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ âîçðàñòàíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà. Îäíàêî

çàðàíåå íå âèäíî, ÷òî �óíêöèîíàë (3.1) èìååò êàêèå-ëèáî ïðåèìóùåñòâà (�èçè÷åñêèå èëè �îð-

ìàëüíûå) ïåðåä äðóãèìè �óíêöèîíàëàìè. È. �îí Íåéìàí [58℄ âñêîëüçü ïðåäëîæèë ðàññìàòðè-

âàòü â �óíêöèîíàëå (3.1) âìåñòî ln f̃ ïðîèçâîëüíóþ âûïóêëóþ �óíêöèþ C(f̃). �óêîâîäñòâóÿñü,
âåðîÿòíî, ýòèì çàìå÷àíèåì, À.ß. Õèí÷èí [59℄ èññëåäîâàë �óíêöèîíàë

K = −
∫∫

C(f̃)f̃ d3rd3v (3.2)

è äîêàçàë ¾ýâîëþöèîííóþ òåîðåìó¿ î âîçðàñòàíèè �óíêöèîíàëà (3.2) ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëü-

íûì çíà÷åíèåì. Ïîÿâèëñÿ è ðÿä äðóãèõ èññëåäîâàíèé ýòîãî �óíêöèîíàëà [60℄.

Åñëè ïîñòóëèðîâàòü, ÷òî ýâîëþöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, òî

ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå �óíêöèîíàëà (3.2) ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü [60�62℄. Î÷åâèäíî, îäíàêî,

÷òî äàëåêî íå âñÿêàÿ ýâîëþöèÿ çâåçäíîé ñèñòåìû â ïîëå ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì ðåãóëÿðíûõ

ñèë ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Âîïðîñ î ïðèðîäå íåîáðàòèìîñòè (¾ìî-

ëåêóëÿðíîãî õàîñà¿, ïîíèìàåìîãî â ðàñøèðåííîì ñìûñëå) îáñóæäàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, Â.À. Àí-

òîíîâûì [63℄.

Íåçàâèñèìî îò óïîìÿíóòûõ ðàáîò Â.À. Àíòîíîâ [64℄ ðàññìîòðåë â ñâîåé äèññåðòàöèè �óíê-

öèîíàë (3.2) è íàçâàë åãî êâàçèýíòðîïèåé. Áóäåì äàëåå ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì. Íåêî-

òîðûå ñâîéñòâà êâàçèýíòðîïèè óêàçàíû â [65, 66℄. Ïîçäíåå ýòîò �óíêöèîíàë ââåëè â çâåçäíóþ

äèíàìèêó â ñòàòüå [67℄. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 òîíêîçåðíèñòîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñîâïàäàåò ñ êðóïíîçåðíèñòûì, è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî âûïóêëîñòè �óíêöèè C(f̃), àâòîðû
ýòîé ðàáîòû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî t1 > t0

K(t1) > K(t0)

(÷òî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïåðâûì óñòàíîâèë åùå À.ß. Õèí÷èí [59℄). Íî ìîíîòîííîñòü âîç-

ðàñòàíèÿ êâàçèýíòðîïèè îòñþäà íå ñëåäóåò, íà ÷òî ñðàçó æå îáðàòèëè âíèìàíèå ðÿä àâòî-

ðîâ [68�70℄. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t2 ∈ (t0, t1) èìååì K(t2) > K(t0), òî ýòî íå

îçíà÷àåò, ÷òî K(t1) > K(t2). Ñ. Øðèäõàð [69℄ äàæå ïðèâåë ïðèìåð óáûâàþùåé êâàçèýíòðîïèè.
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Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êâàçèýíòðîïèè íå óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñëåäóÿ

íåîïóáëèêîâàííûì ëåêöèÿì Â.À. Àíòîíîâà (1975), ðàññìîòðèì ïåðâóþ è âòîðóþ âàðèàöèè

êâàçèýíòðîïèè. Áóäåì èñêàòü ìàêñèìóì �óíêöèîíaëà (3.2) ïðè óñëîâèÿõ ñîõðàíåíèÿ ìàññû

M =

∫∫

f̃ d3r d3v,

ýíåðãèè

E =

∫∫

v2f̃ d3r d3v − 1

2
G

∫∫∫∫

f̃ f̃ ′

|r− r′| d
3r d3v d3r′ d3v′

è ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû

L =

∫∫

(r× v)f̃ d3r d3v.

Ââîäÿ íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè k1, k2, k3, èùåì ïåðâóþ âàðèàöèþ �óíêöèè Ëàãðàíæà

L = K + k1M+ k2E + k3L (3.3)

è ïðèðàâíÿåì åå íóëþ. Ïîëó÷èì, ÷òî

C ′(f̃) = −k1 − k2E − k3l, (3.4)

ãäå E � (óäåëüíàÿ) ýíåðãèÿ ïðîáíîé çâåçäû, à l � ee (óäåëüíûé) ìîìåíò èìïóëüñà. Âûáåðåì

ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî k3 íàïðàâëåíî ïî îñè z, îñè âðàùåíèÿ. Òîãäà

1

2
k2(u

2 + v2 + w2)− k3(xv − yu) =
1

2
k2

[

(

u− k3
k2

y

)2

+

(

v +
k3
k2

x

)2
]

− k23
2k2

(x2 + y2),

ãäå u, v, w � ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè x, y, z. Ââîäÿ â ïëîñêîñòè x, y ñèñòåìó êîîð-

äèíàò, âðàùàþùóþñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = k3
/

k2, ïåðåïèøåì (3.4):

C ′(f̃) = −k1 − k2(E − ωl). (3.5)

Èç (3.5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåâðàùàþùèõñÿ ñèñòåì (ω = 0) ìàêñèìóì êâàçèýíòðîïèè âîçìîæåí

òîëüêî ïðè èçîòðîïíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêîðîñòåé.

Ïåðåîïðåäåëÿÿ êâàçèýíòðîïèþ, áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî k1 = 0, k2 = −1. Òîãäà
èìååì èç (3.5)

C ′′(f̃) =
d

df̃
(E − ωl).

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω = 0, è îáîçíà÷èì f̃(r,v) = F (E), òàê ÷òî

C ′′(f̃) =
1

F ′(E)
. (3.6)

Ïëîòíîñòü

̺ =

∫

F

(

1

2
v2 − Φ

)

d3v

(Φ � ðåãóëÿðíûé ïîòåíöèàë) è

d̺

dΦ
= −

∫

dF

dE
d3v.

Cîãëàñíî èçâåñòíîìó íåðàâåíñòây Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî,

(
∫

δf̃ d3v

)2

6

∫

(δf̃)2

|dF
/

dE| d
3v ·

∫
∣

∣

∣

∣

dF

dE

∣

∣

∣

∣

d3v.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî dF
/

dE < 0, êàê ýòî èìååò ìåñòî â èçâåñòíûõ �èçè÷åñêè ïðàâäîïîäîáíûõ

ìîäåëÿõ. Òîãäà

∫

(δf̃ )2

−F ′(E)
d3v >

(

∫

δf̃ d3v
)2

d̺
/

dΦ
=

(δ̺)2

d̺
/

dΦ
. (3.7)
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Òåïåðü èùåì âòîðóþ âàðèàöèþ �óíêöèè Ëàãðàíæà (3.3):

δ2L =
1

2

∫∫

C ′′(f̃)(δf̃ )2 d3r d3v +
1

2
G

∫∫∫∫

δf̃ δf̃ ′

|r− r′| d
3r d3v d3r′ d3v′.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (3.6) è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (3.7), ïîëó÷àåì

δ2L >
1

2

[

−
∫

(δ̺)2

d̺
/

dΦ
d3r+G

∫∫

δ̺ δ̺′

|r− r′| d
3r d3r′

]

. (3.8)

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèé ïëîòíîñòè δ̺ âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2L îò-

ðèöàòåëüíà, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî êâàçèýíòðîïèÿ äåéñòâèòåëüíî äîñòèãëà ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åíèÿ. Íàïðîòèâ, åñëè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.8) ìû óñòàíîâèì, ÷òî δ2L > 0 õîòÿ áû äëÿ

íåêîòîðîãî δ̺, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå ñîñòîÿíèå íå ÿâëÿåòñÿ íàèâåðîÿòíåéøèì.

Ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûé ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ äàííûõ ñîîòíîøåíèé äàë Â.À. Àíòî-

íîâ [71℄. Îí ðàññìîòðåë ïîëèòðîïíûé øàð ñî ñ�åðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé (ìîäåëü

Ýääèíãòîíà), êîãäà �àçîâàÿ ïëîòíîñòü

f(r,v) = F (E) ∝ (E0 − E)n−3/2, E0 = const, n ∈ (3/2, 3),

n � èíäåêñ ïîëèòðîïû. Â êà÷åñòâå êâàçèýíòðîïèè áðàëñÿ �óíêöèîíàë

∫

f (2n−1)/(2n−3) d3r d3v.

Áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî ýâîëþöèÿ âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèòðîï íåâîçìîæíà áåç ïîñòóï-

ëåíèÿ â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè.

Óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ êâàçèýíòðîïèè (íî áåç ÿâíîãî ó÷åòà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ) âûâåë

Í. Ñîêåð [70℄. Èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå äëÿ δL. Íî äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøàòü ýòî

óðàâíåíèå, íàäî çíàòü, êàê ìåíÿåòñÿ êðóïíîçåðíèñòàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (íå óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ îáû÷íîìó áåññòîëêíîâèòåëüíîìó êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ). Ï.-À. Øàâàíèñ ñ ñîàâ-

òîðàìè [72℄ ñ ýòîé öåëüþ ïåðåíåñëè íà ãðàâèòèðóþùèå ñèñòåìû ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðîèç-

âîäñòâà ýíòðîïèè, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñèñòåìà â õîäå ýâîëþöèè ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ñêîðîñòü

âîçðàñòàíèÿ ñâîåé ýíòðîïèè, íàñêîëüêî ýòî ñîâìåñòèìî ñ îãðàíè÷åíèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè

äèíàìèêîé.

Äëÿ êâàçèýíòðîïèè (3.2) îòñþäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ δ2L = 0, êîòîðîå, ïî-âèäèìîìó,
íèêåì íå èññëåäîâàëîñü. Ñàì Øàâàíèñ ðàññìîòðåë �óíêöèîíàë (3.1) [73℄. Ïîñòóëèðóÿ, ÷òî

êðóïíîçåðíèñòîå ðàñïðåäåëåíèå ìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ãèïîòåçà îáîáùåííîãî ¾ìîëåêó-

ëÿðíîãî õàîñà¿, [63℄), îí ïîëó÷èë è èññëåäîâàë óðàâíåíèå òèïà äè��óçèîííîãî, êîòîðîå ìîæåò

îïèñûâàòü áóðíóþ ðåëàêñàöèþ. Í. Ñîêåð [70℄ âñëåä çà àâòîðàìè ðàáîòû [67℄ ïîêàçàë, ÷òî â

íà÷àëüíûé ìîìåíò êâàçèýíòðîïèÿ âîçðàñòàåò (íåçàâèñèìî îò çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö),

à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè íàøåë, ÷òî äëÿ âîçðàñòàíèÿ êâàçèýíòðîïèè íåîáõîäèìî,

÷òîáû áîëåå ïëîòíûå îáëàñòè â ñðåäíåì ñæèìàëèñü, à áîëåå ðàçðåæåííûå � ðàñøèðÿëèñü.

� 4. Ôàçîâîå ðàçìåøèâàíèå

Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ðåãóëÿðíûõ ñèë ñèñòåìà ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå, êàê

ãîâîðÿò, äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [74℄. Òàêîé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò çà íåñêîëüêî âðåìåí ïåðå-

ñå÷åíèÿ è íàçûâàåòñÿ ðàçìåøèâàíèåì [74, 75℄.

Â òî æå âðåìÿ ïîíÿòèå ðàçìåøèâàíèÿ áûëî ââåäåíî Ý. Õîï�îì â ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè (íà-

ïðèìåð, [6,76,77℄) äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ðàâíîâåñèþ,

íà ïîëóêà÷åñòâåííîì óðîâíå îáñóæäàâøåìóñÿ Äæ. �èááñîì [78℄. Êîíêðåòíåå: ïîä ðàçìåøèâà-

íèåì ïîíèìàåòñÿ ðàñïëûâàíèå âûäåëåííîé ÷àñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïî äîïóñòèìîé äëÿ

äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíîé îáëàñòè (îáû÷íî èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè). Ïî Í.Ñ. Êðûëî-

âó [79℄, ðàçìåøèâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà N âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ òî÷å÷íûõ ìàññ äîñòèãëà ñîñòîÿíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ñì. òàêæå [80℄).
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Ïîñêîëüêó â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ ýâîëþöèÿ ïîä äåéñòâèåì ðåãóëÿðíûõ ñèë ìîæåò ñî-

ïðîâîæäàòüñÿ ñòîõàñòèçàöèåé, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ðàçìåøèâàíèåì èìåííî òàêîãî ðîäà ýâî-

ëþöèþ. Íî â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò ïîä îáùèì íàçâàíèåì ðàçìåøèâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ, â ñóù-

íîñòè, âåñüìà ðàçëè÷íûå ïðîöåññû. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî äàòü êëàññè�èêàöèþ âèäîâ ðàç-

ìåøèâàíèÿ [81℄. Òàêóþ êëàññè�èêàöèþ ïðåäëîæèëè Â.À. Àíòîíîâ è äð. [65, 66, 82℄. Îñíîâîé

êëàññè�èêàöèè ñëóæèò ñòåïåíü íåñòàöèîíàðíîñòè ñèñòåìû.

�àçìåøèâàíèå â óñëîâèÿõ ñèëüíîé íåñòàöèîíàðíîñòè ïðåäëàãàëîñü íàçâàòü ïðèíóäèòåëü-

íûì (
ompulsive). Îáñóæäàâøàÿñÿ âûøå áóðíàÿ ðåëàêñàöèÿ ÿâëÿåòñÿ åå íàèáîëåå âàæíûì

÷àñòíûì ñëó÷àåì. Ïî-âèäèìîìó, ðîëü ýòîãî ðàçìåøèâàíèÿ òåì áîëüøå, ÷åì ñèëüíåå íà÷àëüíàÿ

íåñòàöèîíàðíîñòü. Ïðè ïðèíóäèòåëüíîì ðàçìåøèâàíèè êàæäûé âûäåëåííûé ýëåìåíò �àçîâî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàññìîòðåòü

äå�îðìàöèþ òàêîãî ýëåìåíòà êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ðÿäà ñëó÷àéíûõ òîë÷êîâ. Â ïðîñòåé-

øèõ ñëó÷àÿõ òàêóþ äå�îðìàöèþ ìîæíî îïèñàòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå ñëó÷àéíûõ ìàò-

ðèö [83�85℄.

�àçìåøèâàíèå ïðè ñëàáîé íåñòàöèîíàðíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò âîçìóùåíèé

â äâèæåíèÿõ îòäåëüíûõ çâåçä èëè öåëûõ �àçîâûõ ýëåìåíòîâ, âûçâàííûõ, íàïðèìåð, âîëíàìè

ïëîòíîñòè [86℄. Îò îáû÷íûõ èððåãóëÿðíûõ ñèë òàêîå ÿâëåíèå îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé ñîãëàñî-

âàííîñòüþ â äâèæåíèÿõ îòäåëüíûõ çâåçä. Òàêîé ïðîöåññ áûë íàçâàí êâàçèäè��óçèåé. ×àùå

âñåãî êâàçèäè��óçèÿ èññëåäóåòñÿ êàê äåéñòâèå èððåãóëÿðíûõ ñèë (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ óðàâ-

íåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà), íî ïðè ýòîì ëåãêî òåðÿåòñÿ îòìå÷åííàÿ âûøå ñïåöè�èêà ïðîöåññà.

Ñ.Í. Íóðèòäèíîâ [83, 87℄ ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðèíóäèòåëüíîãî ðàçìåøèâàíèÿ ïðè

êâàçèäè��óçèè àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ âîçðàñòàåò íå ýêñïîíåíöèàëüíî, à ïî ñòåïåííîìó çàêî-

íó. Ê êâàçèäè��óçèè ñëåäóåò îòíåñòè è ïðîöåññû òàê íàçûâàåìîé êîëëåêòèâíîé ðåëàêñàöèè,

âïåðâûå èññëåäîâàâøèåñÿ Ë.Ñ. Ìàðî÷íèêîì [88, 89℄, à òàêæå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëåíèÿ, îáñóæ-

äàâøèåñÿ Ñ. Òðèìåéíîì è Äæ. Îñòðàéêåðîì [90℄.

�àçìåøèâàíèå âîçìîæíî è ïðè ñòàöèîíàðíîì ïîòåíöèàëå. Îðáèòû çâåçä â ñòàöèîíàðíîì

ðåãóëÿðíîì ïîëå ìîãóò íå áûòü óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèìè, íàâèâàþùèìèñÿ â øåñòèìåðíîì

�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà òàê íàçûâàåìûå èíâàðèàíòíûå òîðû, íî ïî òåîðèè Êîëìîãîðîâà�

Àðíîëüäà�Ìîçåðà òàêèå òîðû ñóùåñòâóþò. Ìåæäó íèìè íàõîäÿòñÿ îáëàñòè, â êîòîðûõ äâèæå-

íèÿ çâåçä ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè. Ñ óäàëåíèåì îò óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò òàêèå

îáëàñòè óâåëè÷èâàþòñÿ â ðàçìåðàõ, è â êîíöå êîíöîâ îíè îáðàçóþò ¾ýðãîäè÷åñêîå ìîðå¿. Ñ÷èòà-

þò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè. Ñòðîãî ãîâîðÿ, èç ýðãîäè÷íîñòè åùå

íå ñëåäóåò ðàçìåøèâàíèå â ñìûñëå ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè [6℄, à ïîñëåäíåå åùå íå îçíà÷àåò ðàñ-

õîäèìîñòè áëèçêèõ òðàåêòîðèé, íî îáû÷íî ýòèì ðàçëè÷èåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. �àçìåøèâàíèå,

ïðîèñõîäÿùåå â ýðãîäè÷åñêèõ îáëàñòÿõ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íåèíòåãðèðóåìûõ ïîòåíöèàëîâ,

íàçûâàþò äèâåðãåíòíûì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èññëåäîâàíèå äèâåðãåíòíîãî ðàçìåøèâàíèÿ â ðåàëèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

çâåçäíûõ ñèñòåì âîçìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îäíó èç ïåðâûõ

òàêèõ ðàáîò âûïîëíèë Ä. Ï�åííèãåð [91℄. Îí íàøåë, ÷òî äèâåðãåíòíîå ðàçìåøèâàíèå óñêîðÿåò

äåéñòâèå èððåãóëÿðíûõ ñèë ïðèìåðíî â 1000 ðàç. Â ýòîé ðàáîòå è ïðîäîëæàþùåé åå ñòàòüå [92℄

äëÿ âûÿâëåíèÿ õàîòè÷åñêèõ îðáèò âïåðâûå â çâåçäíîé äèíàìèêå îïðåäåëÿëèñü ïîêàçàòåëè Ëÿ-

ïóíîâà. Ïóñòü x = (xi), i = 1, n� âåêòîð �àçîâûõ êîîðäèíàò â n-ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå,

x = X(x0, t0, t) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, X(x0, t0, t0) = x0. �àññìîòðèì �àçîâóþ

òðàåêòîðèþ ñ íåìíîãî äðóãèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

x+∆x(x0, t0, t) = X(x0 +∆x0, t0, t).

Îáîçíà÷èì D(x0, t0, t) = ‖∆x‖, D0 = D(x0, t0, t0). Ïóñòü

λ(x0) = lim
t→t0

lim
D0→0

(t− t0)
−1 · ln D(x0, t0, t)

D0
. (4.1)

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè îðáèòû îãðàíè÷åíû, òî ïðåäåë (4.1) ñóùåñòâóåò [93℄. Êðîìå òîãî,

äîêàçàíî, ÷òî â n-ìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, â êîòî-

ðîì ïðåäåë (4.1) ðàâåí íåêîòîðîìó ÷èñëó λ1; n − 1-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, â êîòîðîì îí ðàâåí
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λ2 6 λ1, è òàê äàëåå äî λn [93℄. ×èñëà λ1, . . .λn íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ïåðâîãî

ïîðÿäêà. Íàèáîëüøèé èç íèõ, λ1, õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé.

Äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êàê èçâåñòíî, åñëè λ � ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà, òî ïîêàçàòåëåì Ëÿ-

ïóíîâà ÿâëÿåòñÿ è (−λ). Äëÿ ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí èëè

ðàâåí íóëþ, à â õàîòè÷åñêîì ðåæèìå îí ïîëîæèòåëåí. Äëÿ êàæäîãî èçîëèðóþùåãî èíòåãðà-

ëà äâèæåíèÿ (íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè �àìèëüòîíà â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ïîòåíöèàëà) ïàðà

ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó �àçîâûå òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ðåãó-

ëÿðíîé îðáèòû, äëÿ êîòîðîé ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà íóëåâûå, ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ òîëüêî ëèíåéíî

(â êðàéíåì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî). Åñëè æå ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ïîëîæèòåëåí, íàäî çàêëþ-

÷èòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ¾íåïðàâèëüíîé¿, òî åñòü õàîòè÷åñêîé.

Ïîñëå ðàáîòû Ñ. Óäðè è Ä. Ï�åííèãåðà [92℄ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà âû÷èñëÿëèñü â áîëüøîì

÷èñëå ðàáîò. Âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ äèâåðãåíòíîå ðàçìåøèâàíèå,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì. Íàïðîòèâ, îíî ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì â äèíàìèêå

òðåõîñíûõ ìîäåëåé ãàëàêòèê. Äæ. Áèííè è Ñ. Ëýéñè [94℄ ðàññìàòðèâàëè äèâåðãåíòíîå ðàçìå-

øèâàíèå êàê ñâîåãî ðîäà äè��óçèîííûé ïðîöåññ.

Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ �.Ý. Êàíäðóïà ñ ñî-

àâòîðàìè (íàïðèìåð, [95�97℄) äëÿ ðàçëè÷íûõ òðåõîñíûõ ìîäåëåé. Â ñòàòüå [95℄ áûë ïîäòâåð-

æäåí âûâîä Ä. Ï�åííèãåðà [91℄ î òîì, ÷òî êâàçèäè��óçèÿ óñêîðÿåò äåéñòâèå èððåãóëÿðíûõ

ñèë. Â ðàáîòå [96℄ èññëåäîâàëîñü èçìåíåíèå êðóïíîçåðíèñòîãî �àçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî ñíà÷àëà îíî ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè èíâàðèàíòíûì, íî â äàëüíåéøåì ñîõðàíÿþòñÿ

�ëóêòóàöèè. Íàêîíåö, â [97℄ �àêòè÷åñêè íàðÿäó ñ äèâåðãåíòíûì ðàçìåøèâàíèåì ó÷èòûâàëàñü

è êâàçèäè��óçèÿ.

Ñâîåîáðàçíîå ðàçìåøèâàíèå âîçìîæíî, äàæå åñëè ðåãóëÿðíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-

ðóåìûì, à îðáèòû � óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèìè (íàïðèìåð, äëÿ øòåêêåëåâñêèõ ìîäåëåé, êîãäà

ñóùåñòâóåò òðåòèé, êâàäðàòè÷íûé ïî ñêîðîñòÿì èíòåãðàë). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èçîáðàæàþùèå

�àçîâûå òî÷êè äâèãàþòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî òèïà òîðà. Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì

¾äåéñòâèå�óãîë¿ J, ψ, ìû çàïèñûâàåì, ÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà H = H(J), òîãäà óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ñëåäóþùèå:

J̇ = −∂H

∂ψ
= 0, ψ̇ =

∂H

∂J
= ω(J). (4.2)

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ äåéñòâèÿ Ji îïðåäåëÿþò èíâàðèàíòíûé òîð, à ωi(J) � óãëîâûå ñêîðîñòè

(÷àñòîòû) ïåðåìåùåíèÿ �àçîâûõ òî÷åê ïî òîðó. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè ÷àñòîòû çàâèñÿò îò J (èñ-

êëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ çâåçäû

âíóòðè îäíîðîäíîé ãðàâèòèðóþùåé ñèñòåìû).

Òîãäà ëó÷ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ψ = const áóäåò ñî âðåìåíåì ïðåâðàùàòüñÿ âî âñ¼ áî-

ëåå êðóòî ñâåðíóâøóþñÿ ¾çìåþ¿, à çàòåì ïëîòíî çàïîëíèò âñþ äîïóñòèìóþ ÷àñòü �àçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà. Î ïîäîáíîì ïðîöåññå ïèñàë åùå Äæ.Â. �èááñ [78℄. Ïðîèñõîäÿùåå ïðè ýòîì ðàç-

ìåøèâàíèå íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèîííûì. Ôàêòè÷åñêè èìåííî î íåì ïèñàëè Äæ. Áèë è Ì. Îâåí-

äåí [98℄. Îíè ðàññìîòðåëè ýâîëþöèþ àíñàìáëÿ çâåçä, äâèæóùèõñÿ ïî ýïèöèêëè÷åñêèì îðáèòàì,

ñ øâàðöøèëüäîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòåé. Çíà÷åíèå ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè öåíòðîèäà,

îñöèëëèðóÿ, óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, à ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äîñòèãàåò ñòàöèîíàðíîãî çíà÷åíèÿ.

Äèñïåðñèè ðàäèàëüíûõ è àçèìóòàëüíûõ ñêîðîñòåé êîëåáëþòñÿ, âîçðàñòàþò è ñòàíîâÿòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè. Ñõîäíîé ïî ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [99℄.

Çàêàí÷èâàÿ îáñóæäåíèå äåéñòâèÿ ðåãóëÿðíûõ ñèë, çàìåòèì, ÷òî îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðè-

âîäÿò ñèñòåìó ê ñîñòîÿíèþ â òî÷íîñòè ñòàöèîíàðíîìó (äàæå ïðè èãíîðèðîâàíèè èððåãóëÿðíûõ

ñèë). Âîïðîñ îá îáùèõ ïðè÷èíàõ ýâîëþöèè ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì îñòàåòñÿ íåÿñíûì. Ïî

ìíåíèþ Ì.Í. Ìàêñóìîâà, îíè, âîçìîæíî, ëåæàò â ñïîíòàííîì íàðóøåíèè ñèììåòðèè íåèí-

òåãðèðóåìûõ ñèñòåì, íàðóøåíèè îáðàòèìîñòè âî âðåìåíè, ïîÿâëÿþùåéñÿ ïðè äèíàìè÷åñêîé

íåóñòîé÷èâîñòè èç-çà ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Îäíàêî ïðèìåíèòü ýòè îáùèå ïîëîæåíèÿ ïî-

êà óäàëîñü ëèøü ê èññëåäîâàíèþ êðèòè÷íîñòè ìàðæèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ áåñêîíå÷íî òîíêîãî

äèñêà [100℄.
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� 5. Êëàññè÷åñêîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè

Âûøå ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî âëèÿíèåì èððåãóëÿðíûõ ñèë ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêîå äîïóùå-

íèå îñíîâûâàåòñÿ íà êëàññè÷åñêîé òåîðèè èððåãóëÿðíûõ ñèë Äæèíñà�×àíäðàñåêàðà (ñì. [33℄).

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, â ñèñòåìå çâåçä îäíîé è òîé æå ìàññû m õàðàêòåðíîå âðåìÿ äåéñòâèÿ

èððåãóëÿðíûõ ñèë τr, íàçûâàåìîå âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, ðàâíî ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

τr =
σ3

32πG2m2nΛ
(5.1)

(â [33℄ ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü â (5.1) èíîé, ñì. [19℄). Çäåñü σ2
� äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé çâåçä (â îä-

íîì íàïðàâëåíèè), n � ÷èñëî çâåçä â åäèíèöå îáúåìà, Λ � òàê íàçûâàåìûé íüþòîíîâñêèé

(â ïëàçìå � êóëîíîâñêèé) ëîãàðè�ì, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ó÷åòå êóìóëÿòèâíîãî ý��åêòà äàëå-

êèõ ñáëèæåíèé. Äëÿ ãàëàêòèê âðåìÿ ðåëàêñàöèè, îöåíåííîå ñîãëàñíî (5.1), îêàçûâàåòñÿ ïîðÿä-

êà 1013�1014 ëåò, òî åñòü ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷íî.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äàëåêèõ ñáëèæåíèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èñêðèâëåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîé

îðáèòû [101℄ (ïðèáëèæåíèå Äæèíñà�Ëàíäàó). Òîãäà

Λ = ln pmax

/

pmin, (5.2)

ãäå pmax � ìàêñèìàëüíîå, à pmin � ìèíèìàëüíîå ïðèöåëüíûå ðàññòîÿíèÿ. Íà ïåðâûé âçãëÿä

åñòåñòâåííåå âñåãî ïîëîæèòü pmin = 0, à pmax = ∞, íî òîãäà âûðàæåíèå (5.2) ðàñõîäèòñÿ. Êàê

èçâåñòíî, ðàñõîäèìîñòü ïðè ìàëûõ ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ ÿâëÿåòñÿ �èêòèâíîé, èñ÷åçàþùåé

ïðè èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ �îðìóë ãèïåðáîëè÷åñêîé çàäà÷è äâóõ òåë (íàïðèìåð, [102℄). Îäíàêî

êàæåòñÿ ðàçóìíûì ïðè âûáîðå pmin îáðàòèòüñÿ ê ñîîáðàæåíèÿì À.Ñ. �àñòîðãóåâà è Â.Í. Ñå-

ìåíöîâà [103℄. Çâåçäíûå ñáëèæåíèÿ ñ ìàëûìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè ñëó÷àþòñÿ î÷åíü

ðåäêî (ñì. òàáëèöó III â [33℄). Òîãäà ïðè îöåíêå τr ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî òàêèå ñáëèæåíèÿ,
êîòîðûå çàâåäîìî ïðîèçîéäóò çà âðåìÿ τr. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó âèðèàëà, ìîæíî íàéòè ñîîòâåò-

ñòâóþùåå pmin, êîòîðîå îáîçíà÷èì rrs. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

τrr
2
rs =

(1 + γ2)1/2

4πk1N

R7/2

(GM)1/2
. (5.3)

Çäåñü γ2 � ââåäåííûé Ê.Ô. Îãîðîäíèêîâûì [33℄ ïàðàìåòð, ðàâíûé îòíîøåíèþ êèíåòè÷åñêèõ

ýíåðãèé âðàùåíèÿ è îñòàòî÷íûõ äâèæåíèé, áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð k1 çàâèñèò îò õîäà ïëîò-

íîñòè è �îðìû ñèñòåìû è îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà n = k1N/R3
. Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,

îòëè÷èå pmin ≈ rrs îò íóëÿ íå èìååò ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

×òî êàñåòñÿ íàèáîëüøåãî ïðèöåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ, òî ïðîùå âñåãî ïîëîæèòü pmax = R.
Áîëåå îáîñíîâàííûìè êàæóòñÿ ðàññóæäåíèÿ â [104℄ (äëÿ ïëàçìû àíàëîãè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñî-

îáðàæåíèÿ â [105℄). Ïðè âû÷èñëåíèè τr ñëåäóåò ó÷åñòü èçìåíåíèå èìïóëüñà âçàèìîäåéñòâóþùèõ
çâåçä ëèøü çà ýòî âðåìÿ. Îíî áóäåò ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ïîëíîå èçìåíåíèå ïðè äâèæåíèè âäîëü

âñåé ãèïåðáîëè÷åñêîé îðáèòû. Òîãäà äëÿ τr ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü êî-

òîðîå íå óäàåòñÿ, îäíàêî ðàñõîäèìîñòü ïðè pmax → ∞ ïðîïàäàåò, äàæå åñëè ñ÷èòàòü ñèñòåìó

îäíîðîäíîé.

Ôîðìàëüíî ðàñõîäèìîñòü â (5.2) óñòðàíåíà. Íî âñòàåò ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ: íóæíî ëè

âîîáùå ïðè îöåíêå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè äåéñòâèÿ èððåãóëÿðíûõ ñèë ðàññìàòðèâàòü ñáëè-

æåíèÿ ñ áîëüøèìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè? Àâòîð ñ÷èòàåò áîëåå ïðàâèëüíûì ïîëîæèòü

pmax èëè ñðåäíåìó ìåæçâåçäíîìó ðàññòîÿíèþ N−1/3
, èëè ââåäåííîìó Ê.Ô. Îãîðîäíèêîâûì

ðàññòîÿíèþ δ ≈ RN−1/2
, íà êîòîðîì èððåãóëÿðíàÿ ñèëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ðåãóëÿðíîé. Ñáëè-

æåíèÿ ñ áîëüøèìè ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êðàòíûìè, ¾ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè¿

ñïðàâåäëèâ ëèøü ïðèáëèæåííî, âåðîÿòíî, õóæå âñåãî íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà δ, è ñáëèæåíèÿ

íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê èçîëèðîâàííóþ çàäà÷ó äâóõ òåë.

Ó÷åò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ (ðåãóëÿðíûõ ñèë) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òðóäíóþ çàäà-

÷ó [106℄. Îäíàêî óæå ïåðâûå ïîïûòêè ïðÿìî èññëåäîâàòü, êàê ðåãóëÿðíûå ñèëû âëèÿþò íà
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îöåíêó èððåãóëÿðíûõ ñèë, ïðèâåëè ê èíòåðåñíûì ðåçóëüòàòàì (íàïðèìåð, íüþòîíîâñêèé ëîãà-

ðè�ì ïåðåñòàë áûòü ëîãàðè�ìîì) [107℄. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè èððåãóëÿðíûõ ñèë â ýòîì

íàïðàâëåíèè äîëæíî ïðîÿñíèòü ñïîðíûå âîïðîñû.

Çäåñü æå ìû õîòåëè áû ïîä÷åðêíóòü ñëåäóþùåå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì èððåãó-

ëÿðíûõ ñèë ïðè èññëåäîâàíèè äâîéíûõ ñáëèæåíèé ìû äîëæíû èç ñèëû ïàðíîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ âû÷åñòü ðåãóëÿðíóþ ñèëó. Äëÿ áëèçêèõ ñáëèæåíèé ñ ïðèöåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè äî

òèïè÷íûõ ìåæçâåçäíûõ ðàññòîÿíèé âëèÿíèåì ðåãóëÿðíûõ ñèë ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Íî óæå äëÿ

ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà δ, à òåì áîëåå ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ñèñòåìû, êîëëåêòèâíîå äåé-

ñòâèå îãðîìíîãî ÷èñëà ñëàáûõ ¾ñáëèæåíèé¿ ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ðåãóëÿðíîé

ñèëû [108℄. Íàëè÷èå æå îòäåëüíûõ çâåçä, òî åñòü äèñêðåòíîñòü ñðåäû, ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ¾øóì¿,

èëè �ëóêòóàöèè [109, 110℄.

Âîçâðàùàÿñü ê âûðàæåíèþ äëÿ íüþòîíîâñêîãî ëîãàðè�ìà (5.2), íàïîìíèì, ÷òî, íåñìîòðÿ

íà ðÿä îòìå÷åííûõ âûøå ïðèíöèïèàëüíûõ íåÿñíîñòåé, ïðàêòè÷åñêè ïðè âñåõ ðàçóìíûõ âûðà-

æåíèÿõ äëÿ pmax è pmin îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Λ ≈ lnN [19℄.

Âñïîìèíàÿ è êðèòè÷åñêè àíàëèçèðóÿ êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ çâåçäíûõ ñáëèæåíèé, êîíñòà-

òèðóåì ñëåäóþùåå. Åäèíñòâåííûé âûâîä, êîòîðûé ñ óâåðåííîñòüþ ìîæíî ñäåëàòü èç òåîðèè

Äæèíñà�×àíäðàñåêàðà, � ýòî óòâåðæäåíèå, ÷òî îíà íåâåðíà. Â [111℄ ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàíû òå

ïðåäïîëîæåíèÿ, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ ýòà òåîðèÿ è êîòîðûå çàâåäîìî íå âûïîëíÿþòñÿ.

Âñòàåò âîïðîñ î òîì, íåëüçÿ ëè îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü èððåãóëÿðíûõ ñèë èç îáùèõ ïðèí-

öèïîâ, íå îáðàùàÿñü ê ñïåöèàëüíûì äîïóùåíèÿì êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

ñ ó÷åòîì òåîðåìû âèðèàëà ñðåäíåå ïî ñèñòåìå âðåìÿ ðåëàêñàöèè (5.1)

τr =
β

(1 + γ2)3/2
N

lnN
τc, (5.4)

ãäå

β = (33/232πk1)
−1,

k1 îïðåäåëåíî âûøå. Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî â ñèñòåìàõ áîëüøîãî ÷èñëà çâåçä êëàññè÷åñêîå

âðåìÿ ðåëàêñàöèè τr ≫ τc, è åñëè ýòà îöåíêà âåðíà, òî äåéñòâèåì èððåãóëÿðíûõ ñèë ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü.

Èç òåîðèè ðàçìåðíîñòåé è ïðîñòûõ äèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé â [34℄ âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå,

�àêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå (5.4) (áåç �àêòîðà γ). Áîëåå ýëåìåíòàðíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàñ-

ñóæäåíèå. Èððåãóëÿðíûå ñèëû îáÿçàíû äèñêðåòíîñòè ñèñòåìû. Åäèíñòâåííûé áåçðàçìåðíûé

ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ äèñêðåòíîñòüþ, � ýòî ÷èñëî òåë â ñèñòåìå N . Ìû óæå çíàåì ïàðà-

ìåòð τc, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ïîýòîìó â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå õàðàêòåðíîå âðåìÿ τ ′,
ñâÿçàííîå ñ äèñêðåòíîñòüþ (òî åñòü õàðàêòåðèçóþùåå èððåãóëÿðíûå ñèëû), äîëæíî èìåòü âèä

τ ′ = τcf(N). (5.5)

Âèä �óíêöèè f(N) òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé äàòü íå ìîæåò. Ïðîùå âñåãî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà �óíêöèÿ
ëèíåéíàÿ, f(N) ∝ N . Òîãäà ïðèõîäèì ê âðåìåíè (5.4) áåç ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ÷ëåíà.

�àíåå ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿë �. Êóðò [112℄, íî îí íå çàìåòèë, ÷òî ââåäåííàÿ èì áåç-

ðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà

ξ = σ2/(Gmn1/3)

(�èçè÷åñêèé ñìûñë êîòîðîé íåÿñåí) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷èñëî òåë ñèñòåìû: ξ ∝ N2/3/(1 + γ2).
Àðãóìåíòû Êóðòà, ÷òî

τ ′ ∝ ξ2

(à τ ′/τc ∝ N1/3
), íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ óáåäèòåëüíûìè, à äèíàìè÷åñêîå îáîñíîâàíèå èì ïîäîáíîãî

ñîîòíîøåíèÿ êàæåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ñïîðíûì.

Â ëþáîì ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â òåîðèè èððåãóëÿðíûõ ñèë ñëåäóåò ðàçâèâàòü íîâûå ïîä-

õîäû, ó÷èòûâàþùèå âîçäåéñòâèå ðåãóëÿðíîãî ïîëÿ. È.Ë. �åíêèí [113℄ ïåðåíåñ íà îäíîðîäíûå
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çâåçäíûå ñèñòåìû ðåçóëüòàòû Ñ. ×àíäðàñåêàðà [114℄ ïî òåîðèè äè��óçèè è íàøåë, ÷òî ý��åê-

òèâíîå âðåìÿ äåéñòâèÿ èððåãóëÿðíûõ ñèë τe ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ,

τe ∝ τcN
1/3

(5.6)

(òî åñòü èìååò âèä (5.5) ñ f(N) ∝ N1/3
). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [115℄. Â.À. Àí-

òîíîâ â óïîìèíàâøèõñÿ âûøå íåîïóáëèêîâàííûõ ëåêöèÿõ ïîëó÷èë ýòî ñîîòíîøåíèå èç áîëåå

îáùèõ ñîîòíîøåíèé. Èäåÿ äàííîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåãóëÿðíûå ñèëû äåéñòâóþò

êàê ìîùíûé âíåøíèé óñêîðèòåëü îáû÷íîé ìåäëåííîé äè��óçèè â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé (òî

åñòü èððåãóëÿðíûõ ñèë) ïîäîáíî òîìó, êàê ïîìåøèâàíèå ëîæêîé óñêîðÿåò ðàñïëûâàíèå êàïëè

êðàñêè â ñòàêàíå âîäû.

Á.Ñ. Ñàãèíòàåâ è Î.Â. ×óìàê [116, 117℄ â èíòåðåñíîì öèêëå ðàáîò èññëåäîâàëè èððåãóëÿð-

íûå ñèëû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà. Ôàçîâûå êîîðäèíàòû çâåçäû ðàññìàòðèâàëèñü êàê

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èçìåíåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

r̈ = ∇Φ+A, (5.7)

ãäå A = A(r, t) � ñëó÷àéíàÿ ñèëà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñèñòåìà ñ÷èòàëàñü ñ�åðè÷åñêîé. Îð-

áèòû ïðè A = 0 ïðåäïîëàãàëèñü èçâåñòíûìè, íàïðèìåð êðóãîâûìè èëè áëèçêðóãîâûìè, à

ñëó÷àéíàÿ ñèëà A â (5.7) ðàññìàòðèâàëàñü êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè óðàâíå-

íèå (5.7) ïðåâðàùàëîñü â óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà. Çàòåì ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàõîäè-

ëèñü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � �àçîâûõ êîîðäèíàò. Ê ñîæàëåíèþ,

ýòè ðàáîòû íå ïðèâåëè ê íîâûì �èçè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì.

� 6. Ý��åêòèâíàÿ ñòîõàñòèçàöèÿ â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ

Ïðàêòè÷åñêóþ áåñêîíå÷íîñòü êëàññè÷åñêîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè (5.1) Ê.Ô. Îãîðîäíèêîâ

[26, 33℄ íàçâàë ïàðàäîêñîì êëàññè÷åñêîé çâåçäíîé äèíàìèêè. Ïðåäëàãàëñÿ ðÿä ïîäõîäîâ ê åãî

ðåøåíèþ [118℄. Îäèí èç íèõ, îáñóæäàâøèéñÿ â � 4, ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè �àçîâîãî ðàçìå-

øèâàíèÿ â áåññòîëêíîâèòåëüíûõ (èëè ñëàáî ñòîëêíîâèòåëüíûõ) çâåçäíûõ ñèñòåìàõ. Äðóãîé

ïîäõîä ñâîäèòñÿ ê ðåâèçèè òåîðèè Äæèíñà�×àíäðàñåêàðà.

Âåñüìà îáùèé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòèçàöèè â çâåçäíûõ ñèñòåìàõ áûë ïðåäëîæåí

Â. �. �óðçàäÿíîì è �.Ê. Ñàââèäè [119℄ è äàëåå îáñóæäàëñÿ è ðàçâèâàëñÿ ðÿäîì àâòîðîâ (íà-

ïðèìåð, [103, 120�122℄). Â ýòèõ ðàáîòàõ ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ äâà ìîìåíòà.

Âî-ïåðâûõ, íà ãðàâèòèðóþùèå ñèñòåìû ïåðåíîñèòñÿ ïîäõîä Í.Ñ. Êðûëîâà [79℄, ñâîäÿùèé

ïðîáëåìó ðåëàêñàöèè ê èññëåäîâàíèþ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîòîêîâ. Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèí-

öèïó ìåõàíèêè äå Ìîïåðòþè â �îðìå ßêîáè [3℄, ñèñòåìó N âçàèìîäåéñòâóþùèõ òî÷å÷íûõ ìàññ

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó â 3N -ìåðíîì ñïåöèàëüíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñêàëÿð-

íàÿ êðèâèçíà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà [79, 119, 121℄

R = 3N(N − 1)

[

− ∆K

3NK2
−

(

1

4
− 1

2N

)

(∇K)2

K3

]

. (6.1)

Çäåñü K � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ êîîðäèíàò, K = E −W , E �

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ.

Ïðè ñòîõàñòè÷åñêîé ýâîëþöèè ïîòîê áóäåò ðàñõîäèòüñÿ, òî åñòü áóäåò ðàçìåøèâàíèå â ñìûñ-

ëå ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Áîëåå äåòàëüíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýêñïîíåíöèàëüíîé ðàñõîäèìîñòüþ,

�àçîâûì ðàçìåøèâàíèåì è ðåëàêñàöèåé îáñóæäàåòñÿ â [123℄. Â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò èñêàëîñü,

êîãäà ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ðàçìåøèâàþùèìñÿ (íàïðèìåð, [124℄). Â ÷àñòíîñòè, ðàç-

ìåøèâàíèå è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ðàñõîäèìîñòü áëèçêèõ òðàåêòîðèé âîçìîæíû, åñëè R < 0. Íî
íóæíî ïîìíèòü, ÷òî èç îòðèöàòåëüíîñòè êðèâèçíû åùå íå ñëåäóåò, ÷òî âñå òðàåêòîðèè â ðèìà-

íîâîì ïðîñòðàíñòâå ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâû [125℄.

Äëÿ ñèñòåìû ãðàâèòèðóþùèõ òî÷å÷íûõ ìàññ

K = E +G
∑

i<j

mimj

rij
, rij = |ri − rj |.
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Òîãäà

∆K = −4πG
∑

i<j

mimjδ(ri − rj).

Åñëè ïðåíåáðå÷ü ïðÿìûìè ñîóäàðåíèÿìè òî÷åê (êàê ýòî ñäåëàíî â [119℄ è ïîñëåäóþùèõ ðàáî-

òàõ), òî â (6.1) ∆K = 0 è

R = −3(3N − 1)
N − 2

4

(∇W )2

(E −W )3
, (6.2)

à åñëè N ≫ 1, òî

R = −9

4
N2 (∇W )2

(E −W )3
. (6.3)

Åñëè N > 3, òî R < 0, ÷òî óêàçûâàåò íà �îðìàëüíóþ âîçìîæíîñòü ñòîõàñòèçàöèè (î÷åâèäíóþ

èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé) [120℄.

Â ïðèíöèïå, ñòðîãèé àíàëèç âûðàæåíèÿ (6.2) äàë áû äîñòàòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòîõà-

ñòèçàöèè ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è èððåãóëÿðíûõ ñèë. Íî â íàñòîÿùåå

âðåìÿ ýòî íåâîçìîæíî, è ìû ïðèõîäèì êî âòîðîé îñîáåííîñòè ïîäõîäà [119℄, à èìåííî ê ñòàòè-

ñòè÷åñêîìó óñðåäíåíèþ âûðàæåíèé (6.2) èëè (6.3).

Â õîäå ýâîëþöèè êîíêðåòíîé ñèñòåìû N òåë â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè êèíåòè÷åñêàÿ è ïî-

òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè, êàê è (∇W )2, ïðèíèìàþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó êðèâèçíà R
ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé âðåìåíè. Òîãäà ìîæíî óñðåäíèòü R ïî âðåìåíè. Òàê ïîñòóïàëè Äæ. Ïóêàê-

êî ñ ñîàâòîðàìè [121℄. Ïðè óñðåäíåíèè îíè ïîëó÷èëè áåññòîëêíîâèòåëüíóþ ñèñòåìó, è íå óäèâè-

òåëüíî, ÷òî íàéäåííîå â [121℄ âðåìÿ ñòîõàñòèçàöèè îêàçàëîñü ïîðÿäêà âðåìåíè ïåðåñå÷åíèÿ τc.
Ñòîõàñòèçàöèÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ýòîé ðàáîòå, � ýòî ïðèíóäèòåëüíîå ðàçìåøèâàíèå

ïî íàøåé òåðìèíîëîãèè (� 4), è �àêòè÷åñêè â [121℄ óñòàíîâëåíà åãî íåèçáåæíîñòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êðèâèçíó êàê �óíêöèþ òî÷êè â 3N -ìåðíîì

ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå (êîîðäèíàòàìè â êîòîðîì ÿâëÿþòñÿ r1, . . . , rN ). Âîîáðàçèì àíñàìáëü

çâåçäíûõ ñèñòåì ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì çâåçä N è îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ýíåðãèè (ìèê-

ðîêàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè). Çâåçäû â êàæäîé ñèñòåìå

ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íî ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó. Òîãäà äëÿ êàæäîé ñèñòåìû

êðèâèçíà R áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è ìû ìîæåì óñðåäíèòü R ïî àíñàìáëþ. Â ýòîì, ïî

ñóùåñòâó, ñîñòîèò ïîäõîä Â. �. �óðçàäÿíà è �.Ê. Ñàââèäè [119℄, è ìû ñëåäîâàëè åìó â [122℄.

Âìåñòî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè W öåëåñîîáðàçíî ââåñòè íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî

ïîëÿ gi = −(∂W/∂ri)/mi, òîãäà (∇W )2 =
N
∑

i=1
mig

2
i . Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ìàññû âñåõ çâåçä

îäèíàêîâû è ðàâíû m. Ñëåäóÿ Ñ. ×àíäðàñåêàðó [114℄, ââåäåì â êà÷åñòâå åäèíèöû óñêîðåíèÿ

âåëè÷èíó a2/3 ïî �îðìóëå

a =
4

15
(2πGm)3/2n.

Áåçðàçìåðíîå óñêîðåíèå yi = gi/a
2/3

. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäóþ çâåçäó, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ñëó÷àéíîãî

óñêîðåíèÿ F (y). Îáîçíà÷èì ÷åðåç c ñðåäíèé êâàäðàò áåçðàçìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y:

c =

∫

∞

0
y2F (y) dy. (6.4)

Óñðåäíåíèå (6.3) ïî àíñàìáëþ äàåò, ÷òî

〈R〉 = − 9N3

4(−E)3 ma4/3c.

Óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå. Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

âèðèàëà. Ïîýòîìó ìû â ïðèíöèïå íå ñìîæåì òåïåðü èññëåäîâàòü òàêèå ïðîöåññû, êàê ïðèíóäè-

òåëüíîå ðàçìåøèâàíèå, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò íåñòàöèîíàðíîñòü ðåãóëÿðíîãî
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ïîëÿ (â îòëè÷èå îò [121℄). �åîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ [119,121℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî õàðàêòåðíîå

âðåìÿ ñòîõàñòèçàöèè òàêîâî:

τe =
3

2
N

(

〈|R|〉K2
)

−1/2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ 〈R〉, ïðèõîäèì ê �îðìóëå, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáîãî çàêîíà

ïëîòíîñòè [122℄:

τe = s
N1/3

c1/2
τc, (6.5)

ãäå ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü s = s0k
1/2
2 k

2/3
1 , s0 ≈ 0.272, k2 íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâàW = −k2GM2/R,

M, W , R ïî-ïðåæíåìó ìàññà, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ è õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñèñòåìû, a τc ïî-
ïðåæíåìó âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ c = c(N).

Íà ïåðâûé âçãëÿä ñðåäíèé êâàäðàò áåçðàçìåðíîãî óñêîðåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò áåçðàçìåð-

íîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ çâåçä â ñèñòåìå è íå çàâèñèò îò ÷èñëà çâåçä. Òîãäà èç (6.5) íàõîäèì,

÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû τe
/

τc ∝ N1/3
, ÷òî ðàíåå ïîëó÷èë È.Ë. �åíêèí [113℄. Íî ýòè îáùèå

ñîîáðàæåíèÿ íóæäàþòñÿ â ïîäêðåïëåíèè êîíêðåòíûìè ðàñ÷åòàìè.

Åñòåñòâåííî â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ñèñòåìû. Èçâåñò-

íî, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî óñêîðåíèÿ äàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèåé Õîëüöìàðêà

H(y) (íàïðèìåð, [114,126℄), ïðè÷åì åå õîðîøåé àïïðîêñèìàöèåé ÿâëÿåòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

óñêîðåíèÿ îò áëèæàéøåãî ñîñåäà

W (y) =
3

2

1

y5/2
exp

(

− 1

y5/2

)

. (6.6)

Ïðè âû÷èñëåíèè c ïî (6.4) â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû. Ñ. ×àíäðà-

ñåêàð [114℄ çàìåòèë, ÷òî â ñëó÷àå òåñíûõ ñáëèæåíèé (÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì y) ðàñïðå-
äåëåíèå Õîëüöìàðêà ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, òàê êàê íå ó÷èòûâàåò êîððåëèðîâàííîñòü

çâåçäíûõ ñêîðîñòåé. Âîïðîñ î âëèÿíèè êîððåëÿöèé íà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé ñèëû ïîäðîá-

íî îáñóæäàëñÿ (äëÿ ïëàçìû) â [126℄. Ïðè èñïîëüçîâàíèè æå ðàñïðåäåëåíèÿ Õîëüöìàðêà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ c ïðèõîäèòñÿ îáðåçàòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå (èëè W (y)) íà íåêîòîðîì yc. Ïîëó÷åí-
íûå ðåçóëüòàòû (çàâèñèìîñòü c(N)) ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âûáîðà yc. Ïðèìåðû ïðèâåäåíû

â [122℄. Åäèíñòâåííîå îáðåçàíèå, èìåþùåå, íà íàø âçãëÿä, �èçè÷åñêèé ñìûñë, áûëî ïðåäëîæåíî

À.Ñ. �àñòîðãóåâûì è Â.Í. Ñåìåíöîâûì [103℄. Âîçüìåì â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî ïðèöåëüíîãî

ðàññòîÿíèÿ âåëè÷èíó rrs, îïðåäåëåííóþ àíàëîãè÷íî (5.3) ñ çàìåíîé τr íà τe. Òîãäà

τe ∝ N1/5τc.

Äàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîëó÷àåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîé ñèëû �óíêöèè (6.6) â ïðåäåëå N → ∞ [122℄, íî, êàê íàøëà Ä.Â. Îâîä [127,128℄, îíà îñòàåòñÿ

âåðíîé è ïðè èñïîëüçîâàíèè �óíêöèè Õîëüöìàðêà.

Êîíå÷íî, áîëåå ïðàâèëüíûì áûëî áû èñïîëüçîâàòü â (6.4) áîëåå òî÷íîå ïðè áîëüøèõ y
âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè F (y). È.Â. Ïåòðîâñêàÿ [129℄ ïîëó÷èëà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
ñèëû ïðè ñèëüíûõ ñáëèæåíèÿõ èñõîäÿ èç íàéäåííîãî Ò.À. Àãåêÿíîì [130℄ âûðàæåíèÿ äëÿ

âåðîÿòíîñòè çâåçäíîãî ñáëèæåíèÿ ñ çàäàííûì èçìåíåíèåì ìîäóëÿ ñêîðîñòè. Íàñ íå âïîëíå

óäîâëåòâîðÿåò âûâîä ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (â îñîáåííîñòè ñäåëàííûå ïðè ýòîì äîïóùåíèÿ),

íî ìû âîñïîëüçîâàëèñü èì. Âîñïðîèçâîäÿ õîä ðàññóæäåíèé È.Â. Ïåòðîâñêîé, ïîëó÷åííîå åþ

ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

P (y) = B
1

y3
exp

(

−3

2
α2y2

)

, y ≫ 1,

ãäå α = Qk21(1 + γ2)N−2/3
, B = 4

√
6π/(k1Q

2), Q ≈ 2.6031. Ïî Ïåòðîâñêîé,

F (y) = C

{

H(y), y 6 y∗,
P (y), y > y∗.

(6.7)
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Çäåñü H(y) ïî-ïðåæíåìó ðàñïðåäåëåíèå Õîëüöìàðêà, C � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, y∗ �

ýòî çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî óñêîðåíèÿ, ïðè êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèÿ Õîëüöìàðêà è Ïåòðîâñêîé

ñîâïàäàþò.

�àñ÷åòû, âûïîëíåííûå Ä.Â. Îâîä [127, 128℄ íà îñíîâå ðàñïðåäåëåíèÿ (6.7), ïîêàçàëè, ÷òî

âðåìÿ ïåðåñå÷åíèÿ τc è âðåìÿ ý��åêòèâíîé ñòîõàñòèçàöèè τe ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè îäíîãî

ïîðÿäêà òîëüêî â ñèñòåìàõ ñ ÷èñëîì çâåçä ïîðÿäêà 104�105. Èíòåðåñíî, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ N îò

103 äî 105 ñ óâåëè÷åíèåì N âðåìÿ ñòîõàñòèçàöèè íåìíîãî óìåíüøàåòñÿ [127℄, ÷òî ïîëó÷àëîñü

ïðè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ [131, 132℄ è ïðåäñòàâëÿëîñü ñòðàííûì. Çàòåì ñ óâåëè÷åíèåì N
ñòîõàñòèçàöèÿ çàìåäëÿåòñÿ. Åñëè ïðåäñòàâèòü îòíîøåíèå τe

/

τc �îðìóëîé

τe
/

τc = kNp,

òî îêàçàëîñü, ÷òî p ≈ 0.30. Âûïîëíÿëèñü òàêæå ðàñ÷åòû ñ îáðåçàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ (6.7)

íà ðàäèóñå �àñòîðãóåâà�Ñåìåíöîâà (5.3). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè íå

ìåíÿþòñÿ, ÷åãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

Ïóñòü N ≫ 1. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïåòðîâñêîé α = O(N−2/3), à ñòû-
êîâî÷íûé ïàðàìåòð y∗ è íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà C îñòàþòñÿ êîíå÷íûìè. Ïðîñòûå ðàñ÷åòû

ïîêàçàëè [133, 134℄, ÷òî òîãäà ñðåäíèé êâàäðàò áåçðàçìåðíîãî óñêîðåíèÿ

c ≈ 2

3
CB lnN

(ïðè ýòîì H(y) çàìåíÿëîñü íà W (y), ÷òî äîïóñòèìî ïðè áîëüøèõ y). Ïîäñòàíîâêà â (6.5) äàåò,

÷òî

τe ∝
N1/3

(lnN)1/2
τc. (6.8)

Çàâèñèìîñòü c(N) îêàçàëàñü ñëàáîé, è, êàê âèäíî èç (6.8), äëÿ ñèñòåì áîëüøîãî ÷èñëà òåë

ìû �àêòè÷åñêè ïðèõîäèì ê øêàëå ýâîëþöèè È.Ë. �åíêèíà [113℄ (5.6). Ïîñêîëüêó â ïðåäå-

ëàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ýëåìåíòà îáúåìà çâåçäíûå ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûìè, äëÿ

íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì, âåðîÿòíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå, áëèçêîå ê (6.8).

Òàêèå ñèñòåìû, êàê íàøà �àëàêòèêà, â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðèõîäèòñÿ ñ÷è-

òàòü áåññòîëêíîâèòåëüíûìè, è ñòîõàñòèçàöèÿ â íèõ ïðîèñõîäèò â ïåðâóþ î÷åðåäü çà ñ÷åò ðåãó-

ëÿðíûõ ñèë. Îäíàêî ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ñòîõàñòèçàöèÿ äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííîé äëÿ ýâîëþ-

öèè øàðîâûõ ñêîïëåíèé è êàðëèêîâûõ ãàëàêòèê.
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Irregular and regular for
es in stellar systems

Keywords: dynami
s of stellar systems, modelling stellar systems, evolution of galaxies.

MSC: 70F15, 85A05

Various ways of de�nition of irregular (random) and regular (smoothed) for
es in stellar systems are 
riti
ally

dis
ussed. The most satisfa
tory is Eddington's one a

ording to whi
h the regular for
e is an attra
tion for
e

of a 
ontinuous �uid resulting from spreading a stellar mass over a system. Also, a de�nition of the regular

for
e as a mathemati
al expe
tation of a random for
e is of interest. It is emphasized that the 
rossing

time, τc, a time s
ale of regular for
es, 
hara
terizes the rate of 
olle
tive pro
esses in the system, in
luding

ollisionless relaxation, that (as a rule) o

urs in gravitating systems. The quasi-entropy, i.e., a result of

averaging of an arbitrary 
onvex fun
tion of a 
oarse-grained distribution fun
tion over the phase spa
e,

is dis
ussed as a measure of 
ollisionless sto
hastization. For non-rotating systems the maximum of quasi-

entropy 
an be rea
hed only for isotropi
 velo
ity distributions. Formulas for the �rst and se
ond variations of

quasi-entropy, found by Antonov, are given. If there exists the density variation so that the se
ond variation

of quasi-entropy is positive, then the present state of the system is not the most probable. It follows from this

assertion that evolution along a sequen
e of polytropi
 spheres is not possible without some energy input to

the system. We re
all the 
lassi�
ation of forms of the phase mixing in 
ollisionless systems.

The problem of 
ollisional relaxation in gravitating systems is brie�y dis
ussed. We state the approa
h

to its analysis on the basis of studying geodesi
 �ows and the ensemble averaging as the next step, whi
h

requires the knowledge of distribution of a random for
e. To avoid trun
ation of Holtsmark's distribution at

small impa
t parameters the distribution of random for
e by Petrovskaya was used. In that 
ase the ratio of

the e�e
tive sto
hastization time to the 
rossing time is proportional to N1/3/(lnN)1/2 where N ≫ 1 is the
number of stars in the system. This evolutionary time s
ale is 
lose to the one found earlier by Genkin.
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