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Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò Ë.È. �îäèíîé è Å.Ë. Òîíêîâà, â êîòîðûõ ââåäåíî ðàñ-

øèðåíèå ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è äè��åðåíöèàëüíûõ

âêëþ÷åíèé. Ýòî ðàñøèðåíèå ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

â ¾êëàññè÷åñêîì¿ ñìûñëå, íî îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè, à òàêæå â èçó÷åíèè

ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ èíâàðèàíòíîñòüþ çàäàííîãî ìíîæå-

ñòâàM(σ) îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, êîòîðûå îòðàæàþò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè ïðåáûâàíèÿ
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â ìíîæåñòâå M(σ) íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Äëÿ óïðàâ-

ëÿåìîé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè ïîëó÷åíû îöåíêè ýòèõ õàðàêòåðèñòèê, âûðàæåííûå

â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà, ïðîèçâîäíîé â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ è äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû ñäâèãîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû îöåíêè, âûïîëíåííûå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, äëÿ õàðàêòå-

ðèñòèê óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Äàííóþ ñèñòåìó

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé êîòîðîãî êîíå÷íî;

äëÿ íåãî çàäàíû íà÷àëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ â êàæäîì ñîñòîÿ-

íèè; äëèíû ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ìîìåíòàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ íà äðóãîå ÿâ-

ëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð îöåíêè

èññëåäóåìûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè,

äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äè��åðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1�4℄, â êîòîðûõ ââåäåíî ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ

èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâ îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷å-

íèé. Ýòî ðàñøèðåíèå ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè

â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, íî îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòàòèñòè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè. Íàïîìíèì

îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = f(htσ, x, u), (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R
n × R

m, (0.1)

ïàðàìåòðèçîâàííîé òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ, ht); çäåñü Σ � ïîëíîå ìåòðè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ht � ïîòîê íà Σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(t, σ,X) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

ñèñòåìû (0.1) â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè �èêñèðîâàííîì σ ∈ Σ èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Èíâà-
ðèàíòíîñòü çàäàííîãî ìíîæåñòâà M(σ) = {(t, x) : t > 0, x ∈ M(htσ)} ïîíèìàåòñÿ â ñòàòèñòè÷å-

ñêîì ñìûñëå, òî åñòü ìíîæåñòâî M(σ) ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (0.1), åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

D
(
t, σ,M(σ)

)
ñèñòåìû(0.1) ìíîæåñòâîì M(htσ) ðàâíà åäèíèöå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæå-

ñòâî M(σ) íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñëàáî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (0.1), åñëè

äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M(σ) íàéäåòñÿ òàêîå ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) ýòîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x, ÷òî âåðõíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîïàäàíèÿ äàííîãî

ðåøåíèÿ â ìíîæåñòâî M(σ) ðàâíà åäèíèöå.
Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè
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ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, âûðàæåííûå â òåðìèíàõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà, ïðîèçâîäíîé Êëàðêà,

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñäâèãîâ è õàðàêòåðèñòèê

κ(ϑ, τ, σ)
.
=

mes{t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : z∗(t, σ) 6 0}

τ
, κ(τ, σ)

.
= inf

ϑ> 0
κ(ϑ, τ, σ),

êîòîðûå îòîáðàæàþò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè íàõîæäåíèÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ z∗(t, σ) çàäà÷è
Êîøè

ż = w(htσ, z), z(σ, 0) = z0(σ)

â ìíîæåñòâå (−∞, 0].
�åçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ â áèîëîãèè, ýêîíî-

ìèêå è òåõíèêå, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ. �àññìàòðèâàåòñÿ

óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Äëÿ ýòîãî ïðîöåññà äëèíû ïðîìåæóòêîâ ìåæäó ìîìåíòàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ

íà äðóãîå ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìíîæå-

ñòâî ñîñòîÿíèé ïðîöåññà êîíå÷íî; äëÿ íåãî çàäàíû íà÷àëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå è

âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷èòü îöåíêè ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, âûïîëíåííûå äëÿ

âñåõ çíà÷åíèé σ ∈ Σ è îöåíêè, âûïîëíåííûå ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.

� 1. Õàðàêòåðèñòèêè èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè

Èññëåäóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñåìåéñòâà óïðàâ-

ëÿåìûõ ñèñòåì

ẋ = f(htσ, x, u), u ∈ U(htσ, x), (t, σ, x) ∈ R× Σ× R
n, (1.1)

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà σ ∈ Σ.
Â ÷àñòíîñòè, áóäåì èçó÷àòü óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷å-

ñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, µ, ht) è �óíêöèÿìè f è U. Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (Σ,A, µ, ht), ãäå Σ � �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìû; A � íåêîòîðàÿ ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Σ; ht � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èçìå-

ðèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Σ â ñåáÿ (èçìåðèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî htA ∈ A äëÿ

êàæäîãî A ∈ A è äëÿ ëþáîãî t ∈ R). Äàëåå, µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ñ íîñèòåëåì íà ïðîñòðàí-

ñòâå Σ, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ht, òî åñòü µ(htA) = µ(A) äëÿ âñåõ A ∈ A è ëþáîãî

t ∈ R (ñì., íàïðèìåð, [5, ñ. 12℄). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Σ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç comp(Rn) ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò σ ∈ Σ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ïåðå÷èñëåííûå íèæå ñâîéñòâà:

1) äëÿ êàæäîãî t ∈ R �óíêöèÿ (x, u) → f(htσ, x, u) íåïðåðûâíà;
2) äëÿ êàæäîé òî÷êè (x, u) ∈ R

n × R
m
�óíêöèÿ t→ f(htσ, x, u) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà;

3) �óíêöèÿ (t, x) → U(htσ, x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå comp(Rm) è ïîëóíåïðå-

ðûâíà ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à äëÿ âñåõ (t, x) ∈ R× R
n.

Ïóñòü σ ∈ Σ �èêñèðîâàíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ñèñòå-

ìå (1.1) äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = coH(σ, x), (1.2)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (σ, x) ∈ Σ × R
n
ìíîæåñòâî H(htσ, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè (t, x) → f
(
htσ, x, U(htσ, x)

)
ïðè (ti, xi) → (t, x). Äàëåå, çàïèñü

coH(htσ, x) îçíà÷àåò çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà H(htσ, x).
Ïóñòü Ω

.
= Σ× comp(Rn). Êàæäîìó ìíîæåñòâó X ∈ comp(Rn) è ìîìåíòó âðåìåíè t > 0 ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî D(t, ω), ãäå ω = (σ,X), ñîñòîÿùåå èç âñåõ çíà÷åíèé â ìîìåíò t
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ðåøåíèé t → ϕ(t, σ, x) âêëþ÷åíèÿ (1.2), êîãäà íà÷àëüíîå óñëîâèå ϕ(0, σ, x) = x ïðîáåãàåò âñå

ìíîæåñòâî X. Ìíîæåñòâî D(t, ω) ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 èíòåãðàëüíîé âî-

ðîíêè âêëþ÷åíèÿ (1.2) è íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà X ∈ comp(Rn) ìíîæåñòâî D(t, ω) ñóùåñòâóåò ïðè
âñåõ t > 0; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ϕ(t, σ, x) äè��åðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x è ïðîäîëæàåìîå íà
ïîëóîñü R+ = [0,∞).

Äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå t →M(htσ) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðî-

ñòðàíñòâå comp(Rn) è ìíîæåñòâî

M(σ) = {(t, x) : t > 0, x ∈M(htσ)}.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèÿ t → M(htσ) íåïðåðûâíà â ìåòðèêå Õàóñäîð�à. Äëÿ çàäàííûõ

çíà÷åíèé ϑ > 0, τ > 0, ω ∈ Ω ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

α(ϑ, τ, ω)
.
=

{
t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : D(t, ω) ⊆M(htσ)

}
.

Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ èíâàðèàíòíîñòüþ ìíîæåñòâà M(σ) íà êîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå âðåìåíè.

Îïðåäåëåíèå 1. Îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D(t, ω)
ñèñòåìû (1.1) çàäàííûì ìíîæåñòâîì M(σ) íà îòðåçêå [ϑ, ϑ+τ ] áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêó

freq(ϑ, τ, ω)
.
=

mesα(ϑ, τ, ω)

τ
=

mes
{
t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D(t, ω) ⊆M(htσ)

}

τ
.

Âàæíî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó freq(ϑ, τ, ω) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè ϑ > 0,
ïîýòîìó åñòåñòâåííî äëÿ çàäàííûõ τ > 0 è ω ∈ Ω îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêó

freq(τ, ω)
.
= inf

ϑ> 0
freq(ϑ, τ, ω) = inf

ϑ> 0

mes {t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : D(t, ω) ⊆M(htσ)}

τ
.

Ýòà õàðàêòåðèñòèêà îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ òåì, ÷òî îíà îòîáðà-

æàåò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè ïðåáûâàíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè D(t, ω) â ìíîæåñòâå M(σ)
íà îòðåçêå çàäàííîé äëèíû.

Ïóñòü çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M r(σ) = M(σ) + Or(0) çàìêíóòóþ
r-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M(σ) â R

n, ÷åðåç N r(σ) = M r(σ) \M(σ) � âíåøíþþ r-îêðåñòíîñòü
ãðàíèöû M(σ), òàêæå ïîñòðîèì ìíîæåñòâî N

r(σ) = {(t, x) : t > 0, x ∈ N r(htσ)}.

Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [6℄). Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ x→ V (σ, x) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà

(îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà M(σ)), åñëè �óíêöèÿ (t, x) → V (htσ, x) óäîâëåòâîðÿåò

ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) V (htσ, x) 6 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ M(σ);
2) V (htσ, x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 è âñåõ (t, x) ∈ N

r(σ).

Äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé �óíêöèè V (σ, x) îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå (σ, x) ∈ Σ×R
n

ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà q ∈ R
n
íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë (ñì. [7, 
. 17℄ ):

V o(σ, x; q)
.
= lim sup

(ϑ,y,ε)→(σ,x,+0)

V (hεϑ, y + εq)− V (ϑ, y)

ε
,

à âûðàæåíèÿ V o
min(σ, x)

.
= inf

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q), V o

max(σ, x)
.
= sup

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q) íàçûâàþòñÿ íèæ-

íåé è âåðõíåé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè V â ñèëó äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.2).

�àññìîòðèì ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó Êîøè

ż = w(htσ, z), z(0, σ) = z0(σ) (1.3)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.
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Óñëîâèå 2. Ñóùåñòâóåò σ ∈ Σ òàêîå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ êàæäîãî t > 0 �óíêöèÿ z → w(htσ, z) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

lim
|z|→∞

|w(htσ, z)|

|z|
<∞;

2) äëÿ êàæäîãî z ∈ R �óíêöèÿ t→ w(htσ, z) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà.

Åñëè óñëîâèå 2 âûïîëíåíî äëÿ çàäàííîãî σ ∈ Σ, òî ñóùåñòâóåò âåðõíåå ðåøåíèå z∗(t, σ)
çàäà÷è Êîøè (1.3), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞) (ñì. [4℄).

Ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó

κ(ϑ, τ, σ)
.
=

mes{t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : z∗(t, σ) 6 0}

τ
,

êîòîðóþ íàçîâåì îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïðåáûâàíèÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ z∗(t, σ) çàäà÷è Êîøè
(1.3) â ìíîæåñòâå (−∞, 0] íà îòðåçêå [ϑ, ϑ+ τ ]. Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü õàðàêòåðèñòèêó

κ(τ, σ)
.
= inf

ϑ> 0
κ(ϑ, τ, σ) = inf

ϑ> 0

mes{t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : z∗(t, σ) 6 0}

τ
,

êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè íàõîæäåíèÿ âåðõíåãî ðåøåíèÿ z∗(t, σ) â ìíîæå-

ñòâå (−∞, 0].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ σ ∈ Σ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2 è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M(σ) âñå
ðåøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0, σ, x) = x, ïðîäîëæàåìû

íà ïîëóîñü R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè V (σ, x) è w(σ, z) òàêèå, ÷òî �óíê-
öèÿ V (σ, x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M(σ) è äëÿ âñåõ x ∈ R

n

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
max(σ, x) 6 w

(
σ, V (σ, x)

)
. (1.4)

Òîãäà åñëè X ∈ comp(Rn) è max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ), òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

freq(ϑ, τ, ω) > κ(ϑ, τ, σ), freq(τ, ω) > κ(τ, σ). (1.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîãî σ ∈ Σ è äëÿ êàæäîãî x èç ìíîæåñòâà X îáîçíà-

÷èì ÷åðåç ϕ(t, σ, x) íåêîòîðîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (1.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
ϕ(0, σ, x) = x ∈ X. �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t, σ) = V

(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
. Ôóíêöèÿ t → v(t, σ) óäî-

âëåòâîðÿåò ëîêàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà (ñì. [6℄), ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû �àäåìàõåðà îíà

äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0. Ïîñêîëüêó ϕ(0, σ, x) ∈ X, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v(0, σ) = V (σ, x) 6 max
x∈X

V (σ, x) 6 z0(σ).

Â ðàáîòå [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèè v(t, σ) âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

v̇(t, σ) 6 V o
max

(
htσ, ϕ(t, σ, x)

)
,

ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ (1.4), èìååì ïðè âñåõ t > 0 íåðàâåíñòâî v̇(t, σ) 6 w(htσ, v(t, σ)). Èç ïîñëåä-
íåãî íåðàâåíñòâà, íåðàâåíñòâà v(0, σ) 6 z0(σ) è òåîðåìû 18.1 ðàáîòû [4℄ ñëåäóåò, ÷òî âåðõíåå

ðåøåíèå z∗(t, σ) çàäà÷è Êîøè (1.3) îïðåäåëåíî è v(t, σ) 6 z∗(t, σ) ïðè âñåõ t > 0.
Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ V (σ, x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M(σ),

òî âêëþ÷åíèå D(t, ω) ⊆M(htσ) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó v(t, σ) 6 0, ïîýòîìó

freq(ϑ, τ, ω)
.
=

mes
{
t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D(t, ω) ⊆M(htσ)

}

τ
=

=
mes

{
t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : v(t, σ) 6 0

}

τ
>

mes
{
t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : z∗(t, σ) 6 0

}

τ

.
= κ(ϑ, τ, σ).
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Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (1.5):

freq(τ, ω) = inf
ϑ> 0

mes{t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : v(t, σ) 6 0
}

τ
>

> inf
ϑ> 0

mes{t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : z∗(t, σ) 6 0}

τ

.
= κ(τ, σ).

� 2. Îöåíêà õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì

ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè èíâàðèàíòíîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

D
(
t, σ,M

)
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1.1), ïàðàìåòðèçîâàííîé ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñè-

ñòåìîé (Σ,A, µ, ht), êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â ðàáîòàõ [8, 9℄. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâî (Σ,A, µ) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Σ1,A1, µ1)
è (Σ2,A2, µ2). Çäåñü Σ1 îçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé θ = (θ1, . . . , θk, . . . ),
ãäå θk ∈ (0,∞), ñèñòåìà ìíîæåñòâ A1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèãìà-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé öè-

ëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè Ek
.
= {θ ∈ Σ1 : θ1 ∈ I1, . . . , θk ∈ Ik}, ãäå Ii

.
= (ti, si], à âåðîÿòíîñò-

íàÿ ìåðà µ1 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ïðîìåæóòêà Ii
.
= (ti, si], i > 2, îïðå-

äåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ̃1(Ii) = G(si)−G(ti) ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ G(t), íà
àëãåáðå öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîèì ìåðó µ̃1(Ek) = µ̃1(I1)µ̃1(I2) . . . µ̃1(Ik), òîãäà â ñè-
ëó òåîðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [10, ñ. 176℄) íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ1,A1)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû µ̃1 íà
ñèãìà-àëãåáðó A1.

Äàëåå, ïóñòü çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ψ = {ψ1, . . . , ψℓ} è ñèãìà-àëãåáðà åãî ïîäìíî-

æåñòâ A0, íà êîòîðîé îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ̃2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ2 ìíîæåñòâî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé

Σ2
.
= {ϕ : ϕ = (ψ0, ψ1, . . . , ψk, . . . ), ψk ∈ Ψ},

÷åðåç A2 îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

Dk
.
= {ϕ ∈ Σ2 : ψ1 ∈ Ψ1, . . . , ψk ∈ Ψk}, ãäå Ψi ∈ A0,

îïðåäåëèì ìåðó µ̃2(Dk) = µ̃2(Ψ1)µ̃2(Ψ2) . . . µ̃2(Ψk) è ìåðó µ2 êàê ïðîäîëæåíèå ìåðû µ̃2 íà

ñèãìà-àëãåáðó A2. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µ2(ψi) > 0 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , ℓ. Íà ïðîñòðàíñòâå
(Σ,A, µ) îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà htσ, ñîõðàíÿþùåå ìåðó µ = µ1 × µ2 (ñì. [5, ñ. 190℄,
[8℄). Ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µ1 è µ2; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

µ1 × µ2(A×B) = µ1(A)µ2(B) äëÿ âñåõ A ∈ A1, B ∈ A2.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τk}
∞
k=0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: τ0 = 0, τk(θ) =

k∑
i=1

θi, ãäå θ ∈ Σ1.

Èç ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëàõ (τk, τk+1) ìåæäó ìîìåíòàìè
ïåðåêëþ÷åíèÿ τk, k = 1, 2, . . . , ñèñòåìà (1.1) íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà Ψ,
à äëèíû èíòåðâàëîâ θk = τk − τk−1 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ �óíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ G(t).

Â ñèëó ñòðóêòóðû äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Σ,A, µ, ht) óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1.1), ïîðîæ-

äåííóþ ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Â ðàáî-

òàõ [4, 9℄ èññëåäîâàëàñü ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R
n × R

m.

Ïóñòü çàäàíî ïîäìíîæåñòâî M = {(t, x) : t > 0, x ∈ M} ïðîñòðàíñòâà R
n+1, ãäå M � íåïó-

ñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψi ñèñòåìó, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (1.1),
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êîãäà îíà ïðè âñåõ t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψi ìíîæåñòâà Ψ; ÷åðåç Di(t,X) � ìíîæåñòâî äî-

ñòèæèìîñòè ñèñòåìû ψi â ìîìåíò âðåìåíè t èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X, i = 1, . . . , ℓ. Ââåäåì
òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

αi = αi(X,M) = min
{
t ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M ïðè t > τ

}
,

βi = βi(X,M) = inf
{
t ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ ïðè t > τ

}
, i = 1, . . . , ℓ.

Åñëè êàêîãî-ëèáî èç ýòèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè íå ñóùåñòâóåò, ïîëîæèì αi = ∞ èëè βi = ∞.
Ìíîæåñòâî {(t, x) : t > 0, x ∈ X} íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî

ñèñòåìû (1.1), åñëè äëÿ ëþáûõ t > 0 è σ ∈ Σ âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå D
(
t, σ,X

)
⊆ X.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü θk = α äëÿ âñåõ k = 2, 3, . . . , Λ
.
= max(α1, . . . , αℓ) < α. Åñëè M ⊆ X

è ìíîæåñòâî {(t, x) : t > 0, x ∈ X} ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòå-

ìû (1.1), òî äëÿ ëþáîãî m = 0, 1, 2, . . . ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåí-

êè:

1) åñëè τ ∈ [mα,mα+ Λ), òî freq(τ, σ,M) >
m(α− Λ)

τ
>
m(α− Λ)

mα+ Λ
;

2) åñëè τ ∈ [mα+ Λ, (m+ 1)α), òî freq(τ, σ,M) >
τ − (m+ 1)Λ

τ
>
m(α− Λ)

(m+ 1)α
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ çàäàííîãî σ ∈ Σ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî D̃(t, σ,X), êîòîðîå ïðè
t ∈ [τk, τk+1) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Di(t − τk,X) = D(t − τk, σ,X), åñëè ñèñòåìà (1.1) íàõî-

äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψi ïðè t ∈ [τk, τk+1). Ìíîæåñòâî {(t, x) : t > 0, x ∈ X} ïîëîæèòåëüíî èíâà-

ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.1), ïîýòîìó äëÿ ìíîæåñòâà M ⊆ X èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

D(t, σ,M) ⊆ X è D(t, σ,M) ⊆ D̃(t, σ,X). Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

freq(τ, σ,M)
.
= inf

ϑ> 0

mes {t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D(t, σ,M) ⊆M}

τ
>

> inf
ϑ> 0

mes {t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}

τ

.
= freq0(τ, σ,M).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îöåíêè ñíèçó freq(τ, σ,M) íóæíî íàéòè èëè îöåíèòü õàðàêòåðèñòèêó

freq0(τ, σ,M) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé τ > 0.
Âûáåðåì òàêîå i ∈ {1, . . . , ℓ}, ÷òî αi = Λ = max(α1, . . . , αℓ). Ïóñòü τ < Λ = αi. Èç

îïðåäåëåíèÿ αi ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðè t ∈ [τk, τk+1) ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψi, òî
D̃(t− τk, σ,X) 6⊆M, ïîýòîìó freq0(τ, σ,M) = 0. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ τ > Λ âåëè÷èíà

1

τ
·mes {t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}

äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϑ = τk è ñîñòîÿíèå ψi ïîÿâèòñÿ íà ïðî-

ìåæóòêå [τk, τk+1), à òàêæå íà ñëåäóþùèõ çà íèì ïðîìåæóòêàõ, ñîäåðæàùèõ â ñåáå îòðåçîê

[ϑ, ϑ+ τ ]. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî m ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðîèçîéäåò ñîáûòèå Bk, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ψi ïî-

ÿâÿòñÿ m ðàç ïîäðÿä íà ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ [τk, τk+1), . . . , [τk+m−1, τk+m) (äðóãèìè ñëîâàìè,
â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ïîÿâèòñÿ ñåðèÿ óñïåõîâ äëèíîé m). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (Σ,A, µ, ht) ìåðà µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ht, ïîýòîìó ñîáûòèÿ Bk íåçàâèñè-

ìû è èìåþò îäèíàêîâûå ïîëîæèòåëüíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
k=1

µ(Bk) ðàñõîäèòñÿ; ïîýòîìó ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðîèçîéäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé

Bk (ñì. [11, ñ. 216 ℄).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè τ ∈ [Λ, α), òî D̃(t, σ,X) 6⊆ M ïðè t ∈ [τk, τk + Λ) è D̃(t, σ,X) ⊆M ïðè

t ∈ [τk + Λ, τk + τ). Ñëåäîâàòåëüíî,

freq0(τ, σ,M) =
mes [τk +Λ, τk + τ)

mes [τk, τk + τ)
=
τ − Λ

τ
>
τ − Λ

α
.
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Åñëè τ ∈ [α,α+Λ), òî D̃(t, σ,X) 6⊆M ïðè t ∈ [τk, τk +Λ)∪ [τk +α, τk + τ) è D̃(t, σ,X) ⊆M ïðè

t ∈ [τk + Λ, τk + α), ïîýòîìó

freq0(τ, σ,M) =
mes [τk + Λ, τk + α)

mes [τk, τk + τ)
=
α− Λ

τ
>
α− Λ

α+ Λ
.

Åñëè τ ∈ [α+Λ, 2α), òî D̃(t, σ,X) 6⊆M ïðè t ∈ [τk, τk + 2Λ) ∪ [τk + 2α, τk + τ) è D̃(t, σ,X) ⊆M
ïðè t ∈ [τk + 2Λ, τk + τ), ïîýòîìó

freq0(τ, σ,M) =
mes [τk + 2Λ, τk + τ)

mes [τk, τk + τ)
=
τ − 2Λ

τ
>
α− Λ

2α
.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îöåíêè õàðàêòåðèñòèêè freq(τ, σ,M) äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé τ. �

Òåîðåìà 3. Ïóñòü θk = α äëÿ âñåõ k = 2, 3, . . . , Γ
.
= max(β1, . . . , βℓ) < α. Åñëè M ⊆ X

è ìíîæåñòâî {(t, x) : t > 0, x ∈ X} ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòå-

ìû (1.1), òî äëÿ ëþáîãî m = 0, 1, 2, . . . ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåí-

êè:

1) åñëè τ ∈ [mα,mα+ Γ), òî freq(τ, σ,M) 6 1−
m(α− Γ)

τ
< 1−

m(α− Γ)

mα+ Γ
;

2) åñëè τ ∈ [mα+ Γ, (m+ 1)α), òî freq(τ, σ,M) 6 1−
τ − (m+ 1)Γ

τ
< 1−

m(α− Γ)

(m+ 1)α
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì îöåíêè ñâåðõó äëÿ õàðàêòåðèñòèêè freq(τ, σ,M). Ïî-
ñêîëüêó D(t, σ,M) ⊆ D̃(t, σ,X), òî

freq(τ, σ,X \M)
.
= inf

ϑ> 0

mes{t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D(t, σ,M) ⊆ X \M}

τ
>

> inf
ϑ> 0

mes{t ∈ [ϑ, ϑ+ τ ] : D̃(t, σ,X) ⊆ X \M}

τ

.
= freq0(τ, σ,X \M).

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà freq(τ, σ,M) + freq(τ, σ,X \M) 6 1 ïîëó÷àåì

freq(τ, σ,M) 6 1− freq(τ, σ,X \M) 6 1− freq0(τ, σ,X \M).

Íàéäåì çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòèêè freq0(τ, σ,X\M) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé τ > 0. Âûáåðåì
òàêîå i ∈ {1, . . . , ℓ}, ÷òî βi = Γ = max(β1, . . . , βℓ). Ïóñòü τ < Γ = βi. Èç îïðåäåëåíèÿ βi ñëåäóåò,
÷òî åñëè ïðè t ∈ [τk, τk+1) ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψi, òî D̃(t−τk, σ,X) 6⊆ X \M, ïîýòîìó
freq0(τ, σ,X \M) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òîëüêî îöåíêó freq(τ, σ,M) 6 1. �àññìîòðèì
τ ∈ [Γ, α), òîãäà D̃(t, σ,X) 6⊆ X\M ïðè t ∈ [τk, τk+Γ) è D̃(t, σ,X) ⊆ X \M ïðè t ∈ [τk+Γ, τk+τ);

ïîýòîìó freq0(τ, σ,X \M) =
τ − Γ

τ
, ñëåäîâàòåëüíî,

freq(τ, σ,M) 6 1−
τ − Γ

τ
< 1.

Åñëè τ ∈ [α,α+Γ), òî D̃(t, σ,X) 6⊆ X \M ïðè t ∈ [τk, τk+Γ)∪ [τk+α, τk+τ) è D̃(t, σ,X) ⊆ X \M
ïðè t ∈ [τk + Γ, τk + α), ïîýòîìó

freq(τ, σ,M) 6 1−
α− Γ

τ
< 1−

α− Γ

α+ Γ
.

Eñëè τ ∈ [α+Γ, 2α), òî D̃(t, σ,X) 6⊆ X \M ïðè t ∈ [τk, τk+2Γ)∪ [τk+2α, τk+τ) è D̃(t, σ,X) ⊆M
ïðè t ∈ [τk + 2Γ, τk + τ), ïîýòîìó

freq(τ, σ,M) 6 1−
τ − 2Γ

τ
< 1−

α− Γ

2α
.
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Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé τ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. �

Íàïîìíèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè ìíîæåñòâî D̃(t, σ,X) êàê ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïðè t ∈
∈ [τk, τk+1) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Di(t − τk,X) = D(t − τk, σ,X), åñëè ñèñòåìà (1.1) íàõî-

äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ψi ïðè t ∈ [τk, τk+1), k = 0, 1, 2, . . . .

Ëåììà 1. Ïóñòü θk = α äëÿ âñåõ k = 2, 3, . . . è α 6 Λ = max(α1, . . . , αℓ). Òîãäà äëÿ âñåõ

τ > 0 ðàâåíñòâî

freq0(τ, σ,M)
.
= inf

ϑ> 0

mes {t ∈ [ϑ, ϑ + τ ] : D̃(t, σ,X) ⊆M}

τ
= 0

âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Åñëè α > Γ
.
= max(β1, . . . , βℓ), òî freq0(τ, σ,X \M) = 0

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü αi = max(α1, . . . , αℓ). Îïðåäåëèì ñîáûòèÿ Bk, k = 2, 3, . . . ,
ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ψi ïîÿâÿòñÿ m ðàç ïîäðÿä íà ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ [τk, τk+1),
. . . , [τk+m−1, τk+m) (äðóãèìè ñëîâàìè, â èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ïîÿâèòñÿ ñåðèÿ óñïåõîâ äëè-

íîé m). Kàæäîìó τ > 0 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m = m(τ) = [τ/α] + 1
(çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëå-

äóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðîèçîéäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáûòèé Bk. Äàëåå, åñëè ïî-

ÿâèòñÿ Bk, òî íà ïðîìåæóòêå [τk, τk + mα] áóäåò âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå D̃(t − τk, σ,X) 6⊆ M,
ïîýòîìó freq0(τ, σ,M) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè α > Γ, òî ðàâåíñòâî freq0(τ, σ,X \M) = 0 òàêæå

âûïîëíåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Ëåììà 2. Ïóñòü M ⊆ X, X ∈ comp(Rn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèÿ Ëÿ-

ïóíîâà V (x) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è ïîñòîÿííûå ai, bi òàêèå, ÷òî ai 6= 0, bi < 0,
bi + aiv0 < 0, ãäå v0 = max

x∈X
V (x). Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ R

n
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
max(x)

.
= sup

q∈Aix+BicoU
V o(x; q) 6 aiV (x) + bi, (2.1)

òî αi = αi(X,M)
.
= min

{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ⊆M ïðè t > τ

}
6

1

ai
ln

bi
bi + aiv0

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî x èç ìíîæåñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t, x) íåêî-
òîðîå ðåøåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ψi = (Ai, Bi), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

ϕ(0, x) = x ∈ X. �àññìîòðèì �óíêöèþ v(t) = V
(
ϕ(t, x)

)
, êîòîðàÿ â ñèëó òåîðåìû �àäåìàõåðà

äè��åðåíöèðóåìà ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0. Ïîñêîëüêó ϕ(0, x) ∈ X, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

v(0) = V (x) 6 v0. Èç íåðàâåíñòâ (2.1) è v̇(t) 6 V o
max

(
ϕ(t, x)

)
ïîëó÷àåì ïðè âñåõ t > 0 íåðàâåí-

ñòâî v̇(t) 6 aiv(t) + bi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(t) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ż = aiz + bi, z(0) = v0,

òîãäà z(t) =
bi
ai

(
eait−1

)
+v0e

ait
è â ñèëó òåîðåìû î äè��åðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ v(t) 6 z(t)

ïðè âñåõ t > 0. Åñëè ai 6= 0, bi < 0 è bi + aiv0 < 0, òî z(t) 6 0 ïðè âñåõ t > ti =
1

ai
ln

bi
bi + aiv0

.

Ïîñêîëüêó M ⊆ X è V (x) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M, òî
v0 = max

x∈X
V (x) > 0, ïîýòîìó ti > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè t > ti âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî v(t) 6 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Di(t,X) ⊆ M ïðè t > ti. Èç îïðåäåëåíèÿ αi ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

αi 6 ti.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.
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Ëåììà 3. Ïóñòü M ⊆ X, X ∈ comp(Rn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèÿ Ëÿ-

ïóíîâà V (x) îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M è ïîñòîÿííûå ai, bi òàêèå, ÷òî ai 6= 0, bi > 0,
bi + ais0 > 0, ãäå s0 = min

x∈X
V (x) < 0. Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ R

n
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

V o
min(x)

.
= inf

q∈Aix+BicoU
V o(x; q) > aiV (x) + bi,

òî βi = βi(X,M)
.
= inf

{
τ ∈ [0,∞) : Di(t,X) ∩M = ∅ ïðè t > τ

}
6

1

ai
ln

bi
bi + ais0

.

Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(htσ)x+B(htσ)u, (t, σ, x, u) ∈ R× Σ× R
2 × R, (2.2)

ïàðàìåòðèçîâàííóþ ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (Σ,A, ν, ht), êîòîðàÿ îïèñàíà â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå. Çäåñü Σ = Σ1 × Σ2, ìíîæåñòâî Σ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé θ = (θ1, . . . , θk, . . . ), ãäå θk = α = 80, k = 2, 3 . . . . Çàäàíî ìíîæåñòâî U = [1; 2]
è ìíîæåñòâî Ψ, êîòîðîå ñîäåðæèò äâà ñîñòîÿíèÿ ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2, ãäå

A1 =

(
−1 1
−1 −1

)
, B1 =

(
0
−1

)
, A2 =

(
−2 1
−1 −2

)
, B2 =

(
1
−1

)
.

Íàéäåì îöåíêó õàðàêòåðèñòèêè freq(τ, σ,M) äëÿ ìíîæåñòâà M = Σ × M, ãäå M = O 4

3

(0) �

çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà

4

3
.

Ñèñòåìå (2.2) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), (2.3)

ãäå äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè (σ, x) ∈ Σ × R
n
ìíîæåñòâî F (htσ, x) ñîñòîèò èç âñåõ

ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè (t, x) → f
(
htσ, x, U

)
= A(htσ)x+B(htσ)U ïðè (ti, xi) → (t, x).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ2i, i = 1, 2 ïîäìíîæåñòâî Σ2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ñ �èêñèðîâàííîé ïåðâîé êîîðäèíàòîé: ϕ0 = ψi = (Ai, Bi), i = 1, 2. Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî Ψ ñîäåðæèò äâà ñîñòîÿíèÿ ψ1, ψ2, òî Σ2 = Σ21 ∪Σ22 è ïðîñòðàíñòâî Σ ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñóììû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Σ = Σ1∪Σ2, ãäå Σ1 = Σ1×Σ21, Σ
2 = Σ1×Σ22.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå Σ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ Σ1
è Σ2

ïî-ðàçíîìó íàõîäÿòñÿ ïðîèç-

âîäíûå â ñèëó âêëþ÷åíèÿ. �àññìîòðèì �óíêöèþ Ëÿïóíîâà V (σ, x) = x21+x
2
2−

16

9
îòíîñèòåëüíî

ìíîæåñòâà Σ×O 4

3

(0) è íàéäåì âåðõíþþ ïðîèçâîäíóþ äàííîé �óíêöèè â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (2.3).

Åñëè σ ∈ Σ1, òî

V o
max(σ, x) =

{
−2x21 − 2x22 − 2x2 ïðè x2 > 0,

−2x21 − 2x22 − 4x2 ïðè x2 < 0;

åñëè σ ∈ Σ2, òî

V o
max(σ, x) =

{
−4x21 − 4x22 + 4(x1 − x2) ïðè x1 > x2,

−4x21 − 4x22 + 2(x1 − x2) ïðè x1 < x2.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî M = O 4

3

(0) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå X = O2(0), à ìíîæåñòâî

{(t, x) : t > 0, x ∈ X} ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (2.2). Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü �óíêöèþ V (σ, x) =
= x21 +x22 − 4, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî äàííîãî ìíîæåñòâà, è ïîêà-
çàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî V o

max(σ, x) 6 0 âûïîëíåíî äëÿ âñåõ σ ∈ Σ è âñåõ x ∈ R
2 \O2(0) (óñëîâèÿ

ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [6℄).
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Äëÿ �óíêöèè Ëÿïóíîâà V (x) = x21 + x22 −
16

9
ëèíåéíîé ñèñòåìû ψ1 îòíîñèòåëüíî ìíîæå-

ñòâàM ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå a1, b1 (íàïðèìåð, a1 =
1

40
, b1 = −

1

9
) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R

2

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.1). Íàéäåì v0 = max
x∈X

V (x) =
20

9
, ãäå X = O 4

3

(0), ïîýòîìó â ñèëó

ëåììû 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî α1 6 40 ln 2. Èç ëåììû 2 òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî α2 6 80 ln 2,
ïîýòîìó Λ = 80 ln 2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè τ ∈ [80m, 80m + 80 ln 2), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

freq(τ, σ,M) >
m(1− ln 2)

m+ ln 2
.

Åñëè τ ∈ [80m+ 80 ln 2, 80(m + 1)), òî freq(τ, σ,M) >
m(1− ln 2)

m+ 1
.
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This arti
le is 
ontinuation of works of L. I. Rodina and E. L. Tonkov in whi
h expansion of the 
on
ept of

invarian
e for sets 
on
erning 
ontrol systems and di�erential in
lusions is entered. This expansion 
onsists
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in resear
h of the sets whi
h are not invariant in ¾
lassi
al¿ sense, but possess the property of statisti
al

invarian
e, and also in studying of statisti
al 
hara
teristi
s for attainability set of 
ontrol system.

We 
onsider the 
hara
teristi
s 
onne
ted with the invarian
e of the given set M(σ) with respe
t to

the 
ontrol system whi
h display the property of uniformity of stay for the attainability set of the system

in M(σ) on the �nite time interval. We obtain estimates of these 
hara
teristi
s for systems with random


oe�
ients in terms of Lyapunov fun
tions, a derivative owing to di�erential in
lusion and the dynami
al

system of shifts. In parti
ular, we investigate the estimations with probability one for 
hara
teristi
s of 
ontrol

system whi
h we will name a system with swit
hings. This system 
an be identi�ed with a stationary random

pro
ess whose set of states is �nite; for this set there are given the initial probability distribution and the

probabilities of �nding in ea
h state; the lengths of intervals between the moments of swit
hing system from

one state to another are random variables with a given distribution fun
tion. The example of estimation of

the investigated 
hara
teristi
s for a linear 
ontrol system with swit
hings is 
onsidered.
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