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ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè òâåðäîãî òåëà, îáëàäàþùåãî �îðìîé

êðóãîâîãî öèëèíäðà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ N òî÷å÷íûìè âèõðÿìè, â èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â îáùåì

ñëó÷àå öèðêóëÿöèÿ æèäêîñòè âîêðóã öèëèíäðà ïðåäïîëàãàåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå. Óêàçàíû ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû � ãîðèçîíòàëü-

íàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòû èìïóëüñà, � ïîñëåäíèé èç êîòîðûõ, î÷åâèäíî, íåàâòîíîìíûé. Îñíîâ-

íîå âíèìàíèå ñêîíöåíòðèðîâàíî íà èññëåäîâàíèè êîí�èãóðàöèè, àíàëîãè÷íîé çàäà÷å Ô¼ïïëÿ: öèëèíäð

äâèæåòñÿ â ïîëå òÿæåñòè â ñîïðîâîæäåíèè âèõðåâîé ïàðû (N = 2). Â ýòîì ñëó÷àå öèðêóëÿöèÿ âîêðóã

öèëèíäðà ðàâíà íóëþ, à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íà íåêîòîðîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðà-

çèè. Ïîêàçàíî, ÷òî, â îòëè÷èå îò êîí�èãóðàöèè Ô¼ïïëÿ, â ïîëå ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå

âèõðåé íåâîçìîæíî. �àññìîòðåíà îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à: öèëèíäð ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëûì,

âñëåäñòâèå ÷åãî âèõðè íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà åãî ïàäåíèå. Êàê ïîëíàÿ, òàê è îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à

èññëåäîâàíà ÷èñëåííî, â ðåçóëüòàòå îòìå÷åíî êà÷åñòâåííîå ñõîäñòâî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé: â áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ âçàèìîäåéñòâèå âèõðåâîé ïàðû è öèëèíäðà íîñèò õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òî÷å÷íûå âèõðè, âèõðåâàÿ ïàðà, ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ðåäóêöèÿ.

� 1. Ââåäåíèå

Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïðèñóòñòâèè âèõðåâûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ãèäðîäèíàìèêè.

Îáçîð êëàññè÷åñêèõ è ñîâðåìåííûõ ðàáîò ïî äèíàìèêå òî÷å÷íûõ âèõðåé âíóòðè è âíå êðóãî-

âîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â îäíîèìåííîé ãëàâå êíèãè [3℄. Îäíèì èç ïåðâûõ èññëåäîâàíèé óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè áûëè âûïîëíåíû Êèðõãî�îì â ðàáîòå [15℄. Óæå

�åëüìãîëüöåì [12℄ áûëî ðàññìîòðåíî äâèæåíèå âèõðåâûõ íèòåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïëîñêî-

ñòüþ. Îáùàÿ �îðìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé âíóòðè è âíå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè

áûëà ïîëó÷åíà �àóñîì [17℄.

Â ðàáîòå Ô¼ïïëÿ [11℄ èññëåäîâàíî äâèæåíèå âèõðåâîé ïàðû âîêðóã êðóãîâîãî öèëèíäðà

â íàáåãàþùåì ïîòîêå. Óñòîé÷èâîñòü è õàîòèçàöèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å Ô¼ïïëÿ áûëè ðàññìîòðå-

íû â [2℄, à òàêæå â ðÿäå ñòàòåé, óêàçàííûõ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû [2℄.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàäåíèå òâåðäîãî òåëà â èäåàëüíîé æèäêîñòè, âçàèìîäåéñòâó-

þùåãî ñ ñèììåòðè÷íîé ïàðîé òî÷å÷íûõ âèõðåé. Ôèçè÷åñêè òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì âÿçêîé, îñíîâíûå ý��åêòû âÿçêîñòè ñîñðå-

äîòî÷åíû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, à â ïðîöåññå äâèæåíèÿ âèõðè ìîãóò ñðûâàòüñÿ ñ òåëà, à çàòåì

óæå âçàèìîäåéñòâèå òåëà è âèõðåé ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì èäåàëüíîé æèäêîñòè. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì âîçíèêàåò öèðêóëÿöèÿ âîêðóã òåëà [16℄, íî ýòî, êàê ïðàâèëî, òðåáóåò íàëè÷èÿ îñòðûõ

êðîìîê è äîïîëíèòåëüíî òàêæå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ è ñðûâó âèõðåé (âñëåäñòâèå ïîñòóëàòà

Êóòòà�Æóêîâñêîãî).

Âëèÿíèå âÿçêîñòè íà ïàäåíèå òåëà ñîñòîèò â íàëè÷èè ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ, à ñîïðî-

òèâëåíèå � ýòî íå òîëüêî âíóòðåííåå òðåíèå æèäêîñòè, íî è çàòðàòû ýíåðãèè íà ãåíåðàöèþ

âèõðåé. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì è áîëåå ïðîñòûì ñ àíàëèòè÷åñêîé òî÷êè çðå-

íèÿ ðàññìîòðåíèå âìåñòî ñõîäà âèõðåé â âÿçêîé æèäêîñòè äâèæåíèÿ òåëà â èäåàëüíîé æèäêî-

ñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò çàâèõðåííîñòü. Ïðîñòåéøèé ý��åêò çàâèõðåííîñòè � ýòî íàëè÷èå
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öèðêóëÿöèè ïðè îáòåêàíèè òåëà. Ïàäåíèå òåëà ñ öèðêóëÿöèåé ðàññìîòðåíî, íàïðèìåð, â ðàáî-

òàõ [1,4,6℄. Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè öèðêóëÿöèè âîçíèêàþùàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ â íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå. Äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ïðåä-

ñòàâëåíèé î âëèÿíèè çàâèõðåííîñòè íà òåëà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè òåëà ïðè íàëè÷èè

òî÷å÷íûõ âèõðåé. �àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì äëÿ òî÷å÷íûõ âèõðåé ïåðâîíà÷àëüíî áûë ðàçâèò

Êèðõãî�îì [15℄. Â ðàáîòàõ [8, 10, 19℄ ýòîò �îðìàëèçì áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ

öèëèíäðè÷åñêîãî òâåðäîãî òåëà è òî÷å÷íûõ âèõðåé â îòñóòñòâèå òÿæåñòè. Â ðàáîòå [19℄ áûëè

ïîëó÷åíû òî÷íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, â ñòàòüå [8℄ äîêàçàíà èíòåãðèðóåìîñòü çàäà÷è î äâè-

æåíèè öèëèíäðà è âèõðÿ. Â ðàáîòå [10℄ óêàçàíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíà

êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ öèëèíäðà è âèõðÿ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì â ðàçâèòèè ïîñëóæèëà âîçíèêøàÿ â 60-õ ãîäàõ XX âåêà ìîäåëü Áðàóíà�

Ìàéêëà (Brown�Mi
hael), ãäå ñõîä âèõðåé ñ îñòðîé êðîìêè òåëà ïîñòóëèðóåòñÿ (ïîñêîëüêó, êàê

èçâåñòíî, âîçíèêàòü â èäåàëüíîé æèäêîñòè âèõðè íå ìîãóò), à èõ èíòåíñèâíîñòü ìåíÿåòñÿ ñî

âðåìåíåì. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà è âèõðåé èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Áðàóíà�Ìàéêëà,

íàïðèìåð, â ðàáîòå [16℄.

Â îòëè÷èå îò òî÷å÷íûõ âèõðåé ïàäåíèå òåëà â ïðèñóòñòâèè ðàñïðåäåëåííîé çàâèõðåííî-

ñòè (¾âèõðåâàÿ ïåëåíà¿) èçó÷åíî â ðàáîòå [13℄. Íî, õîòÿ â ðàáîòàõ [13, 16℄ ïîëó÷åíû òî÷íûå

óðàâíåíèÿ, ñèñòåìà èç-çà ñâîåé ñëîæíîñòè èññëåäóåòñÿ àâòîðàìè ÷èñëåííî.

Îòìåòèì òàêæå ðàáîòó [14℄, ãäå èññëåäîâàíî äâèæåíèå âèõðÿ â ïðåäïîëîæåíèè ïîñòóïàòåëü-

íîãî äâèæåíèÿ öèëèíäðà. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå â [14℄ ïîñâÿùåíî âîïðîñàì ðàññåÿíèÿ,

÷òî íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå âèõðÿ íà äâèæåíèå öèëèíäðà. Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáî-

òå [14℄ ñêîíöåíòðèðîâàíî íà èññëåäîâàíèè âîçìîæíîñòè õàîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ âèõðÿ

è õàîòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ïðè âîçìóùåíèè äâèæåíèÿ öèëèíäðà.

Èñòîðè÷åñêè ïðîÿâëåíèå ñòîõàñòè÷íîñòè â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ âèõðåâûõ äèïîëåé îäíèìè èç

ïåðâûõ ðàññìîòðåëè àâòîðû ðàáîòû [5℄. Ñîâðåìåííûå ðåçóëüòàòû â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ âèõðåâûõ

ïàð ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [22℄.

Â äàëüíåéøåì â ðàáîòå [18℄ áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ñèììåòðè÷íîé âèõ-

ðåâîé ïàðû ñ êðóãîâûì öèëèíäðîì.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ [21℄ èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î äâèæåíèè òÿæåëîãî öèëèíäðà è îäíî-

ãî âèõðÿ â ïîëå òÿæåñòè ïðè íàëè÷èè îòëè÷íîé îò íóëÿ öèðêóëÿöèè. Â [20℄ ýòè ðåçóëüòàòû

îáîáùåíû íà ñëó÷àé N âèõðåé, à òàêæå ïðèâåäåíû ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå

î íåèíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è î äâèæåíèè öèëèíäðà è îäíîãî âèõðÿ â ïîëå òÿæåñòè.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíî äâèæåíèå ìàññèâíîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà è âèõðåâîé ïàðû

â ïîëå òÿæåñòè. Öèðêóëÿöèÿ æèäêîñòè âîêðóã öèëèíäðà çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Ñëó÷àé íåíóëåâîé öèðêóëÿöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì òâåðäîå òåëî, èìåþùåå �îðìó êðóãîâîãî öèëèíäðà, êîòîðîå äâèæåòñÿ â áåç-

ãðàíè÷íîì îáúåìå èäåàëüíîé æèäêîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî æèäêîñòü

ñîâåðøàåò ïëîñêîïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå è ïîêîèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà

îðòîãîíàëüíû ïëîñêîñòè ïîòîêà. Â æèäêîñòè äâèæóòñÿ äâå ïðÿìîëèíåéíûå âèõðåâûå íèòè,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïàðàëëåëüíà îáðàçóþùèì öèëèíäðà è èìååò èíòåíñèâíîñòü Γ1 è Γ2.

Õîðîøî èçâåñòíû ðåøåíèÿ Ô¼ïïëÿ [2, 11℄: öèëèíäð îáòåêàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì íàáåãàþùèì

ïîòîêîì æèäêîñòè; ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð öèëèíäðà è

ïàðàëëåëüíîé íàïðàâëåíèþ ïîòîêà, íåïîäâèæíî îòíîñèòåëüíî öèëèíäðà ðàñïîëîæåíû äâà âèõ-

ðÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó è ðàâíûìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå èíòåíñèâíîñòÿìè.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå çàäà÷è Ô¼ïïëÿ íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ â ïîëå ñèëû

òÿæåñòè. Êàê è â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêà Ô¼ïïëÿ, íà èíòåíñèâíîñòè âèõðåé íàêëàäûâàåò-

ñÿ îãðàíè÷åíèå Γ1 = −Γ2. Âûäåëåííûì íàïðàâëåíèåì â íàøåé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå

äåéñòâèÿ ñèëû òÿæåñòè. Â ñèëó ýòîãî âèõðè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåðòè-

êàëüíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð öèëèíäðà. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå íàðóøàòü ñèììåòðèþ

çàäà÷è, öèëèíäð ïðåäïîëàãàåòñÿ äâèæóùèìñÿ âäîëü âåðòèêàëè, æèäêîñòü ïðè ýòîì îáòåêàåò
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�èñ. 1. Êðóãîâîé öèëèíäð è ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè

öèëèíäð ñ öèðêóëÿöèåé Γ = 0 (ðèñ. 1). Èç ïîñòàíîâêè ÿñíî, ÷òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé.

Òðåáóåòñÿ êà÷åñòâåííî èññëåäîâàòü äâèæåíèå ñèñòåìû.

� 3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Â ðàáîòàõ [20℄ ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öèëèíäðà è N òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû

òÿæåñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

ṙi = −v + grad ϕ̃i(r)|r=r
i

,

ṙc = v,

av̇1 = λv2 −

N∑

i=1

λi(
˙̃yi − ẏi),

av̇2 = −λv1 +
N∑

i=1

λi(
˙̃xi − ẋi)− ag,

(3.1)

ãäå rc = (xc, yc) � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò Oxy; v = (v1, v2) � ñêîðîñòü öèëèíäðà; ri = (xi, yi) � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð

öèëèíäðà ñ i-ì âèõðåì; r̃i = (x̃i, ỹi) =
R2

r
i

r2
i

� âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð öèëèíäðà ñ èíâåðñ-

íûì îáðàçîì i-ãî âèõðÿ (ðèñ. 2); R � ðàäèóñ öèëèíäðà; a � êîíñòàíòà, âêëþ÷àþùàÿ ìàññó

è ïðèñîåäèíåííóþ ìàññó öèëèíäðà; ag � âåëè÷èíà ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà öèëèíäð; λ

è λi � ïîñòîÿííûå, ñâÿçàííûå ñ öèðêóëÿöèåé æèäêîñòè âîêðóã öèëèíäðà è èíòåíñèâíîñòüþ i-ãî

âèõðÿ ñîîòíîøåíèÿìè λ = Γ
2π , λi =

Γ
i

2π . Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 2π. Ôóíêöèÿ
ϕ̃i(r) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì òå÷åíèÿ ϕ(r) èäåàëüíîé æèäêîñòè âíå öèëèíäðà ñ èñêëþ÷åííîé

îñîáåííîñòüþ â òî÷êå r = ri:

ϕ(r) = −
R2

r2
(r, v)− λ arctg

y

x
+

N∑

i=1

λi

(
arctg

(
y − ỹi
x− x̃i

)
− arctg

(
y − yi
x− xi

))
. (3.2)

Óðàâíåíèÿ (3.1), îïèñûâàþùèå äâèæåíèå öèëèíäðà è âèõðÿ, îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ â [8℄

äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè äëÿ öèëèíäðà, ó÷èòûâàþùèì äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè.

Êàê è â ðàáîòå [8℄, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà (3.1), îïèñûâàþùàÿ äâè-

æåíèå öèëèíäðà è âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, ñîõðàíÿåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó è ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ζ̇i = {ζi, H} =
∑

k

{ζi, ζk}
∂H

∂ζk
, (3.3)
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i

i

i

�èñ. 2. Êðóãîâîé öèëèíäð è òî÷å÷íûå âèõðè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè

ãäå ζi � êîîðäèíàòû �àçîâîãî âåêòîðà ñèñòåìû (3.1)

ζ = {x1, y1, . . . , xN , yN , v1, v2, xc, yc},

H � ãàìèëüòîíèàí, à êîìïîíåíòû êîñîñèììåòðè÷åñêîãî ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà ïóàññîíîâîé

ñòðóêòóðû Jij(ζ) = {ζi, ζj} óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè

∑

l

(
Jil

∂Jjk

∂ζl
+ Jkl

∂Jij

∂ζl
+ Jjl

∂Jki
∂ζl

)
= 0 ∀i, j, k.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåñëîæíî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1)

îáëàäàåò ïåðâûì èíòåãðàëîì, èìåþùèì ñìûñë èíòåãðàëà ýíåðãèè

H =
1

2
av2+

1

2

N∑

i=1

(
λ2
i ln(r

2
i −R2)− λiλ ln r

2
i

)
+

1

2

∑

i<j

λiλj ln
R4 − 2R2(ri, rj) + r2i r

2
j

|ri − rj |2
+agyc. (3.4)

Ñ÷èòàÿH ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû, ïîäáåðåì êîìïîíåíòû Jij , ÷òîáû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (3.3)

ñîâïàëè ñ ñèñòåìîé (3.1). Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû àíàëîãè÷íî [8℄ èìåþò âèä

{v1, xi} =
1

a

r4i −R2(x2i − y2i )

r4i
, {v1, yi} = −

1

a

2R2xiyi
r4i

,

{v2, xi} = −
1

a

2R2xiyi
r4i

, {v2, yi} =
1

a

r4i +R2(x2i − y2i )

r4i
,

{v1, v2} =
λ

a2
−

N∑

i=1

λi

a2
r4i −R4

r4i
, {xi, yi} = −

1

λi

,

{xc, v1} = {yc, v2} =
1

a
.

(3.5)

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà (3.5) óäî-

âëåòâîðÿþò òîæäåñòâó ßêîáè. �

Êàê èçâåñòíî, ãàìèëüòîíîâà �îðìà óðàâíåíèé (3.1) ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü õîðîøî ðàçâèòûé

�îðìàëèçì äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà, èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè è ïð.

� 4. Ïåðâûå èíòåãðàëû

Íàëè÷èå âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìîãî ñèëîé òÿæåñòè, íàðóøàåò ñèììåòðèþ îò-

íîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ ñèñòåìû, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò íåñîõðàíåíèå èíòåãðàëà, ñóùåñòâî-

âàâøåãî äëÿ àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû â îòñóòñòâèå ñèëû òÿæåñòè [8℄. Òåì íå ìåíåå ó ðàññìàòðèâà-

åìîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà, îòâå÷àþùèõ òðàíñëÿöèÿì, � àâòîíîìíûé èí-

òåãðàë P , ñîîòâåòñòâóþùèé ãîðèçîíòàëüíîìó èìïóëüñó ñèñòåìû, è íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë Q,
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ñîîòâåòñòâóþùèé âåðòèêàëüíîìó èìïóëüñó:

Q = a(v2 + gt) + λxc −
N∑

i=1

λi(x̃i − xi),

P = av1 − λyc +

N∑

i=1

λi(ỹi − yi).

(4.1)

Äðóãèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ó ñèñòåìû íåò, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ðå-

øåíèé íà ñå÷åíèè Ïóàíêàðå, âèä êîòîðûõ ïðèâåäåí â ðàáîòàõ [20℄. Íåèíòåãðèðóåìîñòü çàäà÷è

ïàäåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé �îðìû ñ öèðêóëÿöèåé ïîêàçàíà â ðàáîòå [9℄.

� 5. Çàäà÷à Ô¼ïïëÿ â ïîëå òÿæåñòè

�àññìîòðèì ïîäðîáíî äâèæåíèå öèëèíäðà è äâóõ âèõðåé. �åîìåòðèÿ çàäà÷è èçîáðàæåíà íà

ðèñóíêå 1. Óðàâíåíèÿ (3.1) èìåþò âèä

ẋ1 = −v1 +
∂ϕ̃1

∂x

∣∣∣∣
r=r

1

,

ẏ1 = −v2 +
∂ϕ̃1

∂y

∣∣∣∣
r=r

1

,

ẋ2 = −v1 +
∂ϕ̃2

∂x

∣∣∣∣
r=r

2

,

ẏ2 = −v2 +
∂ϕ̃2

∂y

∣∣∣∣
r=r

2

,

av̇1 = λv2 − λ1(
˙̃y1 − ẏ1)− λ2(

˙̃y2 − ẏ2),

av̇2 = −λv1 + λ1(
˙̃x1 − ẋ1) + λ2(

˙̃x2 − ẋ2)− ag,

ẋc = v1,

ẏc = v2,

(5.1)

ãäå, ñëåäóÿ (3.2), ïîòåíöèàëû ñ èñêëþ÷åííîé îñîáåííîñòüþ

ϕ̃1(r) = −
R2

r2
(r, v)− λ arctg

y

x
+

+ λ1 arctg

(
y − ỹ1
x− x̃1

)
+ λ2

(
arctg

(
y − ỹ2
x− x̃2

)
− arctg

(
y − y2
x− x2

))
,

ϕ̃2(r) = −
R2

r2
(r, v)− λ arctg

y

x
+

+ λ1

(
arctg

(
y − ỹ1
x− x̃1

)
− arctg

(
y − y1
x− x1

))
+ λ2 arctg

(
y − ỹ2
x− x̃2

)
.

(5.2)

�àìèëüòîíèèàí (3.4) è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (4.1) ïðèíèìàþò âèä

H =
1

2
av2 +

1

2

(
λ2
1 ln(r

2
1 −R2) + λ2

2 ln(r
2
2 −R2)− λ1λ ln r

2
1 − λ2λ ln r

2
2

)
+

+
1

2
λ1λ2 ln

R4 − 2R2(r1, r2) + r21r
2
2

|r1 − r2|2
+ agyc,

Q = a(v2 + gt) + λxc − (λ1(x̃1 − x1) + λ2(x̃2 − x2)),

P = av1 − λyc + (λ1(ỹ1 − y1) + λ2(ỹ2 − y2)).

(5.3)

�àññìîòðèì äâèæåíèÿ ñèñòåìû íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëÿåìîì ñîîòíîøå-

íèÿìè
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λ = 0, x2 = −x1, y2 = y1, λ2 = −λ1, v1 = 0, (5.4)

ñëåäóþùèìè èç òðåáîâàíèé ñèììåòðèè çàäà÷è. Óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîêà íàìè íå

ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îòìåòèì çäåñü èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ âèõðåé [7℄.

Ñèñòåìà (5.1) â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ1 =
∂ϕ̃1

∂x

∣∣∣∣
r=r

1

,

ẏ1 = −v2 +
∂ϕ̃1

∂y

∣∣∣∣
r=r

1

,

av̇2 = 2λ1(
˙̃x1 − ẋ1)− ag,

ẋc = 0,

ẏc = v2,

(5.5)

ãäå ïîòåíöèàë (5.2) èìååò âèä

ϕ̃1(r) = −
R2

r2
(r, v) + λ1 arctg

(
y − ỹ1
x− x̃1

)
− λ1

(
arctg

(
y − ỹ1
x+ x̃1

)
− arctg

(
y − y1
x+ x1

))
, (5.6)

à ãàìèëüòîíèàí è èíòåãðàëû (5.3) èìåþò âèä

H =
1

2
av2 + λ2

1 ln(x
2
1 + y21 −R2)−

1

2
λ2
1 ln

R4 − 2R2(y21 − x21) + (x21 + y21)
2

4x21
+ agyc,

Q = a(v2 + gt)− 2λ1(x̃1 − x1),

P = 0.

(5.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïÿòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5.1) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî è èíòåãðàë P îáðàùà-

åòñÿ â íîëü íà èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè.

Áóäåì, ñëåäóÿ Ô¼ïïëþ, èñêàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.5), ñîîòâåòñòâóþùèå êîí�èãóðàöèÿì

âèõðåé, íåïîäâèæíûì îòíîñèòåëüíî öèëèíäðà, òî åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ, çà-

äàâàåìîãî ñîîòâåòñòâóþùèì �àçîâûì ïîòîêîì, òîãäà

x1 = const, y1 = const. (5.8)

Èñïîëüçîâàâ (5.8) â (5.5), ïîëó÷èì

∂ϕ̃1

∂x

∣∣∣∣
r=r

1

= 0,

∂ϕ̃1

∂y

∣∣∣∣
r=r

1

= v2,

v̇2 = −g,

ẋc = 0,

ẏc = v2.

(5.9)

Âîñïîëüçîâàâøèñü (5.6) â (5.9), ïîëó÷àåì äëÿ íàõîæäåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé
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R2x1y1v2

(x21 + y21)
2
−

2λ1(y1 − ỹ1)x1x̃1
((x1 − x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)((x1 + x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)

= 0,

v2 = v2(0) − gt,

xc = xc(0),

yc = yc(0) + v2(0)t−
1

2
gt2,

(5.10)

ãäå v2(0), xc(0), yc(0) îáîçíà÷àþò âåðòèêàëüíóþ ñêîðîñòü è ïîëîæåíèå öèëèíäðà â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèÿì (5.8) è ïåðâîìó

óðàâíåíèþ (5.10) íåâîçìîæíî, òàê êàê âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè. Òàêèì

îáðàçîì, âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñîäåðæàò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî �àêòà:

Ïðåäëîæåíèå 2. Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íåâîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå äâèæåíèé öèëèíäðà

è âèõðåâîé ïàðû, ïðè êîòîðîì ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííûå âèõðè îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè

îòíîñèòåëüíî öèëèíäðà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ëåãêî ïîíÿòü ïðè÷èíó íåðåàëèçóåìîñòè âûøå-

îïèñàííîé êîí�èãóðàöèè. Êàê èçâåñòíî [2, 11℄, êîîðäèíàòû ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ âèõðåé

â ðåøåíèè Ô¼ïïëÿ çàâèñÿò îò ñêîðîñòè íàáåãàþùåãî ïîòîêà. Â íàøåì ñëó÷àå ñêîðîñòü öèëèí-

äðà ìåíÿåòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ êîîðäèíàò ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.5)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà äàííûé ìîìåíò íåâîçìîæíûì, èññëåäóåì åå ÷èñëåííî.

�åçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêàõ 3, 4 è 5. Íà ðèñóíêå 3 ñïëîø-

íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû òðàåêòîðèè âèõðåé, à ïóíêòèðîì � òðàåêòîðèÿ öåíòðà öèëèíäðà.

Íà ðèñóíêå 4 îòîáðàæåíû òå æå äâèæåíèÿ âèõðåé, ÷òî è íà ðèñóíêå 3, íî â ñèñòåìå îòñ÷åòà,

ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì. Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíû äâèæåíèå öèëèíäðà è ìíîãîêðàòíîå ðàñ-

ñåÿíèå âèõðåâîé ïàðû, ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè è ðàññòîÿíèå îò âèõðåé äî öèëèíäðà êàê

�óíêöèè âðåìåíè. Íà ðèñóíêàõ 3, a è 4, a èçîáðàæåí ¾ïðîëåòíûé¿ ñëó÷àé, êîãäà öèëèíäð ïðî-

õîäèò ìåæäó âèõðÿìè ïàðû è äâèæåòñÿ äàëåå îòäåëüíî. Íà ðèñóíêàõ 3, b è 4, b ïðåäñòàâëåí

âòîðîé òèïè÷íûé ñöåíàðèé ðàññåÿíèÿ � âèõðåâàÿ ïàðà äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì. Íà ðèñóíêå

5 ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïî âòîðîìó ñöåíàðèþ.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå îñîáåííîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Âçàèìîäåéñòâèå öèëèíäðà ñ âèõðÿ-

ìè ïðè ïàäåíèè â ïîëå òÿæåñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óñêîðåíèå öèëèíäðà ïðè ïðèáëèæåíèè

ê âèõðÿì ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì g. Äâèæåíèå âèõðåé, â ñâîþ î÷åðåäü, îòêëîíÿåòñÿ îò ïðÿ-

ìîëèíåéíîãî. Òåì íå ìåíåå äåéñòâèå, îêàçûâàåìîå âèõðÿìè íà öèëèíäð, îêàçûâàåòñÿ ñîñðåäî-

òî÷åííûì â îêðåñòíîñòè òîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè âèõðÿ, êîòîðûé ëåæèò â íåïîñðåäñòâåííîé

áëèçîñòè îò âèõðåé. Äàëüíåéøåå äâèæåíèå öèëèíäðà ïðîäîëæàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè òîëüêî ïîä

äåéñòâèåì îêðóæàþùåé æèäêîñòè è ñèëû òÿæåñòè. Áîëåå íàãëÿäíî ïîâåäåíèå âèõðåé ìîæíî

ïðåäñòàâèòü, åñëè ðàññìîòðåòü êàðòèíó èõ äâèæåíèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì,

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4. Íà ðèñóíêå 4, a âèäíî, êàê âèõðè íà÷èíàþò óäàëÿòüñÿ îò öèëèíäðà,

çàòåì íà òðàåêòîðèÿõ âèäíû òî÷êè ïîâîðîòà, ïðîéäÿ èõ âèõðè ïðèáëèæàþòñÿ ê öèëèíäðó. Íà-

êîíåö, âèõðè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê öèëèíäðó, íàõîäÿñü ïðè äâèæåíèè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè

îò íåãî, à çàòåì óäàëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïðÿìîëèíåéíî. Ïàðàìåòðû èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêàõ

3, a, 4, a ñèñòåìû: R = 0.5, a = 10, λ1 = 23, g = 10. Äâèæåíèå íà ðèñóíêå 3 öèëèíäð íà÷èíàåò

èç íà÷àëà êîîðäèíàò èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Âèõðè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (−1,−1)
è (1,−1). Äâèæåíèå àíàëèçèðóåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè t0 = 3.725.

Äðóãèì ñöåíàðèåì äâèæåíèÿ öèëèíäðà è âèõðåâîé ïàðû, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò õàðàê-

òåðíûå îñîáåííîñòè ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïàäåíèå öèëèíäðà è äâèæåíèå âèõðåâîé ïàðû ïåðåä öè-

ëèíäðîì â âèäå îáúåêòà, ðàçìåð êîòîðîãî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì öèëèíäðà. Ýòîò ñëó÷àé

èçîáðàæåí íèæå íà ðèñóíêàõ 3, b è 4, b. Èíòåðåñíî, ÷òî âèõðåâàÿ ïàðà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ çàìåäëÿåò ïàäåíèå öèëèíäðà, â òî âðåìÿ êàê ñàìà ïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ
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�èñ. 3. Êðóãîâîé öèëèíäð è ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè: a) âèõðåâàÿ ïàðà ðàññåèâàåòñÿ

öèëèíäðîì, êîòîðûé ïðîäîëæàåò äâèæåíèå îòäåëüíî; b) ïàðà äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì

�èñ. 4. �àññåÿíèå âèõðåâîé ïàðû êðóãîâûì öèëèíäðîì â ïîëå ñèëû òÿæåñòè: a) âèõðåâàÿ ïàðà óäàëÿåòñÿ îò

öèëèíäðà íà áåñêîíå÷íîñòü â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ; b) ïàðà ðàññåèâàåòñÿ ¾íàçàä¿

è óäàëÿåòñÿ îò öèëèíäðà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ. Íà ðèñóíêå 4, b âèäíî, àíàëîãè÷íî íà-

÷àëüíîé ñòàäèè äâèæåíèÿ, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 4, a, êàê âèõðè íà÷èíàþò óäàëÿòüñÿ îò

öèëèíäðà, çàòåì, ïðîéäÿ òî÷êè ïîâîðîòà, ïðèáëèæàþòñÿ ê öèëèíäðó. Äàëåå âèõðè ïðèòÿãè-

âàþòñÿ, îáðàçóÿ ìàëûé îáúåêò â âèäå ïàðû, è, îáãîíÿÿ öèëèíäð, äâèæóòñÿ âíèç. Ïàðàìåòðû
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èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêàõ 3, b è 4, b ñèñòåìû: R = 0.5, a = 10, λ1 = 7, g = 10. Íà÷àëüíûå äàí-
íûå âûáðàíû àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Äâèæåíèå àíàëèçèðóåòñÿ â òå÷åíèå âðåìåíè

t0 = 1.25.
Èíòåðåñíî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Îáùàÿ êàðòèíà äâèæåíèÿ

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5, a. ×òîáû ñäåëàòü ïðîöåññ îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ áîëåå íàãëÿä-

íûì, íà ðèñóíêàõ 5, b è 5, 
 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè

â ïàðå |x1 − x2| è ðàññòîÿíèå îò âèõðÿ äî öåíòðà öèëèíäðà (x21 + y21)
(1/2)

.

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêàõ 5, a, 5, b è 5, 
, î÷åâèäíî, ÷òî

òðàåêòîðèè âèõðåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ðåçêèõ, êðàòêîâðåìåííûõ îò-

êëîíåíèé îò òðàåêòîðèè öèëèíäðà, êîòîðûå âûçâàíû âçàèìîäåéñòâèåì âèõðåé è öèëèíäðà íà

áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ, è ïðàêòè÷åñêè ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ äâèæåíèÿ, êîòîðûå íàáëþäàþò-

ñÿ ïðè óäàëåíèè âèõðåâîé ïàðû îò öèëèíäðà. Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè íàáëþäàåòñÿ, êàê

è îïèñàíî âûøå, ïîñòåïåííîå ñáëèæåíèå âèõðåé, êîòîðûå óìåíüøàþò óñêîðåíèå öèëèíäðà, à

ñàìà ïàðà, îòòàëêèâàÿñü îò öèëèíäðà, äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì êàê ìàëûé îáúåêò. Â äàëü-

íåéøåì ïàðà äâèæåòñÿ áåç âëèÿíèÿ öèëèíäðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à öèëèíäð, óñêîðÿåìûé

ñèëîé òÿæåñòè, íàãîíÿåò ïàðó è ðàññåèâàåò âèõðè, îòêëîíÿÿ èõ îò ëèíèè ñâîåãî äâèæåíèÿ

â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äàëåå âèõðè ñíîâà, ñáëèæàÿñü, çàìåäëÿþò äâèæåíèå öèëèíäðà,

â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó áëèæå, ÷åì íà ïðåäûäóùåì ó÷àñòêå ïðÿìîëè-

íåéíîãî äâèæåíèÿ, è, îòòàëêèâàÿñü, óäàëÿþòñÿ îò öèëèíäðà, ïîñëå ÷åãî äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî.

Çàòåì öèëèíäð âíîâü íàãîíÿåò ïàðó, è âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïîäîáíûì ñåáå îáðàçîì. Íà ðè-

ñóíêå 5, a ïîêàçàíû òðè ïåðâûõ ñáëèæåíèÿ. Àíàëèçèðóåìàÿ ñèñòåìà èìååò ïàðàìåòðû R = 0.5,
a = 10, λ1 = 7, g = 10. Âðåìÿ äâèæåíèÿ t0 = 16.05.

�èñ. 5. Êðóãîâîé öèëèíäð è ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè: a) âèõðåâàÿ ïàðà äâèæåòñÿ ïåðåä

öèëèíäðîì; ïåðâûå òðè ðàññåÿíèÿ; b) ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè; 
) ðàññòîÿíèå îò âèõðåé äî öèëèíäðà

Èòàê, ìû âèäèì äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ öèëèíäðîì âèõðåâîé

ïàðû ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíûì, ïðè÷åì êàæäîå ðàññåÿíèå âûãëÿäèò ïîäîáíûì îáðàçîì ñ åäèí-

ñòâåííûì îòëè÷èåì: ðàçìåð âèõðåâîé ïàðû ñ êàæäûì ðàññåÿíèåì ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíüøå.

Ñëîæíîñòü ñèñòåìû (5.5) äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçó÷åíèÿ ïðèâîäèò íàñ ê íåîáõîäèìîñòè

äîïîëíèòåëüíûõ óïðîùåíèé â ïîñòàíîâêå.

� 6. Îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à Ô¼ïïëÿ â ïîëå òÿæåñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèëèíäð î÷åíü ìàññèâíûé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå öèëèíäðà îïðå-

äåëÿåòñÿ äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ âèõðåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó-

÷àåì ïîñòàíîâêó îãðàíè÷åííîé çàäà÷è Ô¼ïïëÿ â ïîëå òÿæåñòè. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è, êàê ìû
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óâèäèì íèæå, ñîäåðæèò â ñåáå ÷åðòû ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è, íî ñ àíàëèòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (5.1) íà

èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè (ïîäìíîãîîáðàçèè èíâàðèàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ðàññìîòðåííîãî

â ïðåäûäóùåì ïóíêòå), îïðåäåëÿåìîì ñîîòíîøåíèÿìè

λ = 0, x2 = −x1, y2 = y1, λ2 = −λ1, v1 = 0,

v2 = v2(0) − gt, xc = xc(0), yc = yc(0) + v2(0)t−
1

2
gt2.

(6.1)

Îãðàíè÷åíèå ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äâèæåíèå âèõðÿ, äëÿ êîòîðîãî èç (5.1)

ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ẋ1 =
2R2x1y1v2

(x21 + y21)
2
−

4λ1(y1 − ỹ1)x1x̃1
((x1 − x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)((x1 + x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)

,

ẏ1 = −v2 −
R2(x21 − y21)v2
(x21 + y21)

2
+

+ λ1

(
1

2x1
+

2x̃1(x
2
1 − x̃21 − (y1 − ỹ1)

2)

((x1 − x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)((x1 + x̃1)2 + (y1 − ỹ1)2)

)
.

(6.2)

�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (6.2) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 6, 7 è 8.

Êàê è âûøå, ïðè îòîáðàæåíèè ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèè ïîëíîé çàäà÷è, íà ðèñóíêå 6 ñïëîø-

íûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû òðàåêòîðèè âèõðåé, à ïóíêòèðîì � òðàåêòîðèÿ öåíòðà öèëèíäðà. Íà

ðèñóíêå 7 îòîáðàæåíû òå æå äâèæåíèÿ âèõðåé, ÷òî è íà ðèñóíêå 6, íî â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-

çàííîé ñ öèëèíäðîì. Íà ðèñóíêå 8 àíàëîãè÷íî ðèñóíêó 5 èçîáðàæåíû äâèæåíèå öèëèíäðà è

ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå âèõðåâîé ïàðû, ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè è ðàññòîÿíèå îò âèõðåé äî

öèëèíäðà êàê �óíêöèè âðåìåíè.

Íà ðèñóíêàõ 6, a è 7, a ïðåäñòàâëåíî äâèæåíèå öèëèíäðà è âèõðåâîé ïàðû ïðè çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ R = 0.5, a = 10, λ1 = 2, g = 10. Âðåìÿ äâèæåíèÿ t0 = 1.25. Èç ðèñóíêà 6, a âè-

äåí ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ âèõðåâîé ïàðû â äàííîì ñëó÷àå: öèëèíäð, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ âèõðåâîé

ïàðîé, ïðèòÿãèâàåò êàæäûé èç âèõðåé ïðè ñâîåì ïðèáëèæåíèè, ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè

öèëèíäð óäàëÿåòñÿ îò âèõðåé è äâèæåòñÿ îòäåëüíî. Ïàðà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåïîäâèæíîé.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âèõðåé ìàëà äëÿ òîãî, ÷òîáû âèõðè îáúåäèíèëèñü â îáúåêò ìàëîãî

ðàçìåðà, êîòîðûé äâèãàëñÿ â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ïåðåä öèëèíäðîì. Ïðîöåññ óäàëåíèÿ íåèçìå-

íÿþùåéñÿ âèõðåâîé ïàðû îò öèëèíäðà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò

ðèñóíîê 7, a.

�èñ. 6. Êðóãîâîé öèëèíäð è ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè; îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à Ô¼ïïëÿ:

a) öèëèíäð äâèæåòñÿ îòäåëüíî îò âèõðåé; b) âèõðåâàÿ ïàðà äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì

Âòîðûì ñöåíàðèåì, êàê è â ïîëíîé çàäà÷å, ðàññìîòðèì ïðîöåññ äâèæåíèÿ ïàðû ïåðåä öè-

ëèíäðîì. Íà ðèñóíêå 6, b íàãëÿäíî âèäåí ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ âèõðåâîé ïàðû öèëèíäðîì: íà
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�èñ. 7. Ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé, ðàññåèâàþùàÿñÿ íà öèëèíäðå; îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à Ô¼ïïëÿ: a) öèëèíäð

äâèæåòñÿ îòäåëüíî îò âèõðåé; b) ïàðà ðàññåèâàåòñÿ ¾íàçàä¿

íà÷àëüíîé ñòàäèè âèõðè ìåäëåííî ïðèáëèæàþòñÿ ê öèëèíäðó ñ ðàçíûõ ñòîðîí, à çàòåì, ïðèòÿ-

ãèâàÿñü äðóã ê äðóãó, îáðàçóþò ìàëóþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè öèëèíäðà, âèõðåâóþ ïàðó,

êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì, íå èçìåíÿÿ ñâîèõ ðàçìåðîâ. Àíàëîãè÷íóþ êàðòèíó â ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì, äåìîíñòðèðóåò ðèñóíîê 7, b. Ïàðàìåòðû èçîáðàæåííîé

íà ðèñóíêàõ 6, b, 7, b ñèñòåìû: R = 0.5, a = 10, λ1 = 7, g = 10. Âðåìÿ àíàëèçà t0 = 1.45.

�èñ. 8. Êðóãîâîé öèëèíäð è ïàðà òî÷å÷íûõ âèõðåé â ïîëå ñèëû òÿæåñòè; îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à Ô¼ïïëÿ:

a) âèõðåâàÿ ïàðà äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì; ïåðâûå òðè ðàññåÿíèÿ; b) ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè;


) ðàññòîÿíèå îò âèõðåé äî öèëèíäðà

Êàê è â ñëó÷àå ïîëíîé ñèñòåìû, èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü çà ýâîëþöèåé ñèñòåìû íà áîëüøèõ

âðåìåíàõ â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å. Äâèæåíèå öèëèíäðà è âèõðåé èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 8, a.

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðîöåññ îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ íà ðèñóíêàõ 8, b è 8, 
, èçîá-

ðàæåíû çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè â ïàðå |x1 − x2| è ðàññòîÿíèå îò

âèõðÿ äî öåíòðà öèëèíäðà (x21 + y21)
(1/2)

. Ñíîâà âèäíî äâà ïîâòîðÿþùèõñÿ �ðàãìåíòà äâèæå-

íèÿ âèõðåé: ðåçêèå îòêëîíåíèÿ îò òðàåêòîðèè öèëèíäðà, êîòîðûå âûçâàíû âçàèìîäåéñòâèåì

âèõðåé è öèëèíäðà íà áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ, è ïðàêòè÷åñêè ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè, êîòîðûå
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íàáëþäàþòñÿ ïðè óäàëåíèè âèõðåâîé ïàðû îò öèëèíäðà. Êàê è îïèñàíî âûøå, íàáëþäàåòñÿ ïî-

ñòåïåííîå ñáëèæåíèå âèõðåé, êîòîðûå, îòòàëêèâàÿñü îò öèëèíäðà äâèæóòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì

êàê ìàëûé îáúåêò. Â äàëüíåéøåì ïàðà äâèæåòñÿ áåç âëèÿíèÿ öèëèíäðà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòüþ, à öèëèíäð, óñêîðÿåìûé ñèëîé òÿæåñòè, íàãîíÿåò ïàðó è ðàññåèâàåò âèõðè, îòêëîíÿÿ èõ

îò ëèíèè ñâîåãî äâèæåíèÿ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Äàëåå âèõðè ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê

äðóãó áëèæå, ÷åì íà ïðåäûäóùåì ó÷àñòêå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, è, îòòàëêèâàÿñü, óäà-

ëÿþòñÿ îò öèëèíäðà, ïîñëå ÷åãî äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî. Çàòåì öèëèíäð âíîâü íàãîíÿåò ïàðó è

âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïîäîáíûì ñåáå îáðàçîì. Òî åñòü îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò

ïîâåäåíèå, ïîäîáíîå èñõîäíîé ñèñòåìå, çà èñêëþ÷åíèåì äâèæåíèÿ öèëèíäðà, íà äâèæåíèå êî-

òîðîãî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå. Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàíû òðè ïåðâûõ ñáëèæåíèÿ. Àíàëèçèðóåìàÿ

ñèñòåìà èìååò ïàðàìåòðû R = 0.5, a = 10, λ1 = 7, g = 10. Âðåìÿ äâèæåíèÿ t0 = 12.25.
Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïî-ïðåæíåìó ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ öèëèíäðîì âèõðåâîé ïàðû âûãëÿ-

äèò êàæäûé ðàç ïîäîáíûì îáðàçîì.

� 7. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äâèæåíèè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè êðóãîâîãî öèëèíäðà,

âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ âèõðåâîé ïàðîé. Ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ñöåíàðèÿì äèíàìèêè öèëèíäðà è âèõðåé. Äîêàçàíà

íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ñòàöèîíàðíîé êîí�èãóðàöèè öèëèíäðà

è âèõðåâîé ïàðû, àíàëîãè÷íîé ðåøåíèþ Ô¼ïïëÿ. �àññìîòðåíà îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à.

×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîëíîé è îãðàíè÷åííîé çàäà÷ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü ðÿä

ãèïîòåç.

1. Êàê â ñëó÷àå ïîëíîé ñèñòåìû, òàê è â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò

èíòåíñèâíîñòè âèõðåé ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ äâà òèïà äâèæåíèé:

a) öèëèíäð ¾ïîêèäàåò¿ âèõðåâóþ ïàðó ïîñëå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è äâèæåòñÿ îòäåëüíî

â íàïðàâëåíèè ñèëû òÿæåñòè;

b) öèëèíäð ìíîãîêðàòíî ðàññåèâàåò âèõðåâóþ ïàðó, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïåðåä öèëèíäðîì

ñî âñ¼ âîçðàñòàþùåé ñêîðîñòüþ è óìåíüøàþùèìñÿ ðàçìåðîì; êàæäûé èç àêòîâ ðàññåÿíèÿ

âûãëÿäèò ïîäîáíûì îáðàçîì.

2. Â ñëó÷àå ïîëíîé ñèñòåìû äâèæåíèå öèëèíäðà â ñðåäíåì ïðîèñõîäèò ñ óñêîðåíèåì, ìåíü-

øèì óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âèõðåâîé ïàðîé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âûñêàçàííûå âûøå ãèïîòåçû ñòàâÿò âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå åùå

íóæíî ïîëó÷èòü.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ À.Â. Áîðèñîâó è È.Ñ. Ìàìà-

åâó.
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We 
onsider a system whi
h 
onsists of a 
ir
ular 
ylinder subje
t to gravity intera
ting with N vorti
es in a

perfe
t �uid. Generi
ally, the 
ir
ulation about the 
ylinder is di�erent from zero. The governing equations are

Hamiltonian and admit evident integrals of motion: the horizontal and verti
al 
omponents of the momentum;

the latter is obviously non-autonomous. We then fo
us on the study of a 
on�guration of the F�oppl type: a

falling 
ylinder is a

ompanied with a vortex pair (N = 2). Now the 
ir
ulation about the 
ylinder is assumed

to be zero and the governing equations are 
onsidered on a 
ertain invariant manifold. It is shown that, unlike

the F�oppl 
on�guration, the vorti
es 
annot be in a relative equilibrium. A restri
ted problem is 
onsidered:

the 
ylinder is assumed to be su�
iently massive and thus its falling motion is not a�e
ted by the vorti
es.

Both restri
ted and general problems are studied numeri
ally and remarkable qualitative similarity between

the problems is outlined: in most 
ases, the vortex pair and the 
ylinder are shown to exhibit s
attering.
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