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Ñ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÅÉ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îäíîìåðíûì ïðîöåññîì, çàäàííûì ñòîõà-

ñòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, â êîòîðîì óïðàâëåíèå âîçäåéñòâóåò êàê íà êîý��èöèåíò

ñíîñà, òàê è íà êîý��èöèåíò äè��óçèè, ïðè ýòîì äè��óçèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ëèíåéíà ïî óïðàâëå-

íèþ

dx(t) = b(t, x(t), u(t)) dt + σ(t, x(t))u(t) dW (t), x(0) = x0.

Çäåñü x(t) � �àçîâàÿ êîîðäèíàòà, u(t) � óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ, W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Äî-

êàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ñó-

ïåðïîçèöèè �óíêöèé x(t) = Φ(t, u(t)W (t) + y(t)), â êîòîðîì Φ(t, v) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþùàÿñÿ êîý��èöèåíòîì σ(t, x), è íå çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ, à y(t) � ðåøåíèå ïîòðàåêòîðíî-

äåòåðìèíèðîâàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ìåðîé âèäà

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt−W (t) du(t).

Âûÿâëåííàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò âìåñòî èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ èññëåäîâàòü íîâóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó ñ �àçîâîé ïåðåìåííîé y(t), êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîòðàåêòîðíî-äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè äåòåðìèíè-

ðîâàííîì ðàññìîòðåíèè íîâîé çàäà÷è ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ìîãóò îêàçàòüñÿ óïðåæäàþùèìè �óíêöèÿ-

ìè, ïîýòîìó â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ íåóïðåæäàåìîñòè îïòèìàëü-

íûõ ðåøåíèé. Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäè�èêàöèè �óíêöèîíàëà ïîòåðü â íîâîé ïîòðàåêòîðíî-

äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷å ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííûì èíòåãðàëüíûì ñëàãàåìûì, êîòîðîå ïîç-

âîëÿåò ãàðàíòèðîâàòü íåóïðåæäàåìîñòü ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ, äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä, ïîòðàåêòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, îïòèìàëüíîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå.

Ââåäåíèå

�àáîòà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (â äàëüíåéøåì ÑÄÓ). Ê ðàííèì

èññëåäîâàíèÿì â ýòîé îáëàñòè îòíîñÿòñÿ ðàáîòû [1,2℄. Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷à-

ÿõ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñ äåòåðìèíèðîâàííîé òî÷êè çðåíèÿ, ñ�îð-

ìóëèðîâàíà îäíà èç âàæíåéøèõ ïðîáëåì ïåðåõîäà ê äåòåðìèíèðîâàííûì çàäà÷àì, ñâÿçàííàÿ

ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷åíèÿ íåóïðåæäàåìîñòè ðåøåíèé, è ïðåäëîæåí ìåòîä, êîòîðûé ïîç-

âîëÿåò îáåñïå÷èâàòü íåóïðåæäàåìîñòü ïóòåì ââåäåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà â �óíêöèîíàë

ïîòåðü.

Ïîçæå äàííàÿ ïðîáëåìà ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [3℄ è [4℄ äëÿ ëèíåéíûõ è íåëè-

íåéíûõ çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü

ñâåäåíà ê äåòåðìèíèðîâàííîé, ïðèâåäåíà �îðìóëà äëÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

�àíåå àâòîðîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîâìåñòíî ñ Ô.Ñ. Íàñûðîâûì áûë ïîëó÷åí ðåçóëüòàò [5℄,

àíàëîãè÷íûé ïðåäñòàâëåííîìó â ðàáîòå [4℄ è âî ìíîãîì îñíîâàííûé íà íåì. Ïðåèìóùåñòâåí-

íûì îòëè÷èåì [5℄ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå áîëåå ïðîñòîãî ìåòîäà ñâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è

ê äåòåðìèíèðîâàííîé, êîòîðûé îñíîâàí íà ÿâíîé �îðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ ÑÄÓ. Áûëà äîêàçàíà

âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé. Äîêàçàíî, ÷òî
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ïðè ìîäè�èêàöèè �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà ìîæíî äîáèòüñÿ íåóïðåæäàåìîñòè ðåøåíèé äåòåðìè-

íèðîâàííîé çàäà÷è.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîäõîäà, ïðåäñòàâëåííîãî â [5℄ íà êëàññ çàäà÷, â êî-

òîðûõ ÑÄÓ, çàäàþùåå äè��åðåíöèàëüíîå îãðàíè÷åíèå, èìååò óïðàâëÿåìóþ äè��óçèîííóþ

ñîñòàâëÿþùóþ. Óïðàâëåíèå äè��óçèåé ïðè ýòîì ëèíåéíî. Àâòîðó óäàëîñü ñâåñòè èñõîäíóþ

ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ê ïîòðàåêòîðíî-äåòåðìèíèðîâàííîé, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò [5℄, èìååò

èìïóëüñíóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèîíàë êà÷åñòâà ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðîâàí

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ïîòðàåêòîðíî ñîâïàäàëî ñ (íåóïðå-

æäàþùèì) ðåøåíèåì èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó ðàññìàòðèâàåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü (Ω,F , (F)06t6T , P )� ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå åñòåñòâåííîé �èëü-

òðàöèåé îäíîìåðíîãî ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññàW (t), t ∈ [0, T ], T > 0. Ïóñòü íà ýòîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí îäíîìåðíûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ

dx(t) = b(t, x(t), u(t)) dt + σ(t, x(t))u(t) ◦ dW (t), x(0) = x0, (1.1)

ãäå x(t) � �àçîâàÿ êîîðäèíàòà óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà, u(t) � óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ èç êëàññà

N ñîãëàñîâàííûõ ïðîöåññîâ ñ òðàåêòîðèÿìè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà îòðåçêå [0, T ], êîòîðàÿ
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå V ⊂ R, äè��åðåíöèàë âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà ◦dW (t) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à. Êà÷åñòâî óïðàâëåíèÿ îöåíèâàåòñÿ �óíê-

öèîíàëîì ïîòåðü

EJ := Eg(x(T )) → min
u∈N

. (1.2)

Çäåñü E � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè óïðàâëÿþùóþ �óíêöèþ u(t),
äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì �óíêöèîíàëó EJ . Ñòîõàñòè÷åñêóþ çàäà÷ó (1.1), (1.2) áóäåì êðàòêî

îáîçíà÷àòü (S).
Íàø ïîäõîä ê çàäà÷å (S) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì òåîðåìó î ïðåä-

ñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ÑÄÓ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â çàäà÷å (S) çàìåíèòü äè��åðåíöèàëüíîå îãðà-

íè÷åíèå (1.1), çàäàâàåìîå ÑÄÓ, íà ýêâèâàëåíòíîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ïîòðàåêòîðíîå äåòåðìèíèðîâàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî

â êðèòåðèè êà÷åñòâà (1.2) óñðåäíåííûé �óíêöèîíàë EJ ìîæíî çàìåíèòü íà ïîòðàåêòîðíûé è

ñ�îðìóëèðóåì äåòåðìèíèðîâàííóþ çàäà÷ó, íåóïðåæäàþùèå ðåøåíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ðå-

øåíèÿìè (S). Ïîñëå ýòîãî äîêàæåì, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðî-

âàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïòèìóì äîñòèãàëñÿ íà íåóïðåæäàþùåé �óíêöèè.

� 2. Ñâåäåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ê äåòåðìèíèðîâàííîé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f(t, x, u) : [0, T ]×R×V → R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî ïåðåìåííîé x, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è âñåõ u ∈ V

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(t, x, u)− f(t, y, u)| 6 L|x− y|.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäîñòàâëÿåò ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

íà ñëó÷àé óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ ðåçóëüòàòà, ïðèâåäåííîãî â ìîíîãðà�èè [6℄.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1.1) �óíêöèÿ σ(t, x) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-

åìà, åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ σ′x îãðàíè÷åíà, à ñàìà �óíêöèÿ îòäåëåíà îò íóëÿ, òî åñòü

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà δ òàêàÿ, ÷òî |σ(t, x)| > δ > 0. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî �óíêöèÿ

b∗(t, x, u) = b(t, x, u) + 1
2σ

′
x(t, x)σ(t, x)u

2
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x íà R.

Ïóñòü Φ(t, v) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ïàðàìåòðèçîâàííîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ

∂Φ

∂v
(t, v) = σ(t,Φ), (2.1)



Îá îäíîì äåòåðìèíèðîâàííîì ïîäõîäå 31

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2014. Âûï. 2

à �óíêöèÿ B(t, y, u) : [0, T ]×R×R → R, îïðåäåëåííàÿ âûðàæåíèåì

B(t, y, u) =
b(t,Φ(t, uW (t) + y), u) −Φ′

t(t, uW (t) + y)

σ(t,Φ(t, uW (t) + y))
, (2.2)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî â âèäå

x(t) = Φ(t, u(t)W (t) + y(t)), (2.3)

ãäå y(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ìåðàìè

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) du(t) (2.4)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = y0 : Φ(0, y0) = x0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëèïøèöåâîñòè B ñëåäóåò (ñì. [7℄), ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî

óñëîâèÿ óðàâíåíèå (2.4) èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ y(t) � ñåìèìàðòèíãàë, è òàê êàê Φ(t, v) � äâàæäû

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, òî ê ξt = Φ(t, u(t)W (t) + y(t)) ìîæíî ïðèìåíèòü

�îðìóëó Èòî (ñì. [8℄):

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0
Φ′
t(s) ds +

∫ t

0
Φ′
v(s)u(s) ◦ dW (s) +

∫ t

0
Φ′
v(s)W (s) ◦ du(s) +

+

∫ t

0
Φ′
v(s) ◦ dy(s) +

∑

0<τ6t

{
Φ(τ)− Φ(τ−)−Φ′

v(τ−)W (τ)∆uτ − Φ′
v(τ)∆yτ

}
.

Çäåñü äëÿ �óíêöèè Φ è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûå Φ′
t è Φ′

v èñïîëüçîâàíî ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå

àðãóìåíòîâ (s) âìåñòî (s, u(s)W (s) + y(s)), ∆uτ = u(τ) − u(τ−) è ∆yτ = y(τ) − y(τ−). Â ñèëó

îãðàíè÷åííîñòè âàðèàöèé �óíêöèé u(t) è y(t) ñòîõàñòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïî ýòèì �óíêöèÿì

ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëàìè Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà, à ñàìè �óíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê

ñóììû íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ξ(t) ìîæíî ïðîäîëæèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0
Φ′
t(s) ds +

∫ t

0
Φ′
v(s)u(s) ◦ dW (s) +

∫ t

0
Φ′
v(s)W (s) duc(s) +

+
∑

0<τ6t

Φ′
v(τ−)W (τ)∆uτ +

∫ t

0
Φ′
v(s) dy

c(s) +
∑

0<τ6t

Φ′
v(τ−)∆yτ +

+
∑

0<τ6t

{
Φ(τ)− Φ(τ−)− Φ′

v(τ−)W (τ)∆uτ − Φ′
v(τ−)∆yτ

}
=

= ξ0 +

∫ t

0
Φ′
t(s) ds+

∫ t

0
Φ′
v(s)u(s) ◦ dW (s) +

∫ t

0
Φ′
v(s)W (s) duc(s) +

+

∫ t

0
Φ′
v(s) dy

c(s) +
∑

0<τ6t

{
Φ(τ)− Φ(τ−)

}
. (2.5)

Çäåñü uc è yc � íåïðåðûâíûå êîìïîíåíòû �óíêöèé u(t) è y(t) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó òîãî, ÷òî

�óíêöèè Φ è y óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (2.1) è (2.4) ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
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â (2.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ξ(0) +

∫ t

0
Φ′
t(s) ds+

∫ t

0
σ(s,Φ(s))u(s) ◦ dW (s) +

∫ t

0
σ(s,Φ(s))W (s) duc(s) +

+

∫ t

0
σ(s,Φ(s))

b(s,Φ(s), u(s)) − Φ′
t(s)

σ(s,Φ(s))
ds−

∫ t

0
σ(s,Φ(s))W (s) duc(s) +

+
∑

0<τ6t

{
Φ(τ, u(τ)W (τ) + y(τ))− Φ(τ, u(τ−)W (τ) + y(τ−))

}
=

= ξ(0) +

∫ t

0
b(s,Φ(s), u(s)) ds +

∫ t

0
σ(s,Φ(s))u(s) ◦ dW (s).

Ïîñëåäíåå â ñî÷åòàíèè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = ξ(0) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ ξ(t) =
= Φ(t, u(t)W (t) + y(t)) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). �

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 ïðîöåññ x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1.1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2.3), à y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.4). Èç

ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îãðàíè÷åíèå, íàêëàäûâàåìîå óðàâíåíèåì (1.1), ýêâèâà-

ëåíòíî óðàâíåíèþ (2.4) ïðè óñëîâèè (2.3). Ïîýòîìó åñëè â �óíêöèîíàëå êà÷åñòâà (1.2) çàìåíèòü

x(t) íà åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç Φ, òî ìîæíî ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ñ íîâîé �àçîâîé

êîîðäèíàòîé:

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) du(t), y(0) = y0, (2.6)

EJ = EG(y(T ), u(T )) → min
u∈N

. (2.7)

Çäåñü è äàëåå B(t, y, u) � �óíêöèÿ, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.2), G(y, u) = g(Φ(T, uW (T )+y)).

Â íîâîé çàäà÷å, õîòÿ êîý��èöèåíòû (2.6) è ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè �óíêöèÿìè, ñàìî óðàâíå-

íèå íå ñîäåðæèò ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëîâ, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ω ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü åãî êàê äåòåðìèíèðîâàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Òî æå ñàìîå ìîæíî

ñêàçàòü è î ñàìîé çàäà÷å (2.6), (2.7), äëÿ êàæäîãî ω îíà ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà-

÷åé îïòèìèçàöèè. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó äåòåðìèíèðîâàííûìè ìåòî-

äàìè. Îäíàêî ïðè ïîòðàåêòîðíîì ðàññìîòðåíèè âûäåëåíèå êëàññà íåóïðåæäàþùèõ �óíêöèé

ñðåäè âñåõ èçìåðèìûõ �óíêöèé ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Êðîìå òîãî, äîïîëíèòåëü-

íóþ ñëîæíîñòü âûçûâàåò íàëè÷èå �óíêöèîíàëà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â (2.7), êîòîðûé

â òàêîì âèäå íå âïîëíå âïèñûâàåòñÿ â äåòåðìèíèðîâàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò îãðàíè÷åíèÿ íà íåóïðåæäàåìîñòü, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çà-

äà÷è (2.6), (2.7) â êëàññå M âñåõ èçìåðèìûõ �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñî çíà÷åíèÿìè

â V , áîëåå øèðîêîì, ÷åì êëàññ N . Ïðè ýòîì, êîíå÷íî æå, ïîòðåáóåòñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì

ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ðåøåíèÿ ðàñøèðåííîé çàäà÷è áóäóò íàõîäèòüñÿ â N , òî åñòü áóäóò íåóïðå-

æäàþùèìè. Îòìåòèì, ÷òî è óðàâíåíèå, è �óíêöèîíàë êà÷åñòâà íå òåðÿþò ñìûñëà ïðè ïåðåõîäå

îò N ê M, ïîýòîìó ïåðåõîä ê ðàñøèðåííîé çàäà÷å âîçìîæåí.

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, óñðåäíåííûé �óíêöèîíàë ïîòåðü ìîæåò áûòü çàìåíåí

íà ïîòðàåêòîðíûé.

Ëåììà 1. Ïóñòü infu∈M J(u) îãðàíè÷åí ñíèçó è äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé èçìåðèìîé

�óíêöèè u. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

inf
u∈M

EJ(u) = E inf
u∈M

J(u). (2.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê J(u) = infu∈M J(u), à J äëÿ u ∈ M îïðåäåëåíî â (2.7),

òî infu∈M J(u) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé �óíêöèåé è èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.8) èìååò ñìûñë.
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Óòâåðæäåíèå ëåììû ëåãêî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà EJ(u) 6 EJ(u) äëÿ âñåõ u ∈ M è âûòåêàþ-

ùåãî èç íåãî íåðàâåíñòâà

EJ(u) 6 inf
u∈M

EJ(u).

�

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1 ê (2.7), çàìåíèì åãî íà ïîòðàåêòîðíûé �óíêöèîíàë è çàïèøåì ðàñøè-

ðåíèå çàäà÷è (2.6), (2.7):

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) du(t), y(0) = y0, (2.9)

G(y(T ), u(T )) → min
u∈M

. (2.10)

Îäíàêî òàêàÿ �îðìà çàïèñè íå î÷åíü óäîáíà äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ, òàê êàê èìïóëüñ-

íîå óïðàâëåíèå âõîäèò â êîý��èöèåíò B, à èçâåñòíûå àâòîðó êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè èì-

ïóëüñíûõ ïðîöåññîâ íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìû ê çàäà÷å, ñ�îðìóëèðîâàííîé â âèäå (2.9)�

(2.10). Òåì íå ìåíåå, åñëè ðàññìîòðåòü u(t) êàê �àçîâóþ êîîðäèíàòó è ââåñòè íîâóþ óïðàâëÿ-

þùóþ �óíêöèþ ϑ, çàäà÷à (2.9)�(2.10) ïðèíèìàåò ýêâèâàëåíòíûé âèä

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) dϑ, y(0) = y0, (2.11)

du(t) = dϑ, u(t) ∈ V, (2.12)

G(y(T ), u(T )) → min
u∈M

. (2.13)

Çäåñü ââåäåíî íîâîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå ϑ = (µ, {vτ}) ñî çíà÷åíèÿìè â êîíóñå K = R,

à u(t) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê �àçîâàÿ êîîðäèíàòà. Â ñèëó (2.12) èìååì u ≡ ϑ, ïîýòîìó ñèñòåìà

(2.11)�(2.12) è óðàâíåíèå (2.6) çàäàþò îäíî è òî æå îãðàíè÷åíèå, à çàäà÷à ïîèñêà u(t) ñâîäèòñÿ
ê ïîèñêó ϑ.

Çàäà÷ó (2.11)�(2.13), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïàðàìåòðèçîâàííîå ïàðàìåòðîì ω ∈ Ω
ñåìåéñòâî äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ, áóäåì íàçûâàòü

çàäà÷åé (D). Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î çàäà÷àõ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè.

Áîëåå ïîäðîáíî ñ òåîðèåé èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ è óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè èìïóëüñíûõ

ïðîöåññîâ ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [7, 9�11℄.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê (D) ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì (2.6), (2.7), òî â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà îïòèìóì (D) äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé íåóïðåæäàþùåé �óíêöèè, íà íåé æå äîñòèãàåòñÿ

îïòèìóì (2.6), (2.7) è, êàê ñëåäñòâèå, îïòèìóì (S).

� 3. Ìîäè�èêàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó íåóïðåæäàåìîñòè óïðàâëåíèé. Âîñïîëüçóåìñÿ èäååé, ïðåäëî-

æåííîé â [4℄ è ðàíåå ïðèìåíåííîé â [5℄, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ìîäè�èöèðîâàòü

�óíêöèîíàë ïîòåðü, äîáàâèâ ê íåìó èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå, îáåñïå÷èâàþùåå íåóïðåæäàå-

ìîñòü.

JΛ = J +

∫ T

0
Λ(t) dϑ = G(y(T ), u(T )) +

∫ T

0
Λ(t) dϑ.

Ôóíêöèÿ Λ(t) áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.
Ñ íîâûì �óíêöèîíàëîì ïîòåðü çàäà÷à (D) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) dϑ, (3.1)

du(t) = dϑ, (3.2)

dz(t) = Λ(t) dϑ, (3.3)

GΛ(y(T ), u(T ), z(T )) = G(y(T ), u(T )) + z(T ) → min
u∈M

, (3.4)

R(~y(t), t) ∈ C(t), (3.5)

~p = (~y(0), ~y(T )) ∈ S. (3.6)
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Çäåñü ÷åðåç ~y(t) îáîçíà÷åí âåêòîð �àçîâûõ ïåðåìåííûõ (y(t), u(t), z(t)), ~p � âåêòîð êîíöåâûõ

çíà÷åíèé, R(t, ~y(t)) = u(t), C(t) = V , S = {(y0, u, 0, Y, U, Z) : u,U ∈ V ; Y,Z ∈ R}, ϑ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â êîíóñå K = R. Ñîîòíîøåíèå (3.5) çàäàåò �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, à (3.6) � îãðàíè-

÷åíèÿ íà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å ïîÿâèëàñü íîâàÿ �àçîâàÿ

ïåðåìåííàÿ z(t), îòâå÷àþùàÿ äîáàâëåííîìó â �óíêöèîíàë ïîòåðü èíòåãðàëüíîìó ñëàãàåìîìó.

Çàäà÷ó (3.1)�(3.6) áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé (DΛ
).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñ�îðìóëèðîâàòü ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèè Λ(t), ïðè êîòîðîì ðåøåíèå

çàäà÷è (DΛ
) áóäåò íåóïðåæäàþùèì è ñîâïàäàòü ñ (D). Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåò

èñïîëüçîâàí ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. [11℄).

Â ðàçäåëå ¾Äîïîëíåíèå¿ äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåíà åãî �îðìóëèðîâêà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü �óíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, �óíêöèÿ B(t, y, u) è åå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî (y, u) îãðàíè÷åíû, èçìåðèìû ïî Ëåáåãó ïî t äëÿ âñåõ �èêñèðîâàí-

íûõ (y, u) è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî (y, u). Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäà÷à (S) èìååò

îïòèìàëüíûå ðåøåíèå (x̂, û). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(t) èìååò âèä

Λ(t) = −W (t)Ψ1(t) + Ψ2(t),

ãäå

Ψ1(t) = −
∂G

∂y
(ŷ(T ), û(T )) exp

{∫ T

t

∂B

∂y
(s, ŷ(s), û(s)) ds

}
,

Ψ2(t) = −
∂G

∂u
(ŷ(T ), û(T ))

t

T
.

Çäåñü ŷ(t) = Φ−1(t, x̂(t)) − û(t)W (t), Φ−1(t, x) � �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê Φ(t, v) ïî v. Òîãäà åñ-

ëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (DΛ) ñóùåñòâóåò, òî îíî ñîâïàäàåò ñ óïðàâëåíèåì û,

îïòèìàëüíûì â èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å (S).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûïèøåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ çàäà÷è (3.1)�(3.4):

H(t, ~y(t), ~ψ(t)) = B(t, y(t), u(t))ψ1(t),

Q(t, ~y(t), ~ψ(t)) = −W (t)ψ1(t) + ψ2(t) + Λ(t)ψ3(t).

Çäåñü ÷åðåç ~y(t) è ~ψ(t) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû �àçîâûõ ïåðåìåííûõ (y(t), u(t), z(t))
è ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ (ψ1(t), ψ2(t), ψ3(t)).

Ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä





dσ1τ (s)

ds
= 0,

dσ2τ (s)

ds
= ητ (s),

dσ3τ (s)

ds
= 0,

s ∈ [0, 1], σiτ (0) = ψi(τ−), i = 1, 2, 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêà÷êè ìîæåò èìåòü òîëüêî ψ2
. Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå ïîä÷èíÿþòñÿ ñèñòå-

ìå 



ψ1(t) = ψ1(0) −

∫ t

0

∂B

∂y
ψ1 ds,

ψ2(t) = ψ2(0) −

∫ t

0

∂B

∂u
ψ1 ds+

∫ t

0
η(s) ds +

∑

τ∈Ds(ϑ)

(σ2τ (1) − ψ2(τ−)),

ψ3(t) = ψ3(0).
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Çäåñü Ds(ϑ) åñòü (íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî òî÷åê τ ∈ [0, T ], íà êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíû

ñêà÷êè ϑ.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè èìåþò âèä

(~ψ(0),−~ψ(T )) ∈ λ
∂GΛ

∂~p
+NS(~p).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî NS(p) = (y, 0, z, 0, 0, 0), à ∇GΛ = (0, 0, 0, ∂G
∂y
, ∂G
∂u
, 1), ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå

ψ1(t) = −λ
∂G

∂y
(y(T ), u(T )) exp

{∫ T

t

∂B

∂y
(s, y(s), u(s)) ds

}
, (3.7)

ψ2(t) = −

∫ t

0

∂B

∂u
(s, y(s), u(s))ψ1(s) ds+

∫ t

0
η(s) ds +

∑

τ∈Ds(ϑ)

(σ2τ (1)− ψ2(τ−)), (3.8)

ψ3(t) ≡ ψ3(T ) = −λ. (3.9)

Êðîìå òîãî, äëÿ ψ2
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

ψ2(T ) = −λ
∂G

∂u
(y(T ), u(T )). (3.10)

Óñëîâèÿ ìàêñèìóìà èìåþò âèä





max
v∈K

v
(
−W (t)ψ1(t) + ψ2(t) + Λ(t)ψ3(t)

)
= 0 ∀t ∈ [0, T ],

max
v∈K

v
(
−W (τ)σ1τ (s) + σ2τ (s) + Λ(τ)σ3τ (s)

)
= 0 äëÿ ï.â. s, ∀τ ∈ Ds(ϑ),

∫

[0,t]

(
−W (s)ψ1(s) + ψ2(s) + Λ(s)ψ3(s)

)
ds = 0 ∀t ∈ [0, T ].

(3.11)

Ïåðâîå óñëîâèå ìàêñèìóìà (3.11) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

−W (t)ψ1(t) + ψ2(t)− λΛ(t) = 0 ∀t ∈ [0, T ]. (3.12)

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ (3.11) èçâëåêàåì

−W (τ)ψ1(τ) +

∫ s

0
ητ (s) ds + ψ2(τ−)− λΛ(τ) = 0 äëÿ ï.â. s, ∀τ ∈ Ds(ϑ). (3.13)

Óñëîâèå (3.12) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ åãî ê (3.13), ïîëó÷àåì

ψ2(τ)− ψ2(τ−) =

∫ s

0
ητ (s) ds äëÿ ï.â. s, ∀τ ∈ Ds(ϑ),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ητ (s) = 0 äëÿ ï.â. s è âñåõ τ ∈ Ds(ϑ), è ψ2(t) ñêà÷êîâ íå èìååò. Òåïåðü

â (3.8) η(s) ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (3.10):

η(s) = −λ
∂G

∂u
(y(T ), u(T ))

1

T
+
∂B

∂u
(s, y(s), u(s))ψ1(s),

è ïðè òàêîì η(s) ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ψ2(t) ïðèíèìàåò âèä

ψ2(t) = −λ
∂G

∂u
(y(T ), u(T ))

t

T
. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ

~ψ(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí è çàäàåòñÿ

âûðàæåíèÿìè (3.7), (3.14), (3.9). Ïðè òàêîì

~ψ(t) èç (3.12) ñëåäóþò âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ

ìàêñèìóìà (3.11).
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Îñòàåòñÿ èçâëå÷ü èç (3.12) óñëîâèÿ íà �àçîâûå êîîðäèíàòû. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå Λ(t) èç
óñëîâèÿ òåîðåìû, èìååì

−λW (t)Ψ1(t) + λΨ2(t) = −W (t)ψ1(t) + ψ2(t) ∀t ∈ [0, T ].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè y(t) = ŷ(t) è u(t) = û(t), òî åñòü ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîëüêî íà ýòèõ çíà÷åíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, (ŷ(t), û(t)) ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèåé äëÿ çàäà÷è (DΛ

). �

� 4. Îáîáùåíèå íà çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì �óíêöèîíàëîì êà÷åñòâà

Ïðèâåäåííûé âûøå ðåçóëüòàò, âêëþ÷àÿ òåîðåìó 2, ìîæíî îáîáùèòü íà òîò ñëó÷àé, êîãäà

â çàäà÷å (S) �óíêöèîíàë ïîòåðü ñîäåðæèò èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå, òî åñòü

EJ = E
[
g(x(T )) +

∫ T

0
f(t, x(t), u(t) dt)

]
→ min

u∈N
. (4.1)

Çàäà÷ó (1.1), (4.1) îáîçíà÷èì (S ′). Òàê êàê â çàäà÷àõ (S) è (S ′) äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ ñîâïàäàþò, à �îðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ J ,

çàäàííîãî â (4.1), òî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è ëåììó 1, çàäà÷ó (S ′) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å (D′):

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) dϑ, y(0) = y0,

du(t) = dϑ, u(t) ∈ V,

G(y(T ), u(T )) +

∫ T

0
F (t, y(t), u(t)) dt → min

u∈N
,

ãäå G(y, u) = g(Φ(T, uW (T ) + y)), F (t, y, u) = f(t,Φ(t, uW (t) + y), u), u(t) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

�àçîâàÿ êîîðäèíàòà, à ϑ = (µ, {vτ}) � íîâîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â êîíóñå

K = R.

Íåóïðåæäàåìîñòü, àíàëîãè÷íî, äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî∫ T

0
Λ(t) dϑ â �óíêöèîíàëå ïîòåðü. Ìîäè�èöèðîâàííàÿ çàäà÷à (DΛ′

) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt −W (t) dϑ,

du(t) = dϑ,

dz(t) = F (t, y(t), u(t)) dt + Λ(t) dϑ,

GΛ(y(T ), u(T ), z(T )) = G(y(T ), u(T )) + z(T ) → min
u∈M

,

ñ òåìè æå êîíöåâûìè è �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ÷òî è çàäà÷à (DΛ). Äëÿ çàäà÷è (DΛ′
) ñïðà-

âåäëèâà òåîðåìà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü �óíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, �óíêöèè B(t, y, u) è F (t, y, u)
è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî (y, u) îãðàíè÷åíû, èçìåðèìû ïî Ëåáåãó ïî t äëÿ âñåõ �èêñèðî-

âàííûõ (y, u) è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî (y, u). Ïóñòü, êðîìå òîãî, çàäà÷à (S ′) èìååò
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (x̂, û). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(t) èìååò âèä

Λ(t) = −W (t)Ψ1(t) + Ψ2(t),

ãäå

Ψ1(t) = −
∂G

∂y
(ŷ(T ), û(T )) exp

{∫ T

t

∂B

∂y
(s, ŷ(s), û(s)) ds

}
−

− exp
{
−

∫ t

0

∂B

∂y
(s, ŷ(s), û(s)) ds

}∫ T

t

(
∂F

∂y
(s, ŷ(s), û(s)) exp

{∫ T

s

∂B

∂y
(s, ŷ(τ), û(τ)) dτ

})
ds,
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Ψ2(t) = −
∂G

∂u
(ŷ(T ), û(T ))

t

T
.

Çäåñü ŷ(t) = Φ−1(t, x̂(t)) − û(t)W (t), Φ−1(t, x) � �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê Φ(t, v) ïî v. Òîãäà
åñëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (DΛ′

) ñóùåñòâóåò, òî îíî ñîâïàäàåò ñ óïðàâëåíèåì û,

îïòèìàëüíûì â èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å (S ′).

Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå, æå êàê â òåîðåìå 2, è îòëè÷àåòñÿ ëèøü íåìíîãî áîëåå ãðîìîçäêèìè

�îðìóëàìè.

� 5. Ïðèìåð

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âûáîðà èíâåñòèöèîííîãî ïîðò�åëÿ. Ïóñòü íåêîòîðîìó

èíâåñòîðó äëÿ âëîæåíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ äîñòóïíû äâà âèäà àêòèâîâ: áåçðèñêîâûé (âêëàä

â áàíê) è ðèñêîâûé (àêöèè). Ñòîèìîñòü áåçðèñêîâîãî àêòèâà çàäàåòñÿ îáûêíîâåííûì äè��å-

ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dp0(t) = rp0(t) dt,

à ñòîèìîñòü ðèñêîâîãî ïîä÷èíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dp1(t) = bp1(t) dt+ σp1(t) dWt.

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èíâåñòîð ìîæåò âëîæèòü íåêîòîðóþ ÷àñòü ñîñòîÿ-

íèÿ u(t) ∈ [0, 1] â ðèñêîâûé àêòèâ è ÷àñòü 1 − u(t) � â áåçðèñêîâûé. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

íà÷àëüíûé êàïèòàë ðàâíÿëñÿ x0, òî ñîñòîÿíèå èíâåñòîðà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùå-

ìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

dx(t) =
(
bu(t) + r(1− u(t))

)
x(t) dt+ σu(t)x(t) dW (t), x(t) = x0. (5.1)

Çàäà÷à èíâåñòîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü �óíêöèþ u(t) òàêîé, ÷òîáû ê ìîìåíòó T > 0
ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ âûãîäó îò êàïèòàëà:

EJ = Eg(x(T )) = E(x(T ))γ → max, 0 < γ < 1. (5.2)

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (5.1)�(5.2) ïðåäñòàâëåííûé â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ ïîäõîä. Ñíà÷àëà

ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â �îðìå Ñòðàòîíîâè÷à:

dx(t) =
(
bu(t) + r(1− u(t))−

1

2
σ2u2(t)

)
x(t) dt+ σu(t)x(t) ◦ dW (t), x(t) = x0. (5.3)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ðåøåíèå (5.3) èìååò âèä x(t) = Φ(t, u(t)W (t) + y(t)), â êîòîðîì �óíêöèÿ

Φ(t, v) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

∂Φ

∂v
(t, v) = σΦ ⇒ Φ(t, v) = eσv .

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) = eσ(u(t)W (t)+y(t)) .

Ôóíêöèÿ y(t), ñîãëàñíî (2.4), ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñ ìåðîé

dy(t) =
1

σ

(
bu(t) + r(1− u(t))−

1

2
σ2u2(t)

)
dt−W (t) du(t), y(0) =

1

σ
lnx0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðàåêòîðíî-äåòåðìèíèðîâàííàÿ çàäà÷à, àíàëîãè÷íî (2.11)�(2.13), èìååò âèä

dy(t) =
1

σ

(
bu(t) + r(1− u(t)) −

1

2
σ2u2(t)

)
dt−W (t) dϑ, y(0) =

1

σ
lnx0,

du(t) = dϑ, u(t) ∈ [0, 1],

J(u) = G(y(T ), u(T )) = −eγσ(u(T )W (T )+y(T )) → min,
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à ìîäè�èöèðîâàííàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä

dy(t) =
1

σ

(
bu(t) + r(1− u(t)) −

1

2
σ2u2(t)

)
dt−W (t) dϑ, y(0) =

1

σ
lnx0, (5.4)

du(t) = dϑ, u(t) ∈ [0, 1],

dz(t) = Λ(t) dϑ, z(0) = 0,

JΛ(u) = G(y(T ), u(T )) + z(T ) = −eγσ(u(T )W (T )+y(T )) + z(T ) → min .

Èçâåñòíî [12℄, ÷òî äëÿ çàäà÷è (5.1)�(5.2) îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàç-

äåëÿòü èíâåñòèðóåìûå ñðåäñòâà ìåæäó àêòèâàìè â �èêñèðîâàííîì ñîîòíîøåíèè

û(t) =
b− r

σ2(1− γ)
, t ∈ [0, T ],

òî åñòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå û(t) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Äëÿ òàêîãî óïðàâëåíèÿ �àçîâàÿ êîîðäèíàòà ŷ(t) ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è ñêà÷êîâ íå èìå-
åò è ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíà èç óðàâíåíèÿ (5.4):

ŷ(t) = Ct+
1

σ
lnx0, ãäå C =

r

σ
+

(b− r)2

2σ3(1− γ)2
(1− 2γ).

Òåîðåìà 2 îïðåäåëÿåò �óíêöèþ Λ, ïðè êîòîðîé óïðàâëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåóïðåæäàþùèì

â ñëåäóþùåì âèäå:

Λ(t) = −W (t)Ψ1(t) + Ψ2(t),

è äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü �óíêöèè Ψ1(t) è Ψ2(t):

Ψ1(t) = −
∂G

∂y
(ŷ(T ), û(T )) exp

{∫ T

t

∂B

∂y
(s, ŷ(s), û(s)) ds

}
= −γσE,

Ψ2(t) = −
∂G

∂u
(ŷ(T ), û(T ))

t

T
= −γσW (T )

t

T
E,

ãäå

E = exp

{
γσ

(
b− r

σ2(1− γ)
W (t) + Ct+

1

σ
lnx0

)}
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Λ(t) = −W (t)Ψ1(t) + Ψ2(t) = γσ

(
W (t)−W (T )

t

T

)
E.

� 6. Çàêëþ÷åíèÿ è âûâîäû

Ïîäûòîæèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

• Ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äëÿ çàäàííîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ ñ óïðàâëÿåìîé äè��óçèåé ïîñòðîèòü ïàðàìåòðèçîâàííîå ñåìåéñòâî äåòåðìèíèðî-

âàííûõ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ íà íåóïðåæäàþùèõ �óíêöèÿõ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì

èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è.

• Äîêàçàíî, ÷òî äåòåðìèíèðîâàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðå-

øåíèå ìîäè�èöèðîâàííîé çàäà÷è, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò, ÿâëÿåòñÿ íåóïðå-

æäàþùèì è ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷åé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò çàäà÷è (S) ê çàäà÷å (D) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áîëüøóþ

ðîëü èãðàåò ëèíåéíîñòü êîý��èöèåíòà äè��óçèè ïî óïðàâëåíèþ, è ïîýòîìó äàëüíåéøèé èí-

òåðåñ âûçûâàþò çàäà÷è ñ íåëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèþ äè��óçèåé. Êðîìå òîãî, õîòÿ òåîðåìà 2

è äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî èíòåãðàëüíîãî ñëàãàåìîãî, îíà íå ïðåäîñòàâëÿåò ìåòî-

äîâ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ñëàãàåìîãî, åñëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàðàíåå íå èçâåñòíî. Ïîýòîìó

äðóãèì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé äîëæíà ñòàòü ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîñòðîå-

íèÿ Λ(t) ïðè îòñóòñòâèè çàðàíåå èçâåñòíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèáî ðàçðàáîòêà èíîãî

ïîäõîäà ê ïðîáëåìå íåóïðåæäàåìîñòè ðåøåíèé äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (D).
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� 7. Äîïîëíåíèå

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî èì-

ïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ è ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ èìïóëüñíûõ ïðîöåññîâ. Ìû áóäåì ïðèäåðæè-

âàòüñÿ îáîçíà÷åíèé è �îðìóëèðîâîê, ïðèíÿòûõ â ðàáîòàõ [10, 11℄.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:





ϕ(p) → min,

dx = f(x, u, t) dt+ g(x, u, t) dϑ, t ∈ T,

p = (x0, x1) ∈ S,

R(x, u, t) ∈ C(t).

(7.1)

Çäåñü T = [t0, t1] åñòü �èêñèðîâàííûé èíòåðâàë âðåìåíè; p = (x0, x1), ãäå x0 = x(t0),
x1 = x(t1), � âåêòîð êîíöåâûõ çíà÷åíèé; S åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R

2n
; C(t) íåïðå-

ðûâíî îòîáðàæàåò [t0, t1] íà çàìêíóòûå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà R
r
; ϕ(p) � ìèíèìèçèðóåìûé

�óíêöèîíàë ñòîèìîñòè è ϑ = (µ, ν, {uτ , vτ}) � èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå (ïîäðîáíåå ñì. [11℄).

Ôóíêöèè ϕ : R2n → R
1
, f : Rn ×R

m ×R
1 → R

n
, g : Rn ×R

m ×R
1 → R

n ×R
k
è R : Rn×

×R
m×R

1 → R
r
ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì. Ôóíêöèÿ f è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî

(x, u) èçìåðèìû ïî Ëåáåãó äëÿ êàæäîãî (x, u) ïî ïåðåìåííîé t è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû
ïî (x, u) ðàâíîìåðíî ïî t äëÿ ïî÷òè âñåõ t. Ôóíêöèè g è R íåïðåðûâíû ïî âñåì àðãóìåíòàì

è íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî (x, u). Êàæäàÿ èç �óíêöèè f , g è R âìåñòå ñî ñâîèìè

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî (x, u) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíû.

�àññìîòðèì èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå ϑ = (µ, ν, {uτ , vτ}), íåêîòîðîå ÷èñëî τ ∈ T è ïðîèç-

âîëüíûé âåêòîð x ∈ R
n
. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χτ (·) = χτ (·, x) ðåøåíèå ñëåäóþùåé äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû: {
χ̇τ (s) = g(χτ (s), uτ (s), τ)vτ (s), s ∈ [0, 1],

χτ (0) = x.

Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè x(t) íà èíòåðâàëå T íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ (7.1), ñîîòâåòñòâóþùèì óïðàâëåíèþ (u, ϑ) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x0, åñëè

x(t0) = x0 è äëÿ êàæäîãî t ∈ (t0, tt] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

x(t) = x0 +

∫ t1

t0

f(x, u, τ) dτ +

∫

[t0,t1]
g(x, u, τ) dµc.c. +

∑

τ6t

[χτ (1, x(τ−)) − x(τ−)]. (7.2)

Çäåñü µc.c. åñòü íåïðåðûâíàÿ êîìïîíåíòà ìåðû µ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà â (7.2) êîððåêòíî îïðå-

äåëåíà, òàê êàê ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê τ , â êîòîðûõ vτ íå ðàâåí íóëþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H �óíêöèþ Ïîíòðÿãèíà

H(x, u, ψ, t) := 〈f(x, u, t), ψ〉

è ÷åðåç Q � âåêòîðíóþ �óíêöèþ Q(x, u, ψ, t) := gT (x, u, t)ψ.

Â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå, ¾êðûøêà¿ íàä �óíêöèåé îò

ïåðåìåííûõ (x, u, t) îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî ïðîïóùåííûõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâëÿþòñÿ îïòèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ (x̂, û), íàïðèìåð: f̂(t) = f(x̂(t), û(t), t) èëè f̂(u, t) = f(x̂(t), u, t). Àíàëîãè÷íîå îáî-
çíà÷åíèå äëÿ êðûøêè è íèæíåãî èíäåêñà τ , îçíà÷àþùåå, ÷òî âìåñòî ïðîïóùåííûõ ïåðåìåííûõ

ïîäñòàâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â ìîìåíòû ñêà÷êîâ, íàïðèìåð: f̂τ (s) = f(χ̂τ (s), ûτ (s), τ).
Êðîìå òîãî, ÷åðåç NK(x) îáîçíà÷èì íîðìàëüíûé êîíóñ Ìîðäóõîâè÷à â x ∈ K (ñì. [10, 13℄).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðîöåññ (x̂, û, ϑ̂) îïòèìàëåí â çàäà÷å (7.1) è ïàðà (x̂, û) ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíîé (ñì. [10℄). Òîãäà ñóùåñòâóþò ÷èñëî λ > 0, âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèà-

öèè ψ, èçìåðèìàÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ η ∈ L
r
1(T ), η(t) ∈ NC(t)(R̂(t)) äëÿ ï.â. t, è äëÿ êàæäîé

òî÷êè τ ∈ Ds(ϑ̂) ñóùåñòâóþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ στ è ñóùåñòâåííî
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îãðàíè÷åííàÿ âåêòîðíàÿ �óíêöèÿ ητ ∈ L
r
∞([0, 1]), ητ (s) ∈ NC(t)(R̂τ (s)) äëÿ ï.â. s, îïðåäåëåííûå

íà èíòåðâàëå [0, 1], òàêèå, ÷òî

λ+ |ψ| 6= 0 ∀t ∈ T, λ+ |στ (s)| 6= 0 ∀s ∈ [0, 1] ∀τ ∈ Ds(ϑ̂),

ψ(t) = ψ(t0)−

∫ t

0

∂Ĥ

∂x
(ψ(τ, τ)) dτ −

∫

[t0,t1]

∂

∂x
〈Q̂(ψ(τ, τ), τ), dµ̂c.c.〉+

+

∫ t

t0

∂R̂T

∂x
(τ)η(τ) dτ +

∑

τ∈Ds(ϑ̂):τ6t

[στ (1)− ψ(τ−)] ∀t ∈ (t0, t1],





dχ̂τ

ds
(s) = ĝτ (s)v̂τ (s),

dστ

ds
(s) = −

∂

∂x
〈Q̂τ (στ (s), s), v̂(s)〉+

∂R̂T
τ

∂x
(s)ητ (s),

χ̂(0) = x̂(τ−), στ (0) = ψ(τ−),

s ∈ [0, 1] ∀τ ∈ Ds(ϑ̂),

(ψ(t0),−ψ(t1)) ∈ λ
∂ϕ

∂p
(p̂) +NS(p̂),

max
u∈Ω̂(t)

Ĥ(u, ψ(t), t) = Ĥ(ψ(t), t) äëÿ ï.â. t ∈ T,





max
v∈K

max
u∈Ω̂(t)

〈Q̂(u, ψ(t), t), v〉 = 0 ∀t ∈ T,

max
v∈K

max
u∈Ω̂τ (s)

〈Q̂τ (u, στ (s), s), v〉 = 0 äëÿ ï.â. s ∈ [0, 1], ∀τ ∈ Ds(ϑ̂),

∫

[t0,t]
〈Q̂(ψ(τ), τ), dµ̂c.c.〉 = 0 ∀t ∈ T,





∂Ĥ

∂u
(ψ(t), t) +

∂

∂u

〈
Q̂(ψ(t), t),

dµ̂a.c.

dt

〉
=
∂R̂T

∂u
(t)η(t) äëÿ ï.â. t ∈ T,

∫

[t0,t]

∂

∂u
〈Q̂(ψ(τ), τ), dµ̂s.c.〉 = 0 ∀t ∈ T,

∂

∂u
〈Q̂(στ (s), s), v̂τ (s)〉 =

∂RT
τ

∂u
(s)ητ (s) äëÿ ï.â. s ∈ [0, 1],∀τ ∈ Ds(ϑ̂),

ãäå µ̂a.c., µ̂s.c. àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è ñèíãóëÿðíàÿ êîìïîíåíòû ìåðû µ̂ ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [11℄.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ô.Ñ. Íàñûðîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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We 
onsider an optimal 
ontrol problem for a one-dimensional pro
ess driven by sto
hasti
 di�erential

equation, whi
h has both drift and di�usion 
oe�
ients 
ontrolled, di�usion being linear in 
ontrol

dx(t) = b(t, x(t), u(t)) dt + σ(t, x(t))u(t) dW (t), x(0) = x0,

where x(t) is the state variable, u(t) is the 
ontrol variable and W (t) is the Wiener pro
ess. We prove a

theorem whi
h gives a stru
ture of solution for the 
onsidered di�erential equation as a superposition of

fun
tions x(t) = Φ(t, u(t)W (t) + y(t)), where Φ(t, v) is the known fun
tion, whi
h is 
ompletely determined
by the di�usion 
oe�
ient σ(t, x) and is independent of 
ontrol, and y(t) is the solution to the pathwise-

deterministi
 measure-driven di�erential equation

dy(t) = B(t, y(t), u(t)) dt−W (t) du(t).

The revealed stru
ture of the solution enables us to 
onsider a new pathwise-deterministi
 impulsive optimal


ontrol problem with the state variable y(t) whi
h is equivalent to the original sto
hasti
 optimal 
ontrol

problem. Pathwise problems may have anti
ipative solutions, so we propose a method that makes it possible

to build nonanti
ipative optimal solutions. The basi
 idea of the method is to modify 
ost fun
tional in new

pathwise problem with spe
ial integral term, whi
h guarantees nonanti
ipativity of solutions.
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