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��������� ��������� !"#$�!%� ��&%!$�!��$
' (%�)*!�(��+, �$��-.��� �' $")), /�)*0
(%)*� � ! � �!�1�' &"(*%!%� *!�2�3* �%�
' �%�'%�%� $%����!%�"�� )�%/�
' $�'"����)(�'
)�)*�$, !"#��*� $�*%�%� �' ("��)*����%1% "�"��#", ��)����%1% ��*�1!�!%�"�� �

� �#��)*�
' !"2%*"' %)�%��%� ���$"��� ���� �*) �))���%�"��3 )*"��%�"!�
' �!"4"*��-0
�
' ���/���+ ��!�1�' )�)*�$ ��� ���/��� �%(!�1 ���*!" $")) )�)*�$
 5�6
7�

�$��*) ! � %)�%��
' $�*%�%� �� $%����!%�"�� � �))���%�"�� ���/��� )�%/�
' )�0
)*�$ ) ��!�1�$� 8��$��*"$�� � ��$ %*�%) *) 9 $%����!%�"��� ��!�1�' 8��$��*%� *��!�
$�
*��"$� 5�, �, :, ;7� $�*%� (%����
' 8��$��*%� 5<, 
7�

�"�2%��� !")�!%)*!"����
$ $�*%�%$ (%$�-3*�!�%1% $%����!%�"�� )%)*"��
' ��!�1�'
(%�)*!�(��+ � �")*% 4�� �!�$  �� �*) $�*%� (%����
' 8��$��*%�� =��"(% *%��%)*- �"��%0
1% $�*%�" #"��)�* %* (%����)*�" (%����
' 8��$��*%�� >%%*��*)*����%, ���* 2%�-.�1% ��)�"
(%����
' 8��$��*%� *!�2��* 2%�-.�' #"*!"* $".���%1% �!�$���� �!%$� *%1%, $�*%� (%����
'
8��$��*%� �"�* #�"���� ���"$���)(�' '"!"(*�!�)*�( � *%�("' �
2!"��
' (%����
' 8��$��0
*%�, " �!� �#$������ (%�)*!�(��� $%����!��$%+ )�)*�$
 *!�2��* ��!�)*!%+(� �)�+ (%����%0
8��$��*�%+ )�*(��

� �"��%+ !"2%*� �!���"1"�*) $�*%� �%������ $"*�$"*���)(%+ $%���� ���/��� )%)*"�0
�%+ ��!�1%+ )�)*�$
 � �!������ �!�$�! �1% �)�%�-#%�"�� �� �))���%�"�� (%��2"��+ �)�%�0
�%1% (%)$���)(%1% "��"!"*" ?��@ ) �"��� $� )%�����
' 2"*"!�+ ?A>B@�

� �� ������ ��!��� ���"���# $�$%!���& '( ')�& $�$%�*+

���� �( �������� $�,$%����+- .� * � /!$%�% $�$%�*+

>�%/��3 ��!�1�3 )�)*�$�, ("( �!"���%, $%/�% �!��)*"��*- � ���� ��(%*%!%+ �)�%��%+
(%�)*!�(���, )%)*% 4�+ �# �!%)*
' 8��$��*%� ?)*�!/��+, ��")*��, %2%�%��( � *� ��@, ��&%!$"0
��� (%*%!
' $"�
 � $%1�* !"))$"*!��"*-) ("( ��!�1��� A!� �))���%�"��� ���/��� *"(%+
)�)*�$
 ��%2'%��$% ���*
�"*- �%#��("34�� (%��2"�� , (%*%!
� ���%)!��)*����% )� #"�
 )
��!�1%0$"))%�
$� '"!"(*�!�)*�("$�� � )���"� $"�
' ��&%!$"��+ �%#��("34�� (%��2"�� 
$%1�* 2
*- �"+���
, �)�� �#��)*�
 )%2)*����
� �")*%*
 � &%!$
 (%��2"��+� �)�� � ("��0
)*�� &%!$ (%��2"��+ �
2!"*- ��(%*%!�3 )�)*�$� ��!�$�4���+, ��%���*�%! 34�3 1!"����
$
�)�%�� $ � ���*!����$ )� # $, *% �� %���(� ��!�%+ )%2)*����%+ �")*%*
 $%/�% �)�%�-#%0
�"*- ��!"���)*�% C��� 5��79

ω2
1 ≤ U∗

T ∗ , ?���@
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1�� U∗ �)*- ��!�1�+ �%*����"�, �
��)����
+ �� �
2!"��%+ )�)*�$
 ��!�$�4���+, " T ∗ D
�
!"/���� (���*���)(%+ 8��!1��, � (%*%!%$ )(%!%)*� #"$����
 ��!�$�4��� $�� E*% ��!"���0
)*�% �"�* ��!'�33 %���(� ��!�%+ )%2)*����%+ �")*%*
� �)�� &��(���, %�!���� 34�� �
2!"�0
��3 )�)*�$� ��!�$�4���+, 2���* )%��!/"*- ��(%*%!%� ��)�% ��%�!�������
' (%8&&�����*%�
di(i = 1, n) , *% �% �� �*) �%#$%/�%)*- �� *%�-(% �*%���*- �������� ��!�%+ )%2)*����%+
�")*%*
, �% � �%����*- #�"���� ��)(%�-(�' )����34�'� A%�%2�" �!%����!" %�!������� 
�")*%* �%)�* �"#�"��� $�*%�" C�*�" 5��7� =�" #"(�3�"�*) � �
2%!� *"(�' #�"����+ ��%�!�0
������
' (%8&&�����*%�, (%*%!
� $���$�#�!�3* %���(� )%2)*����%+ �")*%*
� F�"���� (%0
8&&�����*%� $%1�* 2
*- �"+���
 �# )�)*�$
 �!"�����+

∂ω2

∂di
=

∂

∂di

U∗

T ∗ = 0, (i = 1, n).

�)�� �%��)*�*-, �*% ω2 =
U∗

T ∗ , *% �%����$9

∂U∗

∂di
− ω2 ∂T ∗

∂di
=

∂

∂di
(U∗ − ω2T ∗) =

∂S

∂di
= 0. ?���@

�)�� 8*� (%8&&�����*
 �'%� * � %�!���� 34�� &��(��� ����+�%, *% �� �' %�!������� 
$%/�* 2
*- )%)*"����" )�)*�$" ����+�
' %��%!%��
' �!"�����+� �# �)�%�� !"���)*�" ���3
%�!�����*�� 8*%+ )�)*�$
 � �"'%��*) #�"����� )%2)*����%+ �")*%*
�

�� )�%/�%+ ��!�1%+ )�)*�$
 �
2%! )%%*��*)*��34�' &��(��+, %�!���� 34�' )�)*�$�
��!�$�4���+, �!��)*"�� �* �%�%�-�% )�%/��3 #"�"��� �� �� !�.��� �!���"1"�*) �)�%�-#%0
�"*- &��(���, #"���%$% ��%���*�%! 34�� (!"��
$ �)�%�� $9 )%2)*����
� &%!$
 (%��2"��+
%*���-�
' 8��$��*%� (%�)*!�(��� 5�	7� E*� &��(��� %2�"�"3* %���- ��%2�
$ �� �"�-��+0
.�' �
��)����+ )�%+)*�%$9 %!*%1%�"�-�%)*-3� C"))$%*!�$ �%�!%2��� �!%����!� %�!������� 
�")*%* � &%!$ (%��2"��+ )%)*"��%+ ��!�1%+ )�)*�$
�

A!���%�%/�$, �*% � ��)�� ���/���+, )�4�)*��34�' � !"))$"*!��"�$%+ )�)*�$� �!� �"���0
/"4�$ %2!"#%$ �
2!"��
' �"�"�-�
' �)�%�� ', �$�3*) (%��2"�� ) �")*%*%+ ω , � (%*%!
'
�)� (%%!���"*
 �#$�� 3*) � %���"(%�%+ &"#� 5��79

f(x, t) = F (x) · sin(ωt + ε), ?���@

f(x, y, t) = F (x, y) · sin(ωt + ε), ?���@

1��
x , y D (%%!���"*
 '"!"(*�!�%1% !"#$�!" 8��$��*",
F (x) , F (x, y) D &%!$
 (%��2"��+,
ω D )%2)*����" �")*%*"�

G%!$
 (%��2"��+ � ?���@ � ?���@ %*���-�
' 8��$��*%� )�)*�$
 �!��)*"��$ �� )*�!/� �
����

F (x) =
∑
n

dnXn(x), ?���@

�� ��")*��
 � ����

F (x, y) =
∑
m,n

dm,nXm(x)Yn(y). ?��:@

G��(��� Xm(x), Yn(y) D 2"#�)�
� &��(���, �%�2�!"�$
� � )%%*��*)*��� ) (!"��
$� �)�%0
�� $� #"�"��� �� *%1%, �*%2
 &%!$
 (%��2"��+ 2
�� ("( $%/�% 2��/� ( �)*���
$, (%8&0
&�����*
 dn, dm,n �
2�!"3*) *"(�$ %2!"#%$, �*%2
 (�"�!"* �")*%*
 ω2 � ?���@ �!���$"�
�"�$��-.�� #�"������ �%8&&�����*
 dn, dm,n  �� 3*) (%!!�(*�!�34�$� �"!"$�*!"$�, (%0
*%!
� �!�2��/"3* �
2!"��
� 2"#�)�
� &��(��� ( �)*���%+ &%!$� (%��2"��+�

� !"$("' �!���"1"�$%1% $�*%�" $%����!%�"�� ���/��� )%)*"��%+ ��!�1%+ )�)*�$
 � ("0
��)*�� 2"#�)�
' &��(��+ �!���"1"�*) �)�%�-#%�"*- )%2)*����
� &%!$
 (%��2"��+ %��%!%�0
�%1% )*�!/� �!� *�' /� �)�%�� ' #"(!������ , �*% � �� �))�����$%+ )�)*�$
 5��7� � �!�0
2��/���%$ !�.���� ��)�% )%2)*����
' &%!$ $%/�* 2
*- �# *% (%����
$ � �")*% ��)-$"
��2%�-.�$� E*% )�%��* #"�"�� ( !"))$%*!���3 )�)*�$
 ) (%����
$ ��)�%$ )*�����+ )�%2%�
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� �)(�3�"�* �# !"))$%*!��� ��)-$" *!���% ���*
�"�$
� (%��2"�� �
)%(�' �")*%*� A!� $%0
����!%�"��� ���/��� !"))$"*!��"�$%+ )�)*�$
 %1!"����$) ���$ &%!$"$� � !"#�%/��� '
?���@ � ?��:@�

G��(��� X �!��)*"�� 3* )%2%+ )%2)*����
� &%!$
 (%��2"��+ )*�!/� , /�)*(% #"4�$0
����%1% ) %��%1% (%��"9

Xn(x) =
(

cosh
knl · x

l
− cos

knl · x
l

)
+ Cn ·

(
sinh

knl · x
l

− sin
knl · x

l

)
, ?��;@

1�� Cn = −cosh(knl) + cos(knl)
sinh(knl) + sin(knl)

.

�������
 knl %�!���� 3*) �# )%%*�%.��� cos(knl) cosh(knl) = −1.
G��(��� Y �!��)*"�� 3* )%2%+ )%2)*����
� &%!$
 (%��2"��+ )*�!/� )% )�%2%��
$�

(%��"$�9

Yn(y) =
(

cosh
knl · y

l
+ cos

knl · y
l

)
+ Cn ·

(
sinh

knl · y
l

+ sin
knl · y

l

)
, ?��<@

1�� Cn = −cosh(knl) − cos(knl)
sinh(knl) − sin(knl)

.

�������
 knl %�!���� 3*) �# )%%*�%.��� cos(knl) cosh(knl) = 1.
G%!$
 (%��2"��+ ��")*��
 �!��)*"����
 ("( �!%�#������� &%!$ (%��2"��+ /�)*(% #"0

4�$����%1% )*�!/� ?��;@ � )�%2%��%1% )*�!/� ?��<@� E*% )%%*��*)*���* )�%)%2� #"(!������ 
��")*��
 � !"))$"*!��"�$%+ )�)*�$��

�
!"/��� ?���@ � ?��:@ �%�)*"�� 3*) � ?���@� A!� 8*%$ ��%2'%��$% ���)*-, �*% )%2)*���0
�
� &%!$
 (%��2"��+ ?��;@ � ?��<@  �� 3*) %!*%1%�"�-�
$��

>%1�")�% $�*%�� C��� 6C�*�", ���#��)*�
� (%8&&�����*
 � !"#�%/��� ' ?���@ � ?��:@ �
0
2�!"3*) *"(�$ %2!"#%$, �*%2
 (�"�!"* �")*%*
 ω2 �!���$"� �"�$��-.�� #�"������ � )%%*0
��*)*��� ) 8*�$, �)�%�-#� ?���@, $%/�% �%����*- )����34�3 )�)*�$� �!"�����+9⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂S

∂dk
= 0,

∂S

∂dl,p
= 0,

?��
@

1�� k = 1, n, l = 1,m, p = 1, n �
��� )�)*�$
 ?��
@ %�!���� �*) (%�&�1�!"���+ $%����!��$%+ )�)*�$
, *��"$� 8��$��*%�,

�'%� 4�' � �� )%)*"��
>�)*�$" ?��
@  �� �*) %��%!%��%+ ����+�%+ %*�%)�*��-�% ���#��)*�
' (%8&&�����*%� dk

� dl,p � A%�%2�" )�)*�$" 2���* �$�*- !�.����, %*����%� %* ��� , � *%$ )���"�, �)�� !"��� ��0
�3 %�!�����*��- $"*!��
 (%8&&�����*%� �!� dk � dl,p � �# 8*%1% �)�%�� �%���"�*) �")*%*0
�%� �!"������ %*�%)�*��-�% )%2)*����
' �")*%* ω2

k � �"/�%$� �# #�"����+ ω2
k )%%*��*)*���*

)�)*�$" #�"����+ (%8&&�����*%� dk � dl,p , %�!�������" ) *%��%)*-3 �% �!%�#�%�-�%1% $�%0
/�*�� � >�)*�$" �%������
' (%8&&�����*%� �%#�%� �* %����*- �(�"� ("/�%+ ���*
�"�$%+
&%!$
 )%2)*����
' (%��2"��+ � ?���@ � ?��:@, " *"(/� �%))*"�%��*- �)(%$
� &%!$
 (%��2"��+�

��0� 	+��� ��..� ��1�!�2�+- ' !�����& ���"���# $�$%�*+

�� �%������ )�)*�$
 ��&&�!����"�-�
' �!"�����+ ���/��� �!��)*"��$ ��!�1�� ��0
!�$�4��� � ���� !"#�%/���+9

f(x, t) =
∑
n

qi(t)Fi(x), ?���	@

f(x, y, t) =
∑
n

qi(t)Fi(x, y), ?����@

1�� qi(t) D ���#��)*�
� %2%24���
� (%%!���"*
� F (x), F (x, y) D &%!$
 (%��2"��+, �%�����0
�
� �# ?���@ � ?��:@�
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δS =
∫ t2

t1

(δT − δA − δΠ − δU) dt = 0, ?����@

1�� T D (���*���)(" 8��!1� )�)*�$
, A D !"2%*" ��(%�)�!�"*���
' ?��))��"*���
'@ )��,
Π D �%*����"�-�" 8��!1� ���.��' )��, U D 8��!1� ��!�1%+ ��&%!$"��� 8��$��*"�

�"+��$ �
!"/��� �� �"!�"��+, �'%� 4�' � �!"��3 �")*- ?����@�
T =

∑
i

Ti D )�$$" (���*���)(�' 8��!1�+ %*���-�
' 8��$��*%� )�)*�$
�

δT =
∂T

∂q̇i
δq̇i +

∂T

∂qi
δqi. ?����@

�"+��$ ��*�1!"� �% �!�$��� %* ?����@9

∫ t1

t0

(
∂T

∂q̇i
δq̇i +

∂T

∂qi
δqi

)
dt =

∂T

∂q̇i
∂qi

∣∣∣∣∣
t1

t0

−
∫ t1

t0

(δqi) d

(
∂T

∂q̇i

)
+

∫ t1

t0

∂T

∂qi
δqi dt =

= −
∫ t1

t0

(
∂2T

∂q̇i
2 q̈i +

∂2T

∂q̇i∂qi
q̇i +

∂2T

∂q̇i∂t
+

∂T

∂qi

)
δqi dt.

?����@

�� !"2%*
 ��(%�)�!�"*���
' )��9

δA = Qiδqi. ?����@

�� �%*����"�-�%+ 8��!1��9

δΠ =
∂Π
∂qi

δqi. ?���:@

F��)- *"(/�, ("( � �� (���*���)(%+ 8��!1�� �%� Π �%��$"�*) )�$$" �%*����"�-�
' 8��!1�+
%*���-�
' 8��$��*%� )�)*�$
� �% �)*- Π =

∑
i

Πi �

�� 8��!1�� ��!�1%+ ��&%!$"���9

δU =
∂U

∂qi
δqi. ?���;@

��"�%1���%, �%� U �%��$"�*) )�$$" 8��!1�+ %*���-�
' 8��$��*%� )�)*�$
� �% �)*- U =∑
i

Ui �

A%)(%�-(� �"!�"��� ��#"��)�$
, *% �� *%1% �*%2
 �
!"/���� ?����@ %2!"4"�%)- � ���-,
��%2'%��$%, �*%2
 �
!"/��� ��!�� �"!�"�� $� %2!"4"��)- � ���-�

� !�#��-*"*� �%�)*"�%�(� ?����@ D ?���;@ � ?����@ �%���"�$ )�)*�$� ��&&�!����"�-�
'
�!"�����+9

∂2T

∂q̇i
2 q̈i +

∂2T

∂q̇i∂qi
q̇i +

∂2T

∂q̇i∂t
+

∂T

∂qi
= Qi −

∂Π
∂qi

− ∂U

∂qi
. ?���<@

>�)*�$" ��&&�!����"�-�
' �!"�����+ ���/��� ?���<@ �!��)*"�� �* )%2%+ #"$(��*�3 )�0
)*�$� ��&&�!����"�-�
' �!"�����+, )%��!/"4�' *%�-(% %2
(�%����
� �!%�#�%��
� �% �!�0
$���� �!"�����+ )*%�-(%, )(%�-(% ���#��)*�
' (%8&&�����*%� � !"#�%/��� ' ?���	@ � ?����@�

� 0� ������ ��!��� ���"���# �
 ( �  !$3 +%�� ��4

A!����"$� (%��2"��+ ��!�1�' (%�)*!�(��+ $%1�* 2
*-9 ���.��� �%#��+)*�� � !"2%*" ���0
1"*���+ )�)*�$
 ��!"����� ��� �#$������ (%�&�1�!"��� )�)*�$
, �"�!�$�! � �!%��))� !")0
(!
*� A>B�

� �")*% 4�+ !"2%*� �!���"1"�*) � ("��)*�� �!�$�!" �!�$����� $�*%�", %��)"��%1% �
�"!"1!"&� �, !"))$%*!�*- ���/���� �� ) ��!�1�$� A>B�
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C�.���� #"�"�� �))���%�"�� ���/��� �� �!� !")(!
*�� A>B 2���$ �!%�%��*- � ��"
8*"�"� �" ��!�%$ 8*"��D ��������� 	
�D !"))$%*!�$ ���/��� A>B ("( )�)*�$
 *��!�
'
��")*�� ?)*�%!%(@, )%�������
' ."!��!"$�� �" �*%!%$ 8*"��D �����
�� 	
�D !"))$%*!�$
���/���� �� �!� (%��2"�� ' A>B, �%#��("34�' �%� �%#��+)*���$ �$���-)�
' �"1!�#%(,
�% �� 34�') � $%$��* &�()"��� �")*�+ A>B�

0��� �!$3 +%�� ��4

A%)*!%���� $"*�$"*���)(%+ $%���� �!%��))" !")(!
*� A>B  �� �*) ��!�
$ � �"/�
$
."1%$� �%���- �%�/�" 2
*- � !"#�$�%+ )*����� "��(�"*�" &�#���)(%$� �!%��))� � �� 2
*-
)��.(%$ 1!%$%#�(%+� A!� !�.���� �%)*"�����%+ #"�"�� �)�%�-#%�"��)- )����34�� �%��4�0
�� 9

�@&�()"�� )*�%!%( �!%�)'%��* $1�%����% � %��%�!�$���%�

�@ (%!��) �� )%��!."�* )�%2%��%� ���/����, '"!"(*�! (%*%!%1% %�!���� �*) ���/����$
)*�%!%( A>B � �!%��))� !")(!
*� � (%��2"���$ !"#��!��*%+ A>B�

�@ � �!%��))� !")(!
*� A>B (%��2"�� %*���-�
' )*�%!%( �� ���*
�"3*) ?�%8*%$�
)*�%!(� A>B $%����!�3*) ("( "2)%�3*�% *��!�
� *��"@�

�@ ��))��"*���
� )��
 ��$�&�!%� (%��2"��+ �� ���*
�"3*) �

C"))$%*!�$ A>B, )%)*% 4�3 �# *!�' )*�%!%( ?!�)� �@�

��$� �� C")��*�" )'�$" !")(!
*� A>B

�" !�)� � �!�� *
 )����34�� %2%#�"���� 9
Rx1 , Rx2 , Rx3 , Ry1 , Ry2 , Ry3 D !�"(��� � ."!��!"' � �!%��))� !")(!
*� �
M1 , M2 , M3 D ���.��� $%$��*
 � )*�%!("'�

�� )%)*"����� ��&&�!����"�-�
' �!"�����+, $%����!�34�' !")(!
*�� A>B, �%)�%�-0
#��$) �!"����� $� �-3*%�"6E+��!" 5��7

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m1ẍ1 = Rx1 − Rx2

m1ÿ1 = Ry1 − Ry2

m2ẍ2 = Rx2 − Rx3

m2ÿ2 = Ry2 − Ry3

m3ẍ3 = Rx3

m3ÿ3 = Ry3

J1ϕ̈1 = (Rx1+Rx2)
l1
2

cos(ϕ1) − (Ry1+Ry2)
l1
2

sin(ϕ1) − (M1+M2)

J2ϕ̈2 = −(Rx2+Rx3)
l2
2

cos(ϕ2) − (Ry2+Ry3)
l2
2

sin(ϕ2) + (M2+M3)

J3ϕ̈3 = Rx3
l3
2

cos(ϕ3) − Ry3
l3
2

sin(ϕ3) − M3.
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>�)*�$� ?���@ ��%2'%��$% �%�%���*- �!"����� $� )� #�, %*!"/"34�$� *%* &"(*, �*% %20
4�� *%�(� )$�/�
' �"����+ �$�3* %���"(%�
� (%%!���"*
, )(%!%)*�, �)(%!��� 9⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẍ1 −
l1
2

ϕ̈1 cos(ϕ1) +
l1
2

ϕ̇2
1 sin(ϕ1) = 0

ÿ1 +
l1
2

ϕ̈1 sin(ϕ1) +
l1
2

ϕ̇2
1 cos(ϕ1) = 0

ẍ1 +
l1
2

ϕ̈1 cos(ϕ1) −
l1
2

ϕ̇2
1 sin(ϕ1) = ẍ2 −

l2
2

ϕ̈2 cos(ϕ2) +
l2
2

ϕ̇2
2 sin(ϕ2)

ÿ1 −
l1
2

ϕ̈1 sin(ϕ1) −
l1
2

ϕ̇2
1 cos(ϕ1) = ÿ2 +

l2
2

ϕ̈2 sin(ϕ2) +
l2
2

ϕ̇2
2 cos(ϕ2)

ẍ2 +
l2
2

ϕ̈2 cos(ϕ2) −
l2
2

ϕ̇2
2 sin(ϕ2) = ẍ3 −

l3
2

ϕ̈3 cos(ϕ3) +
l3
2

ϕ̇2
3 sin(ϕ3)

ÿ2 −
l2
2

ϕ̈2 sin(ϕ2) −
l2
2

ϕ̇2
2 cos(ϕ2) = ÿ3 +

l3
2

ϕ̈3 sin(ϕ3) +
l3
2

ϕ̇2
3 cos(ϕ3).
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� �*%1� �%���"�$ )�)*�$� �� ��&&�!����"�-�
' �!"�����+, ����+�
' %*�%)�*��-�% ���#0
��)*�
' �)(%!���+ � !�"(��+ )� #�+� A!%��*�1!�!%�"� 8*� )�)*�$�, �%����$ )(%!%)*� )*�%!%(
A>B ��!�� &�()"���+�

0�0� 5�3$!1�# $%�� �3 ��4

A!%��)) &�()"��� )$�/�
' )*�%!%( '"!"(*�!�#��*) �%*�!�+ �' %*�%)�*��-�%+ )(%!%)*�
���/��� , �%#��(�%�����$ ��"!�
' !�"(��+ �% �)�' ."!��!�
' )%������� ' � )("�(%%2!"#0
�
$ �#$������$ �1�%�
' � ����+�
' )(%!%)*�+ �)�' )*�%!%(� C")��*�" )'�$" &�()"��� )*�%0
!%( A>B �%("#"�" �" !�)� ��

��$� 0� C")��*�" )'�$" &�()"��� )*�%!%( A>B

A!%��)) �"�%/��� $1�%����
' )� #�+ $%/�% %��)"*- � )%%*��*)*��� ) *�%!��+ ��"!" )��0
��34�$� )%%*�%.��� $�, '"!"(*�!�#�34�$� �#$������ (%����)*�" ���/��� � $%$��*" (%0
����)*�" ���/��� )�)*�$
 5��7⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m1(ẋ1k − ẋ10) = Sx1 − Sx2

m1(ẏ1k − ẏ10) = Sy1 − Sy2

m2(ẋ2k − ẋ20) = Sx2 − Sx3

m2(ẏ2k − ẏ20) = Sy2 − Sy3

m3(ẋ3k − ẋ30) = Sx3

m3(ẏ3k − ẏ30) = Sy3

J1(ϕ̇1k − ϕ̇10) = (Sx1 + Sx2)
l1
2

cos(ϕ1) − (Sy1 + Sy2)
l1
2

sin(ϕ1) − MS1 − MS2

J2(ϕ̇2k − ϕ̇20) = −(Sx2 + Sx3)
l2
2

cos(ϕ2) − (Sy2 + Sy3)
l2
2

sin(ϕ2) − MS2 − MS3

J3(ϕ̇3k − ϕ̇30) = Sx3
l3
2

cos(ϕ3) − Sy3
l3
2

sin(ϕ3) − MS3.
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F��)-
ẋi0, ẏi0, ϕ̇i0, ẋik, ẏik, ϕ̇ik D )(%!%)*� )*�%!%( �% � �%)�� &�()"����
Sxi , Syi D �$���-)�
� !�"(��� � i 0%$ ."!��!� �!� &�()"����
MSi D ��"!�
� �$���-)�
� $%$��*
, �%#��("34�� � #"&�()�!%�"��%$ ��2% &�()�!�34�$) 
i 0%$ ."!��!� �!� &�()"��� %��%+ �# )*�%!%(�

�%)�%�-#��$) �!"����� $� )� #� � �%����$ )%%*�%.��� �� )(%!%)*�+ %24�' *%��(9

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1k − l1
2

ϕ̇1k cos(ϕ1) = 0

ẏ1k +
l1
2

ϕ̇1k sin(ϕ1) = 0

ẋ1k +
l1
2

ϕ̇1k cos(ϕ1) = ẋ2k − l2
2

ϕ̇2k cos(ϕ2)

ẏ1k − l1
2

ϕ̇1k sin(ϕ1) = ẏ2k +
l2
2

ϕ̇2k sin(ϕ2)

ẋ2k +
l2
2

ϕ̇2k cos(ϕ2) = ẋ3k − l3
2

ϕ̇3k cos(ϕ3)

ẏ2k − l2
2

ϕ̇2k sin(ϕ2) = ẏ3k +
l3
2

ϕ̇3k sin(ϕ3).
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�!"����� )� #�, �%("#
�"34��, �*% �1�%�
� )(%!%)*� #"&�()�!%�"��
' $�/�� )%2%+
)*�%!%( !"��
 ?%*)�*)*���* �!"4���� i 0+ )*�%!(� %*�%)�*��-�% i + 1 0+@, �$�3* ���

⎧⎨
⎩

ϕ̇1δ1 = 0
(ϕ̇1 − ϕ̇2)δ2 = 0
(ϕ̇2 − ϕ̇3)δ3 = 0

?���@

C�." )�)*�$� �!"�����+ ?���@6?���@ �!� )����34�' �)�%�� '9

m1 = 125 (1, m2 = 125 (1, m3 = 125 (1, l1 = 5 $, l2 = 5 $, l3 = 5 $, J1 = 260.42 (1 ·$ 2 ,
J2 = 260.42 (1 ·$ 2 , J3 = 260.42 (1 ·$ 2 ,

x10 = 0 $, ẋ10 = 0.1 $I), x20 = 0 $, ẋ20 = 0.1 $I), x30 = 0 $, ẋ30 = 0.1 $I), y10 =
l1
2

$,

ẏ10 = 0.1 $I), y20 =
l2
2

$, ẏ20 = 0.1 $I), y30 =
l3
2

$, ẏ30 = 0.1 $I), ϕ10 = 0 !"�,

ϕ̇10 = 0.1 !"�I), ϕ20 = 0 !"�, ϕ̇20 = 0.1 !"�I), ϕ30 = 0 !"�, ϕ̇30 = 0.1 !"�I)

�%���"3*) )����34�� #�"���� )(%!%)*�+ � $%$��* &�()"��� )*�%!%( A>B9

ẋ10 = 0 $I), ẋ20 = 0 $I), ẋ30 = 0 $I), ẏ10 = −0.2426 $I), ẏ20 = −0.2426 $I),
ẏ30 = −0.2426 $I), ϕ̇10 = 0.097 !"�I), ϕ̇20 = 0.097 !"�I), ϕ̇30 = 0.097 !"�I)�

C�." )�)*�$� �!"�����+ ?���@6?���@ ) ���*%$ �%������
' #�"����+ )(%!%)*�+, �"'%��$ �$0
���-)�
� !�"(��� � ��"!�
� �$���-)�
� $%$��*
, �%#��("34�� � �!%��))� &�()"��� )*�%!%(
A>B9

Sx1 = 0 JK, Sy1 = −131.06 JK, Sx2 = 0 JK, Sy2 = 65.53 JK, Sx3 = 0 JK, Sy3 = 80.69 JK�
MS1 = −655.30 �$, MS1 = 327.65 �$, MS1 = 403.45 �$�

A%)(%�-(� ��, �$�34�+ � )�%�+ (%�)*!�(��� A>B, $%/�% %*��)*� ( )�%/�%+ ��!�1%+
)�)*�$�, *% �� �))���%�"�� �1% ���/��� �%)�� !")(!
*� A>B �)�%�-#��$ �%�'%�, �!��0
�%/���
+ � �� ��

C"))$%*!�$ (%�)*!�(��3 �� �%)�� !")(!
*� A>B, �!��)*"������3 �" !�)� ��
�"��
+ ��  �� �*) $%���-3 8��$��*" ��/���"!%��%+ (%)$���)(%+ )*"���� ?��>@�

� ("��)*�� ��!�1�' 8��$��*%� �
)*��"3* )*�!/��- D $%���- %*)�(" 8��$��*" ��>, ��")*�0
�" D $%���- A>B� ���!�
+ �%�
+ ������! $%����!��* ��!"))$"*!��"�$�3 �")*- ��>� �"0
!"(*�!�)*�(� �))�����$%+ )�)*�$
 �!��)*"����
 � *"2�� ��

A!� $%����!%�"��� ���/��� !"))$"*!��"�$%+ )�)*�$
 2���$ )��*"*-, �*% ��")*��"  �0
� �*) %��%!%��%+ ) �%)*% ��%+ *%�4��%+� �#1�2�
� ��&%!$"��� ��")*��
 �!���%�"1"3*) 
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�!,��1! �� A"!"$�*!
 )%)*"��%+ ��!�1%+ )�)*�$


�%���� 34�$�) #"(%�� H�("� ��!�1" %)- )*�!/� � ����&%!$�!��$%$ )%)*% ��� �! $%��0
��+�" � )%��"�"�* ) �����+ ���*!%� * /�)*� �%��!���
' )�����+ )*�!/� � =*(�%���� %*���-0
�
' *%��( %)� )*�!/� �!%�)'%� * ��!�����(�� !�% ( �! $%����+�%$�, ����&%!$�!%�"��%$�
�� �"�!"�����3�

C"))$"*!��"�*) �%������� )�)*�$
 �" (%!%*(%$ �!%$�/�*(� �!�$��� Δt � A%8*%$� �%#$�0
4"34�� �%#��+)*��� "8!%���"$���)(%1% )%�!%*������ , )�� 1!"��*"��� � )��*%�%1% �"����� 
�� ���*
�"�*) � A�!�$�4��� �)�+ )�)*�$
 � �� %*���-�
' 8��$��*%� �!���$"3*) $"�
$��

�#$����� ���� ��!�1%0��&%!$�!��$
' 8��$��*%� �� ���*
�"�*) � �)���)*��� *%1%, �*%
��!�$�4��� 8��$��*"!�%+ $"))
 ��!�1%0��&%!$�!��$%1% 8��$��*" ��%�- �1% �!%�%�-�%+ %)�
#�"��*��-�% $��-.�, ��$ ��!�$�4��� � �"�!"����� ', ��!�����(�� !�
' 8*%+ %)�, *"(�$�
��!�$�4��� $� �� �%������ %���%��
' '"!"(*�!�)*�( $%/�% �!���2!��-�

�� �))�����$%+ )�)*�$
 ?*"2�� �@ %�!������
 ��!�
� ��� )%2)*����
� �")*%*
 � )%%*��*0
)*��34�� �$ (%8&&�����*
 � !"#�%/���� )%2)*����
' &%!$ ?���@ � ?��:@ ?)$� *"2�� � � �@�

� *"2�� � � � (%8&&�����*
 μ D %��)
�"3* �%)*��"*��-�
� ��!�$�4��� ������!", λ D
%��)
�"3* �!"4"*��-�
� ��!�$�4��� ������!"� d, f D %��)
�"3* �#1�2�
� (%��2"�� ��!0
*�("�-�%1% )*�!/� � ���' ��%)(%)* '� c D (!�*��-�
� (%��2"�� ��!*�("�-�%1% )*�!/� ,
LD �#1�2�
� (%��2"�� ��")*��
� �"��
� (%8&&�����*
 2
�� �%!$�!%�"�
 %*�%)�*��-�%
�%�%2�
' (%8&&�����*%�, %��)
�"34�' ���/���� (%!��)" ���

�"+����
� (%8&&�����*
 �%#�%� 3* %�!�����*- ��+)*��*��-�
� &%!$
 (%��2"��+ ��!0
*�("�-�%1% )*�!/���%1% 8��$��*", $%����!�34�1% %*)�( 8��$��*" ��>, � !"#�%/���%+ A>B
�% 2"#�)�
$ &��(�� $ ) �%$%4-3 ?���@ � ?��:@�

� ("��)*�� �!%��!(� $%����!%�"��� !"))$"*!��"�$%1% �� 2
�% *"(/� %)�4�)*����% ) �%0
$%4-3 $�*%�" (%����
' 8��$��*%�� � !�#��-*"*� 2
�� �%�����
 )����34�� )%2)*����
� �"0
)*%*
9

ω1 = 0.70 H�, ω2 = 1.28 H��

� !"2%*� 5��7 �!��%� *) !�#��-*"*
 �))���%�"�� )�%2%��
' (%��2"��+ (%�)*!�(��� ��>�
�))���%�"�� 2
�� �!%�����
 ) �)�%�-#%�"���$ �"��
' �#$�!���+ ��#(%�")*%*�%1% "()���!%0
$�*!" MNMO ?MPKQRLQSTPUV NKKWXWQSUPRY MWSZ[QW\WYU OVZUW\ D >�)*�$" �#$�!��� ��(!%1!"0
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 ����	����� �	�� �	������� ��� ���
	�
�	��

���	� ���
	
� ω1 = 0.69 *"

������� 	� (������������ �	 ���"���
	
 
 ����	����� �	�� �	������� ��� 

	�	�
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���	� ���
	
� ω2 = 1.27 *"

��*"��%��
' �)(%!���+@� ��"��# �%������
' � !"2%*� 5��7 !�#��-*"*%� �%("#"�, �*% %)�%��
�
�%#$�4��� (%�)*!�(��� ��> �"2�3�"3*) � ��"�"#%�� �")*%* 	,;	�6�,�� H��

A%! �%( �"+����
' )%2)*����
' �")*%* (%��2"��+ !"))$"*!��"�$%+ $%���� �� )%��"�"�*
) �%! �(%$ ��+)*��*��-�
' )%2)*����
' �")*%* (%��2"��+ (%�)*!�(��� ��>� F�"����� ��!�%+
)%2)*����%+ �")*%*
, %�!�������%+ �!���"1"�$
$ � �")*% 4�+ !"2%*� $�*%�%$, ��#�"��*��-�%
$��-.� ��/��+ 1!"���
 ��"�"#%�" !�"�-�
' )%2)*����
' �")*%*� E*% )� #"�% ) (%����)*�%$
�!���$"�$
' �% ���$"��� 2"#�)�
' &��(��+, " *"(/� �!�2��/���
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