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© À.Â. ÁîðèñîâÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ Ï�Î��ÀÌÌÍÎ�Î ÏÀÊÅÒÀ CHAOS ÄËß ÈÇÓ×ÅÍÈßÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÝÔÔÅÊÒÎÂÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà êåëüòñêîãî êàìíÿ, ìîäåëèðóåìàÿ òÿæåëûì óðàâíîâåøåííûì ýë-ëèïñîèäîì âðàùåíèÿ, êàòÿùèìñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïðèýòîì öåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä èíåðöèè òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ. Ïðè íàëè÷èè óã-ëîâîãî ñìåùåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëëèïñîèäàìè (õàðàêòåðèçóþùèì äèíàìè÷åñêóþ íåñèììåòðèþ òåëà)íàáëþäàþòñÿ íîâûå äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, êîòîðûå ðîäñòâåííû ðåâåðñó â äâèæåíèè êåëüòñêèõ êàì-íåé. Îäíàêî, â îòëè÷èè îò òðàäèöèîííîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé óñå÷åííûéäâóõîñíûé ïàðàáîëîèä, â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå âîçìîæíû äâèæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñóïåðïîçè-öèåé ðåâåðñà (ñìåíà íà ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ) è ïåðåâîðîòà (ñìåíà íà ïðîòèâîïî-ëîæíûå îñè âðàùåíèÿ). Ïðè ýòîì óêàçàííûå ðåâåðñ è ïåðåâîðîò, ïðè íàäëåæàùèõ ýíåðãèÿõ è ðàñïðå-äåëåíèÿõ ìàññ, ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ íåîäíîêðàòíî. Âîçìîæíû òàêæå äâèæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîéòîëüêî ìíîãîêðàòíûé ïåðåâîðîò èëè ðåâåðñ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà êåëüòñêîãî êàìíÿ, äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿÓðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ òÿæåëîãî óðàâíîâåøåííîãî, íî äèíà-ìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (öåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä èíåðöèè êîòîðîãîòîæå îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé) ïî ïëîñêîñòè, èìåþò âèä [3℄
{

Ṁ = M × ω + mṙ × (ω × r) + mgr,
γ̇ = γ × ω.

(1.1)Â ñèñòåìå (1.1) ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: M � âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíî-ñèòåëüíî òî÷êè êîíòàêòà, ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, γ � åäèíè÷íûé îðò âåðòèêàëè, r �ðàäèóñ�âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé öåíòð ýëëèïñîèäà ñ òî÷êîé êîíòàêòà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíî-ãî ïàäåíèÿ, m � ìàññà òåëà. Âñå óêàçàííûå âåêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàòæåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì, îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà. Èçâåñò-íî, ÷òî M = Iω + mr × (ω × r) , ãäå I = diag(I1, I2, I1) � öåíòðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè.Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà â ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñÿõ èìååò âèä (r, B−1r) = 1 ,ãäå B = QTB0Q . Ïðè ýòîì ìàòðèöà B0 = diag(b2
1, b

2
2, b

2
1) îáðàçîâàíà èç êâàäðàòîâ âåëè÷èíïîëóîñåé ýëëèïñîèäà bi , à ìàòðèöà Q =

0� cos α sin α 0
− sin α cos α 0

0 0 1

1A çàäàåò ïîâîðîò ãåîìåòðè÷åñêèõîñåé îòíîñèòåëüíî îñåé èíåðöèè íà óãîë α . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî r = Bγ√
(γ,Bγ)

.Óðàâíåíèÿ (1.1) îáëàäàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèì èíòåãðàëîì
H =

1

2
(M ,ω) − mg(r,γ),

(γ,γ) = 1.
(1.2)� 2. Ñåìåéñòâà ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé



202 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2008. Âûï. 2Óðàâíåíèÿ (1.1) äîïóñêàþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ òèïà âåðòèêàëüíûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé,óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì
{

γ × ω = 0,

M × ω + mgr × γ = 0.
(2.1)Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ω = Ωγ , ãäå Ω = const . Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðè ýòîìïîëó÷èì

ΩM × γ + mgr × γ = 0. (2.2)Óìíîæèâ ñêàëÿðíî (2.2) íà r , èìååì
(γ × Iγ, Bγ) = 0. (2.3)Óñëîâèå (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

γ2γ3(I1 − I2)(b
2
1 − b2

2) sin α(γ1 sin α − γ2 cos α) = 0. (2.4)�àçëè÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (2.4) ñîîòâåòñòâóþò ïÿòü ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ ïåðìàíåíò-íûõ âðàùåíèé, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà:1. Îñü âðàùåíèÿ ëåæèò âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè γ = (1, 0, 0) , γ = (0, 1, 0) ,
γ = (0, 0, 1) . Ïðè ýòîì óãëîâàÿ ñêîðîñòü Ω âðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíà è ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåò-ðîì ñåìåéñòâà.2. Îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â ãëàâíîé ïëîñêîñòè èíåðöèè γ = (sin ϕ, cos ϕ, 0) . Â äàííîì ñëó÷àåïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ óãîë ϕ , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âûðàæàåòñÿ ïî�îðìóëå

Ω2 =
mg(γ × r)2

(Iγ × γ,γ × r) + m(γ, r)(γ × r)2
. (2.5)Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè (2.5) îïðåäåëÿåò îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïåð-ìàíåíòíûõ âðàùåíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïåðìàíåíòíûå âðàùåíèÿ òèïà γ = (sin ϕ, 0, cos ϕ) ,òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.4), îäíàêî äëÿ íèõ Ω2 < 0 ïðè ëþáûõ ϕ . Òàêèìîáðàçîì ñóùåñòâóåò âñåãî îäíî ñåìåéñòâî ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé ëåæàùèõ â ãëàâíîéïëîñêîñòè èíåðöèè òåëà.3. Îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â ãëàâíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè òåëà

γ = (sin ϕ cos α, sin ϕ sin α, cos ϕ).Â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óãîë ϕ , à óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-ùåíèÿ âûðàæàåòñÿ ïî �îðìóëå (2.5).� 3. Óñòîé÷èâîñòü âåðòèêàëüíûõ âðàùåíèéÍàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ íàáëþäàåòñÿ âáëèçè ïåðìàíåíò-íîãî âðàùåíèÿ âîêðóã ãëàâíîé îñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè, ñîâïàäàþùåé ñ âåðòèêàëüþ, γ =
(0, 0,±1) , ω = (0, 0,±Ω) . Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìîòðèì äàííîå ñåìåéñòâî áîëåå ïîäðîáíî. Õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (1.1) âáëèçè ýòèõ âðàùåíèé èìååòâèä

λ2(a0λ
4 + a1λ

3 + a2λ
2 + a3λ + a4) = 0, (3.1)ãäå

a0 = b1(I1 + mb2
1)(I2 + mb2

1)

a1 = −b1m(b2
2 − b2

1)(I1 − I2)Ω sinα cos α,

a2 = b1((I2 + mb2
1)(I1 + mb2

1) + (I1 − I2)(b
2
2 − b2

1)m sin2 α)Ω2+

+ (mb2
1 + I1 sin2 α + I2 cos2 α)(b2

2 − b2
1)mg,

a3 = −b1m(b2
2 − b2

1)(I1 − I2)Ω
3 sin α cos α,

a4 = (mg + mb1Ω
2)(b2

2 − b2
1)(I1 − I2)Ω

2 sin2 α.

(3.2)



Èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììíîãî ïàêåòà Chaos äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ý��åêòîâ 203ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2008. Âûï. 2Äâà íóëåâûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîðíÿ (3.1) ñîîòâåòñòâóþò ñóùåñòâîâàíèþ èíòåãðàëîâ (1.2).Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ �àóñà��óðâèöà íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ëèíåéíîéóñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðìàíåíòíûõ âðàùåíèé
b2 > b1, I2 < I1,

Ω sin2 α < 0.
(3.3)Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ è ðàñïðåäåëåíèå ìàññ òåëà. Òðå-òüå óñëîâèå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî âðàùåíèå â îäíó ñòîðîíó óñòîé÷èâî, à â ïðîòèâîïîëîæíóþ� íåò. Óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèé ïî Ëÿïóíîâó ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëÿïóíîâà-Ìàëêèíà [5℄. Äèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, îïèñàííûå äàëåå âî ìíîãîì ñâÿçàíû ñ óñòîé÷èâîñòüþîïèñàííûõ âåðòèêàëüíûõ âðàùåíèé.� 4. Íåñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðûÑëåäóÿ ðàáîòå [2℄ èç àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (3.1) óêàæåì íåîáõîäèìûå óñëî-âèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû ñ àíàëèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ âáëèçè óêàçàííûõ âï. âåðòèêàëüíûõ âðàùåíèé. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû trL = 0 (ãäå L �ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè). Âû÷èñëÿÿ trL èç (3.1) ïîëó÷èì

trL = −a1

a0
=

(b2
2 − b2

1)(I1 − I2)

(I1 + mb2
1)(I2 + mb2

1)
Ωm sinα cos α. (4.1)Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà îòñóòñòâóåò, èñêëþ÷àÿ ñëó÷àè à) ïîëíîé äèíàìè÷åñêîéñèììåòðèè ( I1 = I2 ), á) øàðîâîé ïîâåðõíîñòè òåëà ( b1 = b2 ), â) ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè èëèïàðàëëåëüíîñòè äèíàìè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé îñåé ñèììåòðèè (α = 0, π/2 ). Èíâàðèàíòíàÿìåðà íåèçâåñòíà òîëüêî â ñëó÷àå α = π/2 . Åñëè îíà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò, èíòåðåñíî áûëîáû óçíàòü åå ÿâíî.Ïðè óñëîâèÿõ íåñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû òâåðäîå òåëî ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòüèíòåðåñíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Äëÿ ìîäåëè ïàðàáîëîèäà ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ â ðà-áîòå [3℄ óêàçàíû äèíàìè÷åñêèå ðåæèìû, ñîîòâåòñòâóþùèå íàëè÷èþ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ è ïðèâîäÿùèå ê ñëîæíûì õàîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì òâåðäîãî òåëà.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìîäåëü êåëüòñêîãî êàìíÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ,ãëàâíûå äèíàìè÷åñêèå îñè êîòîðîãî ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèõ, ðàññìàòðèâà-ëàñü â [4℄, â êîòîðîé ÷èñëåííî îáíàðóæåíû îáû÷íûå ðåæèìû ðåâåðñà äëÿ ýòîé ìîäåëè. Ñïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íàì ïîêà íå óäàëîñü îáíàðóæèòü ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ âýòîé ìîäåëè.� 5. �àçëè÷íûå òèïû äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâÂ çàâèñèìîñòè îò óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè âðàùåíèé γ = (0, 0,±1) , ω = (0, 0,±Ω) ïðèìàëûõ ýíåðãèÿõ ìîæíî íàáëþäàòü ñëåäóþùèå òèïû äâèæåíèé êåëüòñêîãî êàìíÿ:à) çàêðó÷åííîå òåëî èñïûòûâàåò ñíà÷àëà ðåâåðñ (òî åñòü ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ),çàòåì ïåðåâîðîò è ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâòîðÿåòñÿ íåîäíîêðàòíî.á) òåëî èñïûòûâàåò îäíîêðàòíûé ðåâåðñ è ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ïåðìàíåíòíîìó âðàùå-íèþ êàê â îáû÷íîé ìîäåëè ïàðàáîëîèäà [1℄.â) òåëî èñïûòûâàåò ìíîãîêðàòíûé ïåðåâîðîò.Ñèòóàöèè à) è â) ðåàëèçóþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âñå ðàññìàòðèâàåìûå âðàùåíèÿ íåóñòîé÷èâû, òîåñòü êîãäà íàðóøåíû ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (3.3). Ñèòóàöèÿ á) ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå,êîãäà äâà èç ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ âðàùåíèé ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Íà ðèñóíêå 1 ïîäáóêâàìè à), á) è â) ïðèâåäåíû ãðà�èêè âåëè÷èí γ3 , è ωz = (ω, γ) (ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòèíà âåðòèêàëüíóþ îñü) õàðàêòåðèçóþùèå ðàçíûå òèïû äâèæåíèé êåëüòñêîãî êàìíÿ.



204 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2008. Âûï. 2� 6. Òðåõìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå è ñòîõàñòè÷åñêîå ñâîéñòâà ñèñòåìûÄëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå àíàëîãè÷íî ðàáîòå [3℄ ïåðåéäåì îò ïåðå-ìåííûõ (M ,γ) ê ïåðåìåííûì Àíäóàéå (L,G,H, l, g, h) . Íà îáùåì óðîâíå èíòåãðàëîâ (1.2) ìûèìååì ÷åòûðåõìåðíûé ïîòîê. Çàäàäèì òðåõìåðíîå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ñîîòíîøåíèåì g = π/2 =
const . Çà êîîðäèíàòû íà ñå÷åíèè ïðèìåì (l, H

G
, L

G
) . Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðåãóëÿðíûå èíâàðè-àíòíûå êðèâûå è õàîòè÷åñêèå çîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿðíûì è õàîòè÷åñêèì äâèæåíèÿìêåëüòñêîãî êàìíÿ. Íàëè÷èå õàîòè÷åñêèõ îáëàñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î íåèíòåãðèðóåìîñòè óðàâ-íåíèé (1.1). Èíòåðåñíî äâèæåíèå, àíàëîãè÷íîå îïèñûâàåìîìó â ï., íî ðàññìàòðèâàåìîå ïðèäîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè ýòèõ ýíåðãèÿõ òàêæå èìååò-ñÿ ðåâåðñ è ïåðåâîðîò òâåðäîãî òåëà, îäíàêî íà ýòè ÿâëåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûåõàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. (ñì. ðèñ. 3)
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.�èñ. 1. �ðà�èêè âåëè÷èí γ3 è ωz = (ω, γ) äëÿ ñëó÷àåâ à) ðåâåðñà ñ ïåðåâîðîòîì ( I = diag(0.5, 2.5, 0.5) ,
B0 = diag(1, 25, 1) , m = 1 , g = 980 , α = 0.08 ðàä., E = 1000 ); á) îäíîêðàòíîãî ðåâåðñà( I = diag(2.5, 0.5, 2.5) , B0 = diag(1, 25, 1) , m = 1 , g = 980 , α = 0.08 ðàä., E = 1000 ); â) ìíîãîêðàòíîãîïåðåâîðîòà ( I = diag(15, 29, 15) , B0 = diag(1, 25, 1) , m = 1 , g = 980 , α = 0.08 ðàä., E = 1000 ).

�èñ. 2. Ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû I = diag(2.5, 0.5, 2.5) , B0 = diag(1, 25, 1) ,
m = 1 , g = 980 , α = 0.08 ðàä., E = 3000 .
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�èñ. 3. �ðà�èêè âåëè÷èí γ3 è ωz = (ω, γ) äëÿ ñëó÷àÿ ðåâåðñà ñ ïåðåâîðîòîì ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõñèñòåìû I = diag(2.5, 0.5, 2.5) , B0 = diag(1, 25, 1) , m = 1 , g = 980 , α = 0.08 ðàä., E = 3000 .ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Àñòàïîâ È.Ñ. Îá óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ êåëüòñêîãî êàìíÿ // Âåñòí. Ì�Ó ìàò.ìåõ., 1980, No. 2,Ñ. 97-100.2. Êîçëîâ Â.Â. Ê òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè // Óñïåõè ìåõàíèêè,1985, Ò. 8, No. 5, Ñ.85-107.3. Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ. Ñòðàííûå àòòðàêòîðû â äèíàìèêå êåëüòñêèõ êàìíåé // ÓÔÍ., Ò. 173,No. 4, Ñ. 407-418.4. Burdi
k J., Goodwine B., Ostrowski J. The Rattleba
k Revisited // California Institute of Te
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