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Èçó÷àþòñÿ ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè, ïðåäîïðåäåëÿþùèå êîí-
öåïöèþ êîíñòðóêòèâèçàöèè â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ.
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Ââåäåíèå

Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ � îäíà èç îñíîâíûõ è ïîêà íåðåøåííûõ ïðîáëåì
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé íàóêè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè è âû-
÷èñëèìîñòè â êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ. Ñôîðìóëèðîâàííûå êðèòåðèè ðàç-
ðåøèìîñòè îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâèçàöèè â îïèñàíèè îáðàçîâ,
ãàðàíòèðóþùèå ñ ó÷åòîì ìåð ñëîæíîñòè (êîìïàêòíîñòü, ïàðàëëåëèçì,
ñèìóëüòàííîñòü, àâòîìàòíàÿ ðåàëèçóåìîñòü) ýôôåêòèâíóþ âû÷èñëèìîñòü
ïðåäèêàòîâ êëàññèôèêàöèè.

� 1. Î ïðîáëåìàõ â êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî M =
k⋃

i=1
Mi êëàññèôèöèðóåìûõ (ðàñïî-

çíàâàåìûõ) îáðàçîâ (êîíå÷íûõ îáúåêòîâ) x ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.
Ïåðâûì øàãîì ïðè êîíñòðóêòèâèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ èñ-

õîäíîãî îïèñàíèÿ îáðàçà x ∈ M äëÿ ïåðåõîäà îò ôèçè÷åñêîé èëè ñåìàí-
òè÷åñêîé ìîäåëè ê ìàòåìàòè÷åñêîé.

Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ðåäóêöèè ϕ : M →N­{0, 1, 2, . . .}
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä (êîäèðîâàíèå) ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì. Äàëüíåé-
øàÿ ôîðìàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà åäèíîé àëãîðèòìè÷åñêîé îñíîâå � òåî-
ðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé [4].

Ïóñòü ϕ : M → Φ, ãäå Φ � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ; 〈M, ϕ〉 � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ
îáúåêòîâ; O­{X1,X2, . . . ,Xm} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà èçâåñòíûõ ðåàëèçà-
öèé (îïèñàíèé) Xi, i ∈ Im­{1, 2, . . . ,m} îáðàçà x; X � íåèçâåñòíàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ îáðàçà x; S­{N1, N2, . . . ,Nt} � ðàçáèåíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè
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íà êëàññû (ýòàëîíû) Nj , j ∈ It­{1, 2, . . . , t}; f : Im → It � êëàññèôè-
öèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, çàêðåïëÿþùàÿ íîìåðà i ∈ Im ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé
âûáîðêè Xi ∈ O çà íîìåðàìè ýòàëîíîâ-êëàññîâ Nj ∈ S, j ∈ It.

Òîãäà èçâåñòíûå [1] â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ (êëàññèôèêàöèè) çàäà-
÷è êîíñòðóêòèâèçèðóþòñÿ íà ÿçûêå ðàñøèðåííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, ñ. 8].

1. Ðàñïîçíàâàíèå:

(∀x ∈ M)[x ∈ X] =
{

1, åñëè x ∈ X;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

2. Èäåíòèôèêàöèÿ:

(∀x ∈ O)[X = Xi] =
{

1, åñëè X = Xi, i ∈ Im;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. Êëàññèôèêàöèÿ:

(∀x ∈ O)[X ∈ Nj ] =
{

1, åñëè X ∈ Nj , j ∈ It;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðîáëåì ðàçðåøè-
ìîñòè è âû÷èñëèìîñòè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè.

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ïðè-
íàäëåæíîñòü íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X îáðàçà x îäíîìó èç êëàññîâ ðàç-
áèåíèÿ Nj , òî åñòü âû÷èñëÿþùèé ïðåäèêàò P (x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉), ãäå
x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉 � íàáîð ïðèçíàêîâ â îïèñàíèè îáðàçà.

Ïðîáëåìà âû÷èñëèìîñòè � óñòàíîâëåíèå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû âû-
÷èñëåíèé ðàçðåøèìûõ ïðåäèêàòîâ êëàññèôèêàöèè P (x̄).

Ïðîáëåìû âû÷èñëèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè òåñíî ñâÿçàíû [3, ñ. 30]: ïðå-
äèêàò P (x̄) ðàçðåøèì, åñëè ôóíêöèÿ cp(x̄) âû÷èñëèìà; ïðåäèêàò P (x̄)
íåðàçðåøèì, åñëè ôóíêöèÿ cp(x̄) íåâû÷èñëèìà, ãäå P (x̄ = 〈x1, x2, . . . , xn〉)
n -ìåñòíûé ïðåäèêàò íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ; cp(x̄) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ:

cp(x̄) =
{

1, åñëè P (x̄) èñòèííî,
0, åñëè P (x̄) ëîæíî.

Îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå â äàí-
íîé ðàáîòå, ïðèìåíèìû ê ôóíêöèÿì è ïðåäèêàòàì îò íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Íî ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì, ïîñêîëüêó îïåðà-
öèè, âêëþ÷àþùèå äðóãèå âèäû îáúåêòîâ, ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû êàê
îïåðàöèè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè [3, ñ. 31].
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� 2. Êðèòåðèè (íå)ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà, óêàçûâàþùåãî íîìåð i êëàññà

Ni ∈ S, äëÿ êîòîðîãî ïðåäèêàò Pi(X) = 1, íàçîâåì çàäà÷åé êëàññèôè-
êàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S­{Ni}i∈I ñåìåéñòâà M ⊆ Φ, I � íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå èíäåêñíîå ìíîæåñòâî; Pi(X) = 1−̇χAi

(γ−1(X)), ãäå χAi
� õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Ai­γ−1(Ni), γ : N → Φ � ñòàíäàðòíàÿ
íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà Φ [2, ñ. 22].

Èçó÷åíèå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ îáú-
åêòîâ, íàäåëåííûõ âû÷èñëèìûìè îäíîçíà÷íûìè íóìåðàöèÿìè, ïîçâîëÿåò
âûäåëèòü ñëó÷àè (íå)ðàçðåøèìîñòè â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè.
Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè 1 [2, ñ. 23]). Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè

äëÿ ðàçáèåíèÿ S ­ {Ni}i∈I ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà I êîíå÷íî è äëÿ âñÿêîãî i ∈ I [Ni � ñèëüíî ðåêóðñèâíî ].

Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè 2 [2, ñ. 23]). Åñëè çàäà÷à êëàññèôè-
êàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ­ {N1, . . . ,Nr} ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà,

B ­ {A1, A2, . . . ,Ar}
� òàêîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà L, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 6 r ∈ N [γ−1 (Ai) �
ïðîîáðàç ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ B m -ñâîäèòñÿ ê
ïðîîáðàçó γ−1 (Ni) ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ S, òî
åñòü γ−1 (Ai) 6m γ−1 (Ni)], òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ
B ñåìåéñòâà L ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 3 (êðèòåðèé íåðàçðåøèìîñòè 1 [2, ñ. 26]). Ïóñòü ìíîæåñò-
âî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ 〈M, ϕ〉 òàêîâî, ÷òî ϕ(M) ðåêóðñèâíî ïå-
ðå÷èñëèìî, íî íå ðåêóðñèâíî. Òîãäà íè äëÿ îäíîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ
R­{M1,M2, . . . ,Mm} ìíîæåñòâà M çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè
〈M, R,ϕ〉 íåðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé íåðàçðåøèìîñòè 2 [2, ñ. 28, 31]). Ïóñòü îòîáðà-
æåíèå ∆ : M → Φ êîììóòàòèâíî, òî åñòü ∆ = γϕ. Òîãäà åñëè ∆(M)�
ñèëüíî (êâàçèñèëüíî) ïåðå÷èñëèìî, íî íå ñèëüíî (êâàçèñèëüíî) ðåêóðñèâ-
íî, òî íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ R­{M1,M2, . . . ,Mm} ìíîæå-
ñòâà M çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè 〈M, R,∆〉 íåðàçðåøèìà.

Ïðè íåðàçðåøèìîñòè ìîäåëè êëàññèôèêàöèè m -ñâîäèìîñòü ïðåäîïðå-
äåëÿåò êðèòåðèé ðåãóëÿðèçàöèè â ñìûñëå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè äëÿ
óêàçàíèÿ ïóòåé ðàñøèðåíèÿ ñâîéñòâ êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ îáúåêòîâ èëè
óñèëåíèÿ ðåêóðñèâíîñòè àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.

Àíàëèç [2, ñ. 32�35] îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ìîäåëåé òèïîâûõ èãðî-
âûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë ïîçâîëèë ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé â ìîäåëÿõ êëàññèôèêàöèè ñ ïðåäåëüíî êîðîò-
êèì (îäíîòàêòíûì èëè ñèìóëüòàííûì) öèêëîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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Òåîðåìà 5 (î ñóùåñòâîâàíèè èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ [2, ñ. 37]).
Ïóñòü (∀i ∈ Il) [Xi 6= ∅] è (∀i 6= j ∈ Il) [qij = 1 ⇒ qji = 0] . Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò l èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai ∈ V l+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò
êëàññèôèêàöèè

θi (X) = dai ∈ Xe & ¬
⌈

∨
j∈Il\{i}

daj ∈ Xe & qij

⌉

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi, ãäå
X ∈ O0­{X1, X2, . . . , Xl} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà; èíäåêñíûå ìíîæåñòâà,
ïîëó÷àåìûå ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

V j+1
i =

{
V j

i \Xj , åñëè V j
i \Xj 6= ∅; (i, j) = 1, l,

V j
i , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

qij � ýëåìåíòû ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q = ‖qij‖ :

qij =
{

0, åñëè V j
i \Xj 6= ∅;

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óêàçàííûå êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà âîïðîñû
ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ
ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè.

� 3. Âû÷èñëèìîñòü â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè

Ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì
è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ [2].

Íàõîæäåíèå ïðåäåëüíî áûñòðîãî ðàçðåøèìîãî ïðåäèêàòà êëàññèôèêà-
öèè P (X,Nj) = [X ∈ Nj ] ñâîäèòñÿ ê ïàðàëëåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ñèñòåìû
÷àñòíûõ ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâà (èäåíòèôèêàöèè) [2, ñ. 42]:

P (X, Nj) =
∨

i∈Dj

[X = Xi],

ãäå Dj = {i|f(i) = j}, j = 1, t � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ êëàññîâ
(îáúåêòîâ) Xi.

Îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàçðåøèìîãî ïðåäèêàòà êëàññèôèêàöèè
P (X, Nj) ïðåäåëüíî áûñòðî, òî åñòü çà îäèí òàêò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î
ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X ê îäíîìó èç êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè Nj ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó [2, ñ. 40]: ïðåäúÿâëåííîå ìíîæåñòâî
X ñðàâíèâàåòñÿ ñ êàæäûì êëàññîì èç ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà M è äàëåå,
âû÷èñëèâ íîìåð i, äëÿ êîòîðîãî dX = Xie = è, ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå
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¾è¿ ïðåäèêàòó P (X, Nf(i)). Â ñèëó òîãî, ÷òî åñëè S­{N1, N2, . . . ,Nt} �
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M, òî (∀j ∈ Ii\{i})[P (X,Nj) = è ], f(i) = j.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ è óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà dX =
Xie óêàæåì óñëîâèÿ ñèìóëüòàííîñòè â ïðèíÿòèè ðåøåíèé.
Òåîðåìà 6 (ñì. [2, ñ. 45]). Ïóñòü M ­ {X1, X2, . . . ,Xm} � ìíîæåñò-

âî ïîäìíîæåñòâ èç Φ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ‖qij‖m×m =
Em×m. Òîãäà (∀i ∈ Im)

(∀ai ∈ V m+1
i

)
(∀X ∈ M) ïðåäèêàòû ðàâåíñòâà è

ïðèíàäëåæíîñòè ñîâïàäàþò: dX = Xie = dai ∈ Xe .

Òåîðåìà 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíè÷íîñòü ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû ‖qij‖m×m
äåëàåò âîçìîæíûì óïðîùåííîå âû÷èñëåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ïîñðåä-
ñòâîì âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà (¾èäåíòèôèêàöè-
îííîé ìåòêè¿) èíôîðìàòèâíîé çîíû ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó.

Òåîðåìà 7 (ñì. [2, c. 45]). Ïóñòü (∀i ∈ Im) [Xi 6= ∅] (∀i 6= j ∈ Im)
[qij = ¬qji] . Òîãäà ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ (¾èäåíòè-
ôèêàöèîííûõ ìåòîê¿) ai ∈ V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò:

dai ∈ Xe & ¬
⌈

∨
j∈Im\{i}

(daj ∈ Xe & qij)
⌉

= dX = Xie .

Òåîðåìà 8 (ñì. [2, ñ. 45]). Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ‖qij‖m×m = Em×m,
òîãäà ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç èíôîðìàòèâíûõ
çîí ai ∈ V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

dū = ūie =
{

1, åñëè ai = uj ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ai = xij , ūi = 〈xi1, xi2, . . . , xin〉 ,
i = 1,m, òî åñòü âåêòîðà ðàçìåðíîñòè n è U1

i = 〈Xi1, Xi2, . . . ,Xin〉 .

Óñëîâèÿ ñèìóëüòàííîñòè (òåîðåìû 6, 7, 8) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ òî-
ãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäåëüíî êîðîòêèé (îäíîòàêòíûé èëè ñèìóëüòàííûé)
ñïîñîá ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè êëàññèôèêàöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
ñðàâíèòü ïàðàëëåëüíî ïî âñåì êîðòåæàì îáó÷àþùåé âûáîðêè òîëüêî ïî
îäíîìó èíôîðìàòèâíîìó çíà÷åíèþ êàæäîãî ïðèçíàêà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ
ïî êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè âûäåëåíû äâà ïîäõîäà â ïîñòðîåíèè ýôôåê-
òèâíûõ àëãîðèòìîâ: ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ôîðìèðîâàíèè ýòàëîíîâ
â âèäå îäíîãî èíôîðìàòèâíîãî ýëåìåíòà èç êàæäîãî ìíîæåñòâà; âòîðîé
ïîäõîä � íà àëãîðèòìå ýòàëîíèðîâàíèÿ ïóòåì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ â
ïîèñêàõ ýôôåêòèâíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë è óñëîâèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

1. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè íà ìîäåëÿõ
êëàññèôèêàöèè îïðåäåëÿþò ïóòè ïîñëåäóþùåé ðåàëèçóåìîñòè ñõåì êëàñ-
ñèôèêàöèè.

2. Ñôîðìóëèðîâàííûé êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä ïîçâîëèë óñïåøíî ðå-
øèòü ðÿä ïðèêëàäíûõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, ñ÷èòàþùèõñÿ òðàäèöèîííî
òðóäíûìè äëÿ íåêîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ.
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Constructivization in pattern recognition

The problems of solvability and computability are investigated, which de�ne the
concept of constructivization in pattern recognition problem.
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