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ÄËß ÒÅÐÌÈ×ÅÑÊÈ ÒÎÍÊÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ
Ñðàâíèâàþòñÿ ïîñëåäñòâèÿ äâóõ äîïóùåíèé î ôîðìå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè
òåðìè÷åñêè òîíêîãî öèëèíäðà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à Ñòåôàíà, ýêñòðóäèðîâàíèå ðàñïëàâëåííî-
ãî ìåòàëëà, ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè, òåðìè÷åñêè òîíêèé öèëèíäð, äëèíà ó÷àñòêà
êðèñòàëëèçàöèè.

Ýêñòðóäèðîâàíèå ðàñïëàâëåííîãî ìåòàëëà ñ ïîñëåäóþùåé êðèñòàëëè-
çàöèåé â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ôîðìàëèçóåòñÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷åé
Ñòåôàíà. Â ýòîì ïðîöåññå êàïèëëÿðíóþ ñòðóþ äèàìåòðîì 0,2÷3 ìì íà-
ïðàâëÿþò â îõëàæäàþùóþ ñðåäó. Â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿ äâà äîïóùåíèÿ
î ôîðìå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè öèëèíäðà: ïëîñêîé è äâóìåðíîé îñåñèì-
ìåòðè÷íîé ïîâåðõíîñòÿõ ôðîíòà.

Í.Ð. Áåðìàíîì è äðóãèìè àâòîðàìè [1] ðàññìàòðèâàëàñü êðèñòàëëèçà-
öèÿ öèëèíäðà äèàìåòðîì 5÷ 30 ìêì, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ äî 8 ì/ñ.
Ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè ïðè ýòîì áûë àêñèîìàòèçèðîâàí êàê ïëîñêîñòü,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè öèëèíäðà. Â èñòî÷íèêàõ óêàçûâàåòñÿ (ñì., íàïðè-
ìåð, [2]) íà çíà÷èòåëüíóþ ãðóáîñòü ýòîãî äîïóùåíèÿ. Òàê, Ø.Êýâåø [2]
îïðåäåëÿë ìåòàëëîãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ôðîí-
òó êðèñòàëëèçàöèè â öèíêîâîé ëèòîé ïðîâîëîêå äèàìåòðîì 267 ìêì, ïî-
ëó÷åííîé ýêñòðóäèðîâàíèåì ðàñïëàâà â âîäó. Ó ïîâåðõíîñòè óãîë ìåæäó
íîðìàëüþ è îñüþ ïðîâîëîêè ñîñòàâëÿë 79◦. Òàêèì îáðàçîì, ôðîíò êðè-
ñòàëëèçàöèè ñëåäóåò ñ÷èòàòü äâóìåðíûì, ÷òî è ïðåäïîëàãàåì.

Ïóñòü äèñê òîëùèíîé 4l ïåðåìåñòèòñÿ ñîâìåñòíî ñ öèëèíäðîì íà âå-
ëè÷èíó 4z = v 4τ â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ, ãäå v � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ,
4τ � âðåìÿ. Ïðè ýòîì â äèñêå çà ñ÷åò êðèñòàëëèçàöèè êîëüöà òîëùèíîé
4r âûäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî òåïëà 4Q = −4Hïë 2πr4r4l ρæ, à ïîòåðè
òåïëà ñîñòàâÿò 4Q = q 2πrâ4l4τ, ãäå 4Hïë � òåïëîòà êðèñòàëëèçàöèè,
q � óäåëüíûé òåïëîâîé ïîòîê ñ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè, r � òåêóùèé ðàäèóñ
ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, râ = r1

√
(r/r1)2 + [1− (r/r1)2] (ρæ/ρò) � òåêó-

ùèé âíåøíèé ðàäèóñ êðèñòàëëèçèðóþùåãîñÿ æèäêîãî öèëèíäðà, r1 � íà-
÷àëüíûé ðàäèóñ æèäêîãî öèëèíäðà, ρæ, ρò � ïëîòíîñòè ìåòàëëà â æèäêîì
è òâåðäîì ñîñòîÿíèÿõ. Ïðèðàâíèâàÿ äâà âûðàæåíèÿ äëÿ 4Q è ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó ïðè 4τ → 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïðîäâèæåíèå
ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè ïî ñå÷åíèþ öèëèíäðà:

dR
dτ = − 2 q

ρæ 4Hïë d1

√
1 + 1−R2

R2 Ω, ãäå R = r/r1, Ω = ρæ/ρò, d1 = 2 r1.
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Â ðåçóëüòàòå çàìåíû dR
dτ = dR

dz · dz
dτ = v dR

dz ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè

dR

dz
= − 2 q

v ρæ 4Hïë d1

√
1 +

1−R2

R2
Ω,

ðåøåíèå êîòîðîãî ñ êðàåâûì óñëîâèåì R |z=0 = 1 çàäàåò âèä ïîâåðõíî-
ñòè, îáðàçóþùåé ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè

Zd =
2

Nq (1− Ω)
[1−

√
R2(1− Ω) + Ω],

ãäå Zd = z/d1, Nq = 4 q/(v ρæ 4Hïë).
Äëèíà ó÷àñòêà êðèñòàëëèçàöèè Lê = lê

d1
= Zd |R=0 = 2

Nq (1+Ω0.5)
.

Äëÿ ñëó÷àÿ ρæ = ρò (òî åñòü Ω = 1) ñëåäóåò, ÷òî Zd = 1
Nq

(1−R2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè èìååò ôîðìó, áëèçêóþ ê ïà-

ðàáîëîèäó âðàùåíèÿ, è òåì îí áëèæå ê óêàçàííîé ôîðìå, ÷åì ìåíüøå
èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïðè êðèñòàëëèçàöèè. Ó÷èòûâàÿ ïðåäåëû èçìåíåíèÿ
âõîäÿùèõ â íåãî âåëè÷èí, ïîëó÷àåì, ÷òî Nq ∼ (10−2 ÷ 10−5). Ñîîòâåò-
ñòâåííî Lê ∼ (102÷105). Èíûìè ñëîâàìè, äëèíà ó÷àñòêà êðèñòàëëèçàöèè
ñîñòàâëÿåò îò 100 äî 100 000 äèàìåòðîâ öèëèíäðà âäîëü îñè.

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç äâóõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ äîïóùåíèé î ôîðìå
ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè â òåðìè÷åñêè òîíêîì öèëèíäðå ïðè ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïîêàçàë, ÷òî äîïóùåíèå î äâóìåðíîì ôðîíòå êðè-
ñòàëëèçàöèè äà¼ò áîëåå áëèçêèå ê ðåàëüíîñòè ðåçóëüòàòû.
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Solutions and mathematical modeling of Stefan's dynamical problem for a
thermically thin cylinder
The consequences are compared of two assumptions about the crystallization front
form of a thermically thin cylinder.
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