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Ðàññìàòðèâàþòñÿ àáñòðàêòíûå çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìï-
òîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Äëÿ íèõ êîíñòðóèðóþòñÿ ðàñøèðåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
ñòîóíîâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðîå ïîðîæäåíî óëüòðàôèëüòðàìè ôèêñèðîâàí-
íîé àëãåáðû ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû
ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ â ñâÿçè ñ âîçìîæíîé
íåñîâìåñòíîñòüþ çàäà÷è â êëàññå òî÷íûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèå, ñòîóíîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå, óëüòðàôèëüòð.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à î äîñòèæèìîñòè â òîïîëîãè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå (ÒÏ) (H, τ) ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàê-
òåðà, îïðåäåëÿåìûìè íåïóñòûì ñåìåéñòâîì E ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) íåïóñòî-
ãî ìíîæåñòâà E, èìåíóåìîãî ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé; H èìåíóåì ïðî-
ñòðàíñòâîì îöåíîê. Çàäàí (öåëåâîé) îïåðàòîð h : E → H. Îïðåäåëÿ-
åì (íåñåêâåíöèàëüíîå) ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ (ÌÏ) â (H, τ), ïðèâëåêàÿ
óëüòðàôèëüòðû (ó/ô) ìíîæåñòâà E :

(τ −AS)[E ]
4
= {z ∈ H | ∃F ∈ Fo

u[E| E ] : h1[F ] τ=⇒ z}. (1)

Â (1) îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò [1]: τ⇒ îáîçíà÷àåò ñõîäèìîñòü áàç ôèëü-
òðîâ [2, ãë. I] â (H, τ); ïðè F ∈ Fu[E], ãäå Fu[E]� ìíîæåñòâî âñåõ ó/ô
E, h1[F ] åñòü ñåìåéñòâî âñåõ h− îáðàçîâ ìíîæåñòâ èç F ;

Fo
u[E | E ]

4
= {F ∈ Fu[E] | E ⊂ F}

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ E− äîïóñòèìûõ ó/ô ìíîæåñòâà E. Åñëè x ∈ E, òî
(E−ult)[x] îïðåäåëÿåì êàê ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ G, G ⊂ E, òàêèõ, ÷òî
x ∈ G; (E−ult)[x] ∈ Fu[E] � òðèâèàëüíûé ó/ô, ñîîòâåòñòâóþùèé x. Äëÿ
ÌÏ (1) èìåþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â êëàññå âñåõ ôèëüòðîâ
E è â êëàññå íàïðàâëåííîñòåé â E. Êëàññ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â E íå
ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íûì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÏ (1); ñì. [3].

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 06-01-00414, 07-01-96088).
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Ïóñòü E îñíàùåíî àëãåáðîé L ï/ì E. Ðàññìàòðèâàåì ôèëüòðû è ó/ô
L â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ (ÎÝ) â çàäà÷å î ïîñòðîåíèè ÌÏ; ÷åðåç
F∗o(L) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ó/ô L, à ÷åðåç Φ ìóëüòèôóíêöèþ èç
L â F∗o(L), äëÿ êîòîðîé Φ(L)

4
= {F ∈ F∗o(L) |L ∈ F}.

Ñåìåéñòâî L
4
= {Φ(L) : L ∈ L}� áàçà òîïîëîãèè íóëüìåðíîãî êîìïàêòà

(
F∗o(L), τΦ

)
(2)

è îäíîâðåìåííî ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ï/ì F∗o(L). Èìååì(
(E,L) − Ult

)
[x]

4
= (E − ult)[x] ∩ L ∈ F∗o(L) (òðèâèàëüíûé ó/ô L). Ìíî-

æåñòâî
{(

(E,L)−Ult
)
[x] : x ∈ E

}
âñþäó ïëîòíî â êîìïàêòå (2), à

F∗o(L | E)
4
= {U ∈ F∗o(L)| E ⊂ U } =

⋂

L∈E
Φ(L), (3)

ãäå (çäåñü è íèæå) E ⊂ L, åñòü êîìïàêò â ñìûñëå τΦ. Ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî F∗o(L) = {U ∩ L : U ∈ Fu[E]}, ñâÿçûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî ñòîóíîâ-
ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì. (2)) è âîëìýíîâñêîå ðàñøèðåíèå äèñêðåòà E (E
â äèñêðåòíîé òîïîëîãèè). Åñëè U ∈ F∗o(L), òî U � áàçà ôèëüòðà E, à
h1[U ] (ñåìåéñòâî âñåõ h− îáðàçîâ ìíîæåñòâ èç U) åñòü áàçà ôèëüòðà â
H; âñåãäà

(τ − AS)[E ]
4
= {y ∈ H | ∃U ∈ F∗o(L| E) : h1[U ] τ=⇒ y} ⊂ (τ −AS)[E ]. (4)

×åðåç F∗oo(L) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ U ∈ F∗o(L) òàêèõ, ÷òî ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ èç U ïóñòî. Òîãäà F∗oo(L) è ìíîæåñòâî

TL
4
=

{(
(E,L)−Ult

)
[x] : x ∈ E

}

îáðàçóþò ðàçáèåíèå F∗o(L); ìíîæåñòâà

F∗oo(L| E)
4
=

{U ∈ F∗oo(L)| E ⊂ U}
, TL(E)

4
=

{(
(E,L)−Ult

)
[x] : x ∈

⋂

U∈E
U

}

ðåàëèçóþò ðàçáèåíèå F∗o(L| E) =
{U ∩ L : U ∈ Fo

u[E | E ]
}

(3). Ïîñëåäíåå
ñâîéñòâî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

( ⋂

U∈E
U = ∅

)
=⇒(

F∗o(L| E) = F∗oo(L| E) ⊂ F∗oo(L)
)
. (5)

Ñìûñë (5) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïðè îòñóòñòâèè òî÷íûõ îáû÷íûõ ðåøåíèé
ñðåäè äîïóñòèìûõ ÎÝ îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî îáû÷íûå ðåøåíèÿ (òî÷êè
E) âîîáùå. Ñâîéñòâî, ïîäîáíîå (5), ìîæåò îòñóòñòâîâàòü â äðóãèõ êîí-
ñòðóêöèÿõ ðàñøèðåíèé.
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Ï ð è ì å ð 1. Ðàññìîòðèì ¾ñêàëÿðíóþ¿ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = u− 2, |u| 6 1,

ôóíêöèîíèðóþùóþ íà îòðåçêå I
4
= [0, 2], x(0) = 2; óïðàâëÿþùèå ôóíê-

öèè íà I îòîæäåñòâëÿåì ñ êîíñòàíòàìè èç P
4
= [−1, 1]. Êàæäîìó u ∈ P

ñîïîñòàâëÿåì äâèæåíèå Xu íà I, Xu(t) = 2 + (u − 2)t. Çàäàåì ìóëüòè-
ôóíêöèþ M èç I â R : M(t)

4
= {0} ∀t ∈ I \ {1}, M(1)

4
= {0} ∪ [1,∞[.

×åðåç ϑu îáîçíà÷àåì ïåðâûé ìîìåíò t ∈ I, êîãäà Xu(t) ∈ M(t); u ∈ P.
Òîãäà ϑ1 = 1,

ϑu =
2

2− u
∀u ∈ [−1, 1[.

Ïóñòü E = P, E � ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ E∂ [ε]
4
= {u ∈ P | 2− ε < ϑu},

ε > 0. Ðàññìàòðèâàåì P êàê êîìïàêò â îáû÷íîé | · |− òîïîëîãèè; ïîãðó-
æåíèå E (áåç îñíàùåíèÿ ) â P îñóùåñòâëÿåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
p(u)

4
= u. Òîãäà P åñòü (îäíîâðåìåííî) ìíîæåñòâî ÎÝ, à ìíîæåñòâî A,

îïðåäåëÿåìîå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ E∂(ε), ε > 0, ñîâïàäàåò
ñ {1} (÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò çàìûêàíèå), ãäå u = 1 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì
ðåøåíèåì, òàê êàê ϑ1 6= 2; çäåñü A åñòü ÌÏ â ïðîñòðàíñòâå ÎÝ.

Ïîëàãàåì äàëåå ÒÏ (H, τ) õàóñäîðôîâûì è ïîñòóëèðóåì, ÷òî äëÿ âñåõ
U ∈ Fu[E] è âñåõ y ∈ H

(
h1[U ] τ⇒ y

) ⇐⇒(
h1[U ∩ L] τ⇒ y

)
. (6)

Òîãäà (τ − AS)[E ] = (τ − AS)[E ] (ó/ô L äîñòàòî÷íû äëÿ ðåàëèçàöèè
âñåãî ÌÏ). Ïóñòü, êðîìå òîãî, (H, τ) êîìïàêòíî. Òîãäà ∀ U ∈ F∗o(L) ∃!
y ∈ H : h1[U ] τ⇒ y. Ïîýòîìó îïðåäåëÿåì HL[τ ] : F∗o(L) → H óñëîâèåì:
h1[U ] τ⇒ HL[τ ](U). Èç (4) âûòåêàåò, ÷òî

(τ − AS)[E ] = {HL[τ ](U) : U ∈ F∗o(L| E)},

ïðè÷åì îïåðàòîð HL[τ ] íåïðåðûâåí â ñìûñëå τΦ, τ. Áîëåå òîãî, êîðòåæ(
F∗o(L), τΦ,

(
(E,L) − Ult

)
[·], HL[τ ]

)
� êîìïàêòèôèêàòîð [1, c. 236], ðåàëè-

çóþùèé ÌÏ (τ −AS)[E ] â âèäå íåïðåðûâíîãî îáðàçà êîìïàêòà F∗o(L |E).
Èçâåñòíû äâå ðàçëè÷íûõ êîíêðåòèçàöèè îñíîâíîãî óñëîâèÿ (ñì. (6)):
1) êîíêðåòèçàöèÿ [3, �4, 5], èñïîëüçóþùàÿ ÿðóñíûé âàðèàíò h; 2) îñëàá-
ëåííûé âàðèàíò ¾ëîêàëüíîé¿ èçìåðèìîñòè h (ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî äëÿ âñÿ-
êîãî z ∈ H ñóùåñòâóåò ëîêàëüíàÿ áàçà βz ÒÏ (H, τ) â òî÷êå z, äëÿ
êîòîðîé h−1(B) ∈ L ∀B ∈ βz).
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Îòìåòèì, ÷òî êîíñòðóêöèè ðàñøèðåíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâà-
ëèñü â ðàáîòàõ Äæ. Âàðãè, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Â.È. Ãóðìàíà, À.Ä. Èîôôå
è Â.Ì. Òèõîìèðîâà, Í.Í. Êðàñîâñêîãî è À.È. Ñóááîòèíà (îòìåòèì ïðè-
ìåíåíèå ÎÝ â ñâÿçè ñî ñâîéñòâîì ñòàáèëüíîñòè ìîñòîâ â òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãð, ïðåäëîæåííûì Í.Í. Êðàñîâñêèì).
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The space of Stone representation and constructions of extensions

The construction of abstract control problem extension is considered. The general
properties of nonsequential (generally speaking) attraction sets are investigated.
Generalized elements are de�ned as ultra�lters of the measurable space with an
algebra of sets.
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