
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓÐÒÑÊÎÃÎ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÀ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 2

ÓÄÊ 517.929/.534

c© Â. Ç. Öàëþê

W -ÌÅÒÎÄ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×
(ñ âû÷èñëèòåëüíûìè àñïåêòàìè) 1

Ïðèâåäåíû îáçîð ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì W-ìåòîäà
äëÿ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ êâàäðàòè÷íûõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷; ñîîáùåíèå î
ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî ïàêåòà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ïðîèçâîäñòâà òî÷íûõ
âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè çàäà÷àìè; ïðèìåðû ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàòè÷íàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êðà-
åâàÿ çàäà÷à, îïåðàòîð Ãðèíà, ñèìâîëè÷åñêàÿ êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà.

Â ðàáîòàõ ìàòåìàòèêîâ Ïåðìñêîé øêîëû ñèñòåìàòè÷åñêè ïðèìåíÿëñÿ
ïðèåì, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå W -ïîäñòàíîâêè. Ñóòü åãî â ïåðåíîñå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâî (ëîêàëüíî) ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ãðèíà íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîé êðàåâîé
çàäà÷è.

Ýòà èäåÿ, íåñìîòðÿ íà åå ïðîñòîòó, îêàçàëàñü î÷åíü ýôôåêòèâíîé êàê
äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÔÄÓ), òàê è â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ÔÄÓ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû Í.Â. Àçáåëåâ óñèëåííî ïðîïàãàíäèðîâàë ïðèìåíå-
íèå W -ïîäñòàíîâêè äëÿ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷.
Ðàçâåðíóòûå èçëîæåíèÿ ìåòîäà, â åãî ñîñòîÿíèè íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè,
ïðèâåäåíû â [1�3]. Ïîñëåäíèé îáçîð ðàáîò øêîëû Í.Â. Àçáåëåâà ïî òåîðèè
è ïðèëîæåíèÿì âàðèàöèîííûõ çàäà÷ îïóáëèêîâàí â [4].

� 1. Êàíîíè÷åñêèé âèä ôóíêöèîíàëà

Íàèáîëüøåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëà òåîðèÿ çàäà÷ âèäà
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1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 06�01�00744 è 06�01�96060).
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( p � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð). Çäåñü îïåðàòîð ψ : L2 → L2 � ñàìî-
ñîïðÿæåííûé è îáðàòèìûé, òàêîé êàê (ψz)(t) = ψ(t) · z(t), ãäå ψ(t) �
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, vrai sup

t∈[a, b]
ψ(t) < ∞ è vrai inf

t∈[a, b]
ψ(t) > 0. Òàêóþ çà-

äà÷ó åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå Hn ôóíê-
öèé x : [a, b] → Rk. Îïåðàòîðû T1j : Hn−1 → L2 è T2j : Hn → L2,
i = 1, . . . , m, T0 : Hn → L1 � íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå. Òàê êàê îïå-
ðàòîðû T1j îïðåäåëåíû íà ïðîñòðàíñòâå Hn−1, âûðàæåíèÿ (T1jx)(t) íå
ñîäåðæàò ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè x.

Ýòà çàäà÷à ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùèì îáðàçîì âûáðàííîé W -ïîäñòàíîâ-
êè ïåðåâîäèòñÿ â ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

1
2
〈z, z〉 − p

2
〈Kz, z〉 − 〈ρ, z〉 → min, (2)

ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé çàäà÷å. Â ñëó÷àå N = n çàäà÷à (2) ñòàâèòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå L2. Åñëè N > n, òî çàäà÷à (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà L2 êîðàçìåðíîñòè N−n. Ïðè ýòîì îïåðàòîð K �
èíòåãðàëüíûé ñ ñèììåòðè÷íûì êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûì ÿäðîì. Çäåñü
îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà K îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(K) åãî ñïåêòð,
è ïóñòü r+(K) = max{0, max{λ ∈ σ(K)}.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü K � âïîëíå íåïðåðûâíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-

ðàòîð. Çàäà÷à (2) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p · r+(K) < 1.

Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ r+(K) ïóòåì ñäâèãà ñïåêòðà óäàåòñÿ ñâåñòè ê
âû÷èñëåíèþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà r(Q) ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä. Âûáåðåì ôóíêöèþ
y0 ∈ L2 è ïîëîæèì yi = Qyi−1 äëÿ i = 1, 2, . . . . Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0 ñóì-
ìó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ìîäóëü
êîòîðûõ ðàâåí r(Q), è ÷åðåç E1 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê E0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü σ(Q) ⊂ [−q, q]
⋃{−r(Q), r(Q)}, ãäå q < r(Q). Åñ-

ëè y0 /∈ E1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ‖yi‖
‖yi−1‖ íåóáûâàåò è èìååò

ñâîèì ïðåäåëîì r(Q). Ýòà ñõîäèìîñòü íå ìåäëåííåå ñõîäèìîñòè ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q

r(Q)
.

� 2. Ïàêåò L2

Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýòèõ (è ïîäîáíûõ èì) âû÷èñëåíèé â ïðîñòðàíñòâå L2

àâòîð ðàçðàáàòûâàåò ïðîãðàììíûé ïàêåò L2 [5]. Îí ñîñòîèò èç 2 áèá-
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ëèîòåê ôóíêöèé äëÿ ñèñòåìû Maple V R4, äîêóìåíòàöèè ê íèì è íàáîðà
ïðèìåðîâ èõ ïðèìåíåíèÿ.

Ïàêåò ïîçâîëÿåò îïåðèðîâàòü êóñî÷íî ìíîãî÷ëåííûìè ôóíêöèÿìè, ó
êîòîðûõ ãðàíèöû ìåæäó ¾êóñêàìè¿ è êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ñóòü
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â áèáëèîòåêå l2_lib.m ðåàëè-
çîâàíû àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
è êâàäðàòà íîðìû, âçÿòèå èíòåãðàëà. Â áèáëèîòåêå bvp_lib.m èìåþòñÿ
îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êå, íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ïåð-
âîîáðàçíîé.

Ïàêåò ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, ÿäðà êîòî-
ðûõ êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíû, ñ ëèíåéíûìè ãðàíèöàìè ìåæäó ¾êóñêàìè¿.
Â áèáëèîòåêå l2_lib.m ðåàëèçîâàíû àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä òàêè-
ìè ÿäðàìè, îïåðàöèè ïðèìåíåíèÿ òàêîãî îïåðàòîðà ê ôóíêöèè, âû÷èñ-
ëåíèå ñîïðÿæåííîãî ÿäðà, ÿäðà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òàêèõ îïåðàòîðîâ è
äðóãèå. Áèáëèîòåêà bvp_lib.m ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ
êðàåâûõ çàäà÷ âèäà

x(n) = z, z ∈ L2(a, b),
`ix = 0, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå `i : Hn → R � íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ïðîèçâîëüíîãî
(ñ åñòåñòâåííûìè îãîâîðêàìè î êóñî÷íîé ïîëèíîìèàëüíîñòè) âèäà.

Íèãäå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçáèåíèå íà ¾êóñêè¿ îäèíàêîâîå äëÿ
âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé è ÿäåð îïåðàòîðîâ. Ïîýòîìó ïðè ïðîèç-
âîäñòâå îïåðàöèé ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ãðàíèöû, à êîëè÷åñòâî ¾êóñêîâ¿ ìî-
æåò âîçðàñòàòü, â ïðèíöèïå, íåîãðàíè÷åííî.

Áëàãîäàðÿ ñèìâîëüíîìó õàðàêòåðó âû÷èñëåíèé â Maple è ñäåëàííîìó
âûáîðó êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, âñå êîíå÷íûå âû÷èñëåíèÿ â ïà-
êåòå ïðîèçâîäÿòñÿ òî÷íî. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè ñïåêòðàëü-
íîãî ðàäèóñà ìåòîäîì òåîðåìû 2 åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì ïîãðåøíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ïðåêðàùåíèå èòåðàöèé.

� 3. Ïðèìåðû

Àâòîð ïðèâîäèò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, âû÷èñëåíèÿ â íèõ ïðîèçâåäåíû ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà L2.

Ðÿä ïðèìåðîâ ñâÿçàí ñ ðàñ÷åòàìè óïðóãèõ ñòåðæíåé â ìåõàíèêå. Ýòî
çàäà÷è î ïðîãèáå ãîðèçîíòàëüíîé áàëêè è îá óñòîé÷èâîñòè ñòîéêè ïðè ïðî-
äîëüíîé íàãðóçêå. Ïàðàìåòðû ýòèõ ñòåðæíåé, õàðàêòåðèçóþùèå èõ æåñò-
êîñòü, ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè âäîëü ñòåðæíÿ è äàæå ðàçðûâíûìè. Âîç-
ìîæíî ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ îïîð, êàê æåñòêèõ, òàê
è óïðóãèõ.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ îáùåìó âèäó îïåðàòîðîâ Tij â (1)
ñòîëü æå ïðîñòî ñ ïîìîùüþ W -ïîäñòàíîâêè èññëåäîâàòü è âàðèàöèîí-
íûå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì (íåëîêàëü-
íîãî ôóíêöèîíàëà, ïî òåðìèíîëîãèè Ã.À. Êàìåíñêîãî). Íåñêîëüêî òàêèõ
ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû â ðàáîòå. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìè-
íèìóìà â òåõ ïðèìåðàõ, äëÿ êîòîðûõ ðàíåå Ã.À. Êàìåíñêèé ïîëó÷èë íåîá-
õîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
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V.Z. Tsalyuk
W -method for the study of variational problems (with computational
aspects)

The paper gives a survey of the recent state of the theory concerned with
the W -substitution in quadratic variational problems, the announcement on the
programming package for exact calculations for such problems and the examples of
applications.
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