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Èññëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ñòàáèëüíîñòè â èãðîâîé çàäà÷å ñáëèæåíèÿ êîíôëèêòíî-
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò îêîí-
÷àíèÿ. Äëÿ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé èãðû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåôåêòà
ñòàáèëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû, òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, ñòàáèëüíûé ìîñò.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà íà êîíå÷íîì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó èç öåí-
òðàëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ïîçèöèîííûõ äèôôðåíöèàëüíûõ èãð � ñâîéñòâó
ñòàáèëüíîñòè [1�4]. Ðàáîòà ïðèìûêàåò ê [1�9].

Ïîêàçàíî, ÷òî êîíñòðóêöèè, ó÷àñòâóþùèå â èíôèíèòåçèìàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ñâîéñòâà ñòàáèëüíîñòè, óäîáíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðàñøèðåíèÿ
ïîíÿòèÿ ñòàáèëüíîñòè. Ýòî âëå÷åò ðàñøèðåíèå ñôåðû äåéñòâèÿ ìåòîäà ýêñ-
òðåìàëüíîãî ñäâèãà.
� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è êîíôëèêòíîãî óïðàâëåíèÿ

Ïóñòü ïîâåäåíèå êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà ïðîìåæóòêå
[t0, ϑ], t0 < ϑ < ∞ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

ẋ = f(t, x, u, v), x(t0) = x0, u ∈ P, v ∈ Q. (1)

Çäåñü x ∈ Rm � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u è v � óïðàâëåíèÿ ïåð-
âîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, P è Q � êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâàõ Rp è Rq

ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìâîë Rn îçíà÷àåò åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíî-
ñòè n.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
A. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, u, v) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóï-

íîñòè ïåðåìåííûõ (t, x, u, v) íà [t0, ϑ]×Rm×P×Q è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà
D ⊂ [t0, ϑ]× Rm íàéäåòñÿ òàêîå L = L(D) ∈ (0,∞), ÷òî

∥∥f(t, x(1), u, v)− f(t, x(2), u, v)
∥∥ 6 L

∥∥x(1) − x(2)
∥∥ (2)

1Ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 05-01-00601, 06-01-00436.
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äëÿ ëþáûõ (t, x(i), u, v) ∈ D × P ×Q, i = 1, 2.
B. Ñóùåñòâóåò òàêîå µ ∈ (0,∞), ÷òî

‖f(t, x, u, v)‖ 6 µ(1 + ‖x‖)
äëÿ ëþáûõ (t, x, u, v) ∈ [t0, ϑ]× Rm × P ×Q. Çäåñü ‖f‖ � íîðìà âåêòîðà
f â ñîîòâåòñòâóþùåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ íàìè äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ àíòàãîíèñòè-
÷åñêîé è ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ çàäà÷ � çàäà÷è î ñáëèæåíèè è çàäà÷è îá
óêëîíåíèè [4]. Â çàäà÷å î ñáëèæåíèè, ñòîÿùåé ïåðåä ïåðâûì èãðîêîì, òðå-
áóåòñÿ îáåñïå÷èòü ïîïàäàíèå äâèæåíèÿ x(t), t ∈ [t0, ϑ] ñèñòåìû (1) â
ìîìåíò ϑ íà çàäàííûé êîìïàêò M â Rm, êàêîâû áû íè áûëè ïðè ýòîì
äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà. Ðåøåíèå çàäà÷è òðåáóåòñÿ îáåñ-
ïå÷èòü â êëàññå ïîçèöèîííûõ ïðîöåäóð óïðàâëåíèÿ ñ ïîâîäûð¼ì ïåðâîãî
èãðîêà [4].

Çàäà÷à îá óêëîíåíèè, ñòîÿùàÿ ïåðåä âòîðûì èãðîêîì, çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óêëîíåíèå äâèæåíèé x(t), t ∈ [t0, ϑ] ñèñòåìû (1) â
ìîìåíò ϑ îò íåêîòîðîé çàìêíóòîé ε -îêðåñòíîñòè Mε êîìïàêòà M, êàêî-
âû áû íè áûëè ïðè ýòîì äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Ðåøåíèå
çàäà÷è òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü â êëàññå êîíòð-ïîçèöèîííûõ ïðîöåäóð óïðàâ-
ëåíèÿ ñ ïîâîäûð¼ì âòîðîãî èãðîêà [4].

Äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñïðàâåäëèâà àëüòåð-
íàòèâà [4]: ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W 0 ⊂ [t0, ϑ] × Rm

(ìàêñèìàëüíûé u -ñòàáèëüíûé ìîñò), ÷òî äëÿ âñåõ èñõîäíûõ ïîçèöèé
(t∗, x∗) ∈ W 0 ðàçðåøèìà çàäà÷à î ñáëèæåíèè è äëÿ âñåõ èñõîäíûõ ïî-
çèöèé (t∗, x∗) ∈ ([t0, ϑ]× Rm) \W 0 ðàçðåøèìà çàäà÷à îá óêëîíåíèè.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà [4] ðàçðåøàþùàÿ ïðîöåäóðà
óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äëÿ èñõîäíûõ ïîçè-
öèé (t∗, x∗) ∈ W 0 êàê ïîçèöèîííàÿ ïðîöåäóðà óïðàâëåíèÿ ñ ïîâîäûðåì,
íàöåëèâàþùàÿ äâèæåíèå x(t) óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû (1) íà äâèæåíèå ïî-
âîäûðÿ, èäóùåå ïî ìîñòó W 0. Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåøåíèè
çàäà÷è î ñáëèæåíèè ïðèõîäèòñÿ íà âûäåëåíèå ìîñòà W 0.

Çàäà÷à î âûäåëåíèè W 0 â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé � îäíà èç îñíîâíûõ è
íàèáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé èãðû. Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ìîñò W 0 ìîæíî âû÷èñëèòü
ëèøü ïðèáëèæåííî.

Â ðåçóëüòàòå ïðèáëèæåííûõ ïîñòðîåíèé ìû ïîëó÷àåì íå ìîñò W 0, à
íåêîòîðîå äðóãîå ìíîæåñòâî â [t0, ϑ] × Rm, êîòîðîå îáîçíà÷èì ñèìâîëîì
W0. Ìíîæåñòâî W0 óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ W0(ϑ) = M, ãäå
W0(t) = {x ∈ Rm : (t, x) ∈ W0}.

Äëÿ ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ W0 ðàçðåøèìà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñõîäíàÿ
çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñ M, à ìåíåå æåñòêàÿ çàäà÷à î ñáëèæåíèè ñ íåêîòî-
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ðîé ε -îêðåñòíîñòüþ Mε ìíîæåñòâà M. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïîçèöèîííîé
ïðîöåäóðû óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà, îáåñïå÷èâàþùåé ïðèâåäåíèå äâè-
æåíèÿ x(t) ñèñòåìû (1) íà Mε, ìû èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó óïðàâëåíèÿ,
íàöåëèâàþùóþ äâèæåíèå x(t) íà íåêîòîðóþ ëîìàíóþ, ïðîòÿíóòóþ ÷åðåç
W0 è óïèðàþùóþñÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò ϑ â ìíîæåñòâî W0(ϑ) = M. Ýòó
ëîìàíóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äâèæåíèå ïîâîäûðÿ.

Â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ýòîé ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðîå îãðàíè-
÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ∗ èç [t0, ϑ] × Rm, W ∗(ϑ) = M, â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì (ñì. ðàçäåë 4).
Äëÿ W ∗ è ïîçèöèé (t∗, x∗) ∈ W ∗ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîöåäóðó óïðàâ-
ëåíèÿ, àíàëîãè÷íóþ òîé, êîòîðàÿ óïîìèíàëàñü äëÿ ìíîæåñòâà W0 [10].
Ýòó ïðîöåäóðó, ÿâëÿþùóþñÿ ïî ñìûñëó ïðîöåäóðîé óïðàâëåíèÿ ñ ïîâîäû-
ðåì, áóäåì íàçûâàòü äëÿ êðàòêîñòè W ∗ -ïðîöåäóðîé óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî
èãðîêà.
� 2. Ñòàáèëüíîñòü ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé èãðû

Ìàêñèìàëüíûé ñòàáèëüíûé ìîñò W 0 ñîñòîèò èç âñåõ òåõ òî÷åê (t∗, x∗)
ìíîæåñòâà [t0, ϑ]×Rm, èç êîòîðûõ ðàçðåøèìà çàäà÷à î ñáëèæåíèè. Ó÷è-
òûâàÿ ýòî è óñëîâèå B, ìû ìîæåì óêàçàòü â [t0, ϑ]×Rm äîñòàòî÷íî áîëü-
øóþ îãðàíè÷åííóþ è çàìêíóòóþ îáëàñòü D, ñîäåðæàùóþ ìîñò W 0 è âñå
äâèæåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîñòà W 0.

Îäíàêî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ìíîæåñòâà W ∗ ⊂ [t0, ϑ]×Rm, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ ñòàáèëüíû-
ìè ìîñòàìè è ìîãóùèå äîñòàòî÷íî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò W 0, óïîìÿíóòîãî
âûøå âûáîðà îáëàñòè D íàì íåäîñòàòî÷íî.

Çàäàäèì íåêîòîðûé êîìïàêò W ∗ ⊂ [t0, ϑ]×Rm, W ∗(ϑ) ⊂ M, ñâîéñòâà
êîòîðîãî äåòàëèçèðóþòñÿ íåñêîëüêî ïîçæå, è óòî÷íèì âûáîð îáëàñòè D.

Îáîçíà÷èì h(W2,W1)� õàóñäîðôîâî îòêëîíåíèå ìíîæåñòâà W2 îò
W1, ãäå W1 è W2 èç Rm.

Ïóñòü ÷èñëî ε∗ > 0 âûáðàíî óäîâëåòâîðÿþùèì íåðàâåíñòâàì

ε∗ > sup
t∈[t0,ϑ]

h (W ∗(t), {0}) , ε∗ > ρ∗ + µ(ϑ− t0)eµ(ϑ−t0),

çäåñü 0 ∈ Rm, {0} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íóëÿ, ρ∗ = h(M, {0}).
Òîãäà öèëèíäð Z = {(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], ‖x‖ 6 ε∗} â [t0, ϑ] × Rm áóäåò

ñîäåðæàòü êàê W ∗, òàê è W 0. Öèëèíäð Z ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé è
çàìêíóòîé îáëàñòè

D = {(t, x) : t ∈ [t0, ϑ], ‖x‖ 6 (ε∗ + µ(t− t0))eµ(t−t0)}

èç [t0, ϑ]× Rm.
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Îáëàñòü D åñòü èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà íà [t0, ϑ] äèôôåðåíöèàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ (ä. â.)

ẋ ∈ U(x) = {f ∈ Rm : ‖f‖ 6 µ(1 + ‖x‖)}

ñ íà÷àëüíûì ìíîæåñòâîì D(t0) = {x0 ∈ Rm : ‖x0‖ 6 ε∗}.
Ïóñòü G� íàèáîëüøèé èç øàðîâ U(x), (t, x) ∈ D è ρ� åãî ðàäè-

óñ. Ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå F (t, x) = co {f(t, x, u, v) : u ∈ P, v ∈ Q} ⊂ U(x),
(t, x) ∈ [t0, ϑ] × Rm è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) ä. â. ẋ ∈
F (t, x), (t∗, x(t∗)) = (t∗, x∗) ∈ Z èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå F

(
t, x(t)

) ⊂ G.
Ïîëàãàåì

Πl(t, x) = {f ∈ Rm : 〈l, f〉 6 H(t, x, l)}, Fl(t, x) = F (t, x)
⋂

Πl(t, x),

(t, x, l) ∈ D × S, S = {l ∈ Rm : ‖l‖ = 1}. Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Fl(t, x) ⊂ G, (t, x, l) ∈ D × S .

Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîãî ìîñòà W è ìàêñèìàëüíîãî ñòàáèëüíîãî ìî-
ñòà W 0 äàäèì òåïåðü â òåðìèíàõ ñåìåéñòâà L = {(t, x) 7→ Fl(t, x), l ∈ S}
îòîáðàæåíèé (t, x) 7→ Fl(t, x), (t, x) ∈ D, îòâå÷àþùèõ âåêòîðàì l ∈ S.
À èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Xl(t∗; t∗, x∗)� ìíîæåñòâî âñåõ x∗ ∈ Rm, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó x(t∗) = x∗, ãäå x(·) = {x(t) : t∗ 6 t 6 t∗}�
íåêîòîðîå ðåøåíèå ä. â. ẋ ∈ Fl(t, x), x(t∗) = x∗, t ∈ [t∗, t∗],

X−1
l (t∗; t∗, X∗) = {x∗ ∈ Rm : Xl(t∗; t∗, x∗)

⋂
X∗ 6= ∅};

X∗� ìíîæåñòâî èç Rm.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Îïåðàòîðîì ñòàáèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ π â çàäà-
÷å î ñáëèæåíèè íàçîâåì îòîáðàæåíèå (t∗; t∗, X∗) 7→ 2R

m
, çàäàííîå ðàâåí-

ñòâîì
π(t∗; t∗, X∗) =

⋂

l∈S

X−1
l (t∗; t∗, X∗),

(t∗, t∗, X∗) ∈ ∆× 2R
m

; çäåñü ∆ = {(t∗, t∗) : t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ⊂ D íàçîâåì u -ñòà-
áèëüíûì ìîñòîì, åñëè

W (ϑ) ⊂ M ; W (t∗) ⊂ π(t∗; t∗,W (t∗)), (t∗, t∗) ∈ ∆.

Ïóñòü W 0 � îáúåäèíåíèå âñåõ u -ñòàáèëüíûõ ìîñòîâ W ⊂ D. W 0 �
ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) u -ñòàáèëüíûé ìîñò è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî ïîçèöèîííîãî ïîãëîùåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å î ñáëè-
æåíèè (ñì. [4]). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìîñòà W 0 óñëîâèå W (ϑ) ⊂ M èç
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îïðåäåëåíèÿ 2 ïðèíèìàåò âèä W 0(ϑ) = M. Êðîìå òîãî, ìîñò W 0 îáëàäà-
åò T -ñâîéñòâîì: èç t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ è W 0(t∗) 6= ∅ ñëåäóåò W 0(t∗) 6= ∅.
T -ñâîéñòâî ìîñòà W 0 ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ñâîéñòâî íåïðåðûâà-
åìîñòè ìîñòà W 0 ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè t íà [t0, ϑ].

Äàëåå, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Xl(t∗; t∗, x∗)
⋂

W 0(t∗) 6= ∅, (t∗, x∗, l) ∈ W 0 × S,

è, çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ Xl(t∗; t∗, x∗) ⊂ O(t∗−t∗)ρ(x∗), ïîëó÷àåì

W 0(t∗)
⋂

O(t∗−t∗)ρ(x∗) 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ W 0;

çäåñü O(t∗−t∗)ρ(x∗) = {w ∈ Rm : ‖w − x∗‖ 6 ρ(t∗ − t∗)}. Ñëåäîâàòåëüíî,−→
DW 0(t∗, x∗)

⋂
G 6= ∅ ïðè âñåõ (t∗, x∗) ∈ W 0, t∗ ∈ [t0, ϑ).

� 3. Äåôåêò ñòàáèëüíîñòè ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé èãðû
Â ýòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëèì äåôåêò ñòàáèëüíîñòè ìíîæåñòâà, ñîäåð-

æàùåãîñÿ â D . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî W ∗ ⊂ D óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ W ∗(ϑ) = M è îáëàäàåò T -ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî, â óñèëåíèå
T -ñâîéñòâà ìíîæåñòâà W ∗ ïðåäïîëàãàåì:

Ñ. W ∗(t∗)
⋂

O(t∗−t∗)ρ(x∗) 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ W ∗, t0 6 t∗ < t∗ 6 ϑ.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî

−→
DW (t, x) =

{
d ∈ Rm : d = lim

k→∞
wk − x

tk − t
, (tk, wk) ∈ W, k = 1, 2, . . . ;

tk ↓ t ïðè k → ∞, lim
k→∞

(tk, wk) = (t, x)
}

.

Èç óñëîâèÿ Ñ ñëåäóåò
−→
DW ∗(t∗, x∗)

⋂
G 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ);

çäåñü ∂W ∗� ãðàíèöà ìíîæåñòâà W ∗ â [t0, ϑ]× Rm.
Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ) ÷èñëî

ε(t∗, x∗) = sup
l∈S

ρ
(−→

DW ∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)
)

> 0,

çäåñü îáîçíà÷åíî ρ(D∗, F ∗) = inf
(d,f)∈D∗×F ∗

‖d − f‖, ãäå D∗ è F ∗� ìíîæå-
ñòâà èç Rm. Âåëè÷èíó ε(t∗, x∗) íàçîâåì äåôåêòîì ñòàáèëüíîñòè ìíîæå-
ñòâà W ∗ â òî÷êå (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ).

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé çàìåíèì ìíîæåñòâî −→DW ∗(t∗, x∗), âõî-
äÿùåå â âûðàæåíèå äëÿ ε(t∗, x∗), áîëåå óçêèì, êîìïàêòíûì, ìíîæåñòâîì.
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Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ε(t∗, x∗) ñîõðàíèòñÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæå-
ñòâî −→

D∇W ∗(t∗, x∗) =
−→
DW ∗(t∗, x∗)

⋂
3G, ãäå 3G = {3g : g ∈ G}. Òàê

êàê −→
DW ∗(t∗, x∗)

⋂
G 6= ∅, Fl(t∗, x∗) ⊂ G ïðè (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ),

l ∈ S, òî

ρ(
−→
D∇W ∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)) = ρ(

−→
DW ∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗))

ïðè (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S. Ïîýòîìó âåðíî

ε(t∗, x∗) = sup
l∈S

ρ
(−→

D∇W ∗(t∗, x∗), Fl(t∗, x∗)
)
, (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ).

Ïîëàãàåì
ε(t∗) = sup

(t∗,x∗)∈Λ(t∗)
ε(t∗, x∗),

ãäå t∗ ∈ [t0, ϑ), Λ(t∗) = ∂W ∗⋂
Γt∗ , Γt∗ = {(t, x) : t = t∗}.

Âåëè÷èíó ε(t∗) íàçîâåì äåôåêòîì ñòàáèëüíîñòè ìíîæåñòâà W ∗ â
ìîìåíò t∗ ∈ [t0, ϑ). Âìåñòå ñ òåì âîçíèêàåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
ε(t) íà [t0, ϑ), êîòîðóþ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåêîòîðóþ õàðàêòåðèñòèêó
ñòåïåíè íåñòàáèëüíîñòè ìíîæåñòâà W ∗.

Åñëè W ∗� u -ñòàáèëüíûé ìîñò, òî ïî òåîðåìå 1 èìååì
−→
DW ∗(t∗, x∗)

⋂
Fl(t∗, x∗) 6= ∅, (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ), l ∈ S,

è, ñëåäîâàòåëüíî, −→D∇W ∗(t∗, x∗)
⋂

Fl(t∗, x∗) 6= ∅.
Çíà÷èò, ε(t∗, x∗) = 0 èëè (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, t∗ ∈ [t0, ϑ) , à òîãäà ε(t) = 0

íà [t0, ϑ) . Â ñâîþ î÷åðåäü, èç ðàâåíñòâà ε(t) = 0 íà [t0, ϑ) ñëåäóåò
−→
D∇W ∗(t∗, x∗)

⋂
Fl(t∗, x∗) 6= ∅,

(t∗, x∗) ∈ ∂W ∗ , l ∈ S, t∗ ∈ [t0, ϑ), òî åñòü W ∗� u -ñòàáèëüíûé ìîñò.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàáèëüíîñòü ìíîæåñòâà W ∗ ýêâèâàëåíòíà ðàâåí-

ñòâó ε(t) = 0 íà [t0, ϑ). Çíà÷èò, ïðè ε(t) = 0 íà [t0, ϑ) ïðàâèëî ýêñòðå-
ìàëüíîãî ñäâèãà íà ïîâîäûðÿ, èäóùåãî ïî W ∗ , ãàðàíòèðóåò ïðèâåäåíèå
äâèæåíèÿ x(t) ñèñòåìû (1) íà M, åñëè (t∗, x(t∗)) = (t∗, x∗) ∈ W ∗.

Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâó W ∗ îòâå÷àåò
ìàëàÿ ôóíêöèÿ ε(t) íà [t0, ϑ), ïðàâèëî ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ íà
ïîâîäûðÿ, èäóùåãî ïî W ∗, ãàðàíòèðóåò ïðèâåäåíèå äâèæåíèÿ x(t) ñèñòå-
ìû (1) â ìàëóþ ε -îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà M â ìîìåíò ϑ. Êðîìå òîãî,

èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ε ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç èíòåãðàë
∫ ϑ

t0

ε(t)dt

(â ñëó÷àå, åñëè ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà [t0, ϑ] ).
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòèõ ïîëîæåíèé íàëîæèì íà W ∗ è ε(t), [t0, ϑ) äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

D. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ϕ∗(δ) ↓ 0 ïðè δ ↓ 0, ÷òî

h(x∗ + δ
−→
D∇W ∗(t∗, x∗), W ∗(t∗ + δ)) 6 δϕ∗(δ)

ïðè t∗ ∈ [t0, ϑ), (t∗, x∗) ∈ ∂W ∗, δ ∈ (0, ϑ− t∗).
E. Ôóíêöèÿ ε(t) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [t0, ϑ] .
Çäåñü îáîçíà÷åíî x∗ + δX∗ = {x∗ + δf : f ∈ X∗}, X∗ ⊂ Rm.

Ïîçèöèîííîå óïðàâëåíèå ïåðâîãî èãðîêà, îïèñàííîå â [1,2], îñíîâàíî íà
ïðàâèëå ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ äâèæåíèÿ x(t) ñèñòåìû (1) íà u �
ñòàáèëüíûé ìîñò W. Òîò æå ñàìûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, åñëè
u �ñòàáèëüíûé ìîñò çàìåíèòü íà ìíîæåñòâî W ∗. Ïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþ
U e(t, x) ïåðâîãî èãðîêà, îñíîâàííóþ íà ïðàâèëå ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëè-
âàíèÿ íà W ∗, îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè W ∗ -ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà.

Òåîðåìà 1. Äâèæåíèå x(t) (x(t∗) = x∗ ∈ W ∗(t∗)) íà [t∗, ϑ], îïðåäå-
ëåííîå ñ ïîìîùüþ W ∗ -ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà, óäîâëåòâîðÿåò âêëþ-
÷åíèþ

x(ϑ) ∈ Mε, ãäå ε = εW ∗ = eL(ϑ−t0)

∫ ϑ

t0

ε(τ)dτ. (3)

×èñëî ε = εW ∗ (3) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåðà íåñòàáèëüíîñòè
ìíîæåñòâà W ∗. Åñòåñòâåííî åãî íàçûâàòü äåôåêòîì ñòàáèëüíîñòè ìíî-
æåñòâà W ∗.
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Using the stability defect for the construction of control in the di�erential
game

The paper presents the con�ict-controlled system on �nite time interval. The stability
property is considered which is the basic notion in the theory of positional di�erential
games.
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