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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ôîðìàëèçàöèè è îïèñàíèþ ðåøåíèé íåëèíåéíîé ñèñòåìû ôóí-
êöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçìóùåííûõ èìïóëüñíûì âîçäåé-
ñòâèåì. Òàêæå èññëåäîâàí âîïðîñ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èìïóëüñíîå âîç-
ìóùåíèå.

Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ
íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåé-
ñòâèåì è ïîñëåäåéñòâèåì â ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îáçîðû ðàçëè÷íûõ ïîä-
õîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæàòñÿ â [1�4]. Ñðåäè áîëåå ïîçäíèõ
ïóáëèêàöèé îòìåòèì ðàáîòó [5]. Îñíîâíûìè ïîäõîäàìè ê ïðîáëåìå ôîð-
ìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå. Ïåðâûé ïîäõîä ñâÿ-
çàí ñ ïîäìåíîé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èíòåãðàëüíûì, â êîòîðîì
èíòåãðàë ïî èíòåãðèðóþùåé ôóíêöèè òðàêòóåòñÿ êàê èíòåãðàë Ëåáåãà�
Ñòèëòüåñà èëè Ïåððîíà�Ñòèëòüåñà. Âòîðîé ñâÿçàí ñ ôîðìàëèçàöèåé îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèè íà îáîáùåííóþ. Òðåòèé ïîäõîä ñâÿ-
çàí ñ îïðåäåëåíèåì ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà ãëàäêèõ
ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òàêîé ïîäõîä
åñòåñòâåííåí ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óïðàâëåíèÿ [6], ãäå èìïóëüñíûå óïðàâ-
ëåíèÿ ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èäåàëèçèðîâàííûå ïðîöåññû ñ áîëüøèì
èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ çà êîðîòêèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Êðîìå îòìå÷åí-
íûõ ïîäõîäîâ îòìåòèì ôîðìàëèçàöèþ èìïóëüñíûõ ñèñòåì, ïðåäëîæåííóþ
À.Ä. Ìûøêèñîì è À.Ì. Ñàìîéëåíêî, ãäå íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òðà-
åêòîðèè çàäàâàëàñü ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, à ðåàêöèè èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé íà ñèñòåìó îïèñûâàëèñü ñ ïîìî-
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ùüþ íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñêà÷êè òðàåêòî-
ðèé. Ýòè æå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè ôîðìàëèçàöèè ðåøåíèé
è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â ðàáîòå [7] ïîäõîä, îñíîâàííûé íà çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ðå-
øåíèé â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ðàçâèò íà ñèñòå-
ìû ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä ðàçâèâà-
åòñÿ íà ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì. Â ðàáîòå [8] ïîäõîä
À.Ä. Ìûøêèñà è À.Ì. Ñàìîéëåíêî ê ñèñòåìàì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâè-
åì áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

� 1. Îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ è òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ(t) = f(t, x(t),
∫ 0

−τ
h(x(t + s))dg(t, s)) + B(t, x(t))v̇(t), t ∈ [t0, ϑ], (1.1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0], (1.2)
ãäå x(t) , v(t) � ñîîòâåòñòâåííî n - è r -ìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè âðåìåíè,
h(x) � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n , g(t, s) � íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, f(t, x, y) � n -ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, B(t, x) � n × m
ìàòðèöà-ôóíêöèÿ, τ > 0 � âåëè÷èíà ïîñëåäåéñòâèÿ, ϕ(t) � íà÷àëüíàÿ
ôóíêöèÿ (íà÷àëüíîå óñëîâèå), çàäàííàÿ íà [t0− τ, t0] . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèè f(t, x, y) è B(t, x) â îáëàñòè Ω = [t0, ϑ] × Rn × Rn íåïðåðûâ-
íû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ëèïøèöåâû ïî x è y ñ êîíñòàíòîé L è
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñòàíäàðòíûì óñëîâèÿì:

‖f(t, x, y)‖ 6 κ(1 + ‖x‖), ‖B(t, x)‖ 6 κ(1 + ‖x‖) (1.3)

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ t, x è y.
Åñëè v(t) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ

íà îòðåçêå [t0, ϑ] , òî ñóùåñòâóåò [9] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
(1.1), (1.2).

Â ñëó÷àå êîãäà v(t) � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïðîèçâîäíûå
â (1.1) íåîáõîäèìî ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå [10]. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî
ñëåäóþùèì. Åñëè ôóíêöèÿ v(t) ðàçðûâíà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè,
òî ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ èìïóëüñíîìó âîçäåéñòâèþ â ýòîò ìîìåíò. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè B(t, x(t)) îêàçûâàåòñÿ ðàçðûâíûì è
â ñëàãàåìîì B(t, x(t))v̇(t) âîçíèêàåò íåêîððåêòíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
ðàçðûâíîé ôóíêöèè íà îáîáùåííóþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Àïïðîêñèìèðóåìûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1) c
íà÷àëüíûì óñëîâèåì (1.2) íàçîâåì ôóíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè x(t) ,
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ÿâëÿþùóþñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì íà [t0, ϑ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé xk(t) ýòîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé vk(t), ïîòî÷å÷íî ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê âåêòîð-ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè v(t), åñëè ýòîò ïðåäåë
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè f(t, x, y) è B(t, x) â îáëàñòè Ω óäîâëå-
òâîðÿþò îáîçíà÷åííûì âûøå óñëîâèÿì. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïî x ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂bi,j/∂xν ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû-ôóíêöèè B(t, x), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

n∑

ν=1

∂bij(t, x)
∂xν

bνl(t, x) =
n∑

ν=1

∂bil(t, x)
∂xν

bνj(t, x),

i = 1, 2, . . . , n; j, l = 1, 2, . . . , r. Òîãäà äëÿ âñÿêîé âåêòîð-ôóíêöèè îãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèè v(t) ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìèðóåìîå ðåøåíèå x(t) çàäà-
÷è Êîøè (1.1), (1.2), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = ϕ(t0)+
∫ t

t0

f(ξ, x(ξ),
∫ 0

−τ
h(x(ξ +s))dg(ξ, s)) dξ +

∫ t

t0

B(ξ, x(ξ)) dvc(ξ)+

+
∑

ti6t, ti∈W−

S(ti, x(ti − 0), ∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈W+

S(ti, x(ti), ∆v(ti + 0)),

ãäå

S(t, x, ∆v) = z(1)− z(0), ż(ξ) = B(t, z(ξ))∆v(t), z(0) = x.

� 2. Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷àëüíûõ ôóíêöèé

ϕk(t) ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ϕ(t), xk(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
àïïðîêñèìèðóåìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1.1), ïîðîæäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ϕk(t), à x(t) � àïïðîêñèìèðóåìîå ðåøåíèé òîé æå ñèñòåìû, ñîîò-
âåòñòâóþùåå íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(t). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå x(t)
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(t) , åñëè ∀ t ∈ [t0, ϑ] xk(t)
ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê x(t) ïðè k →∞ .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x, y) è ìàòðèöà-ôóíêöèÿ B(t, x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1. Òîãäà àïïðîêñèìèðóåìîå ðåøåíèå
x(t) ñèñòåìû (1.1) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(t).
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A.N. Sesekin, J. V. Fetisova
Dynamic systems with delay perturbed by impulses

The paper deals with formalization and description of solutions for the nonlinear
system of functional-di�erential equations perturbed by impulses. The problem of
continuous dependence on the initial function for such solutions is investigated.
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