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Ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðîé ¾øîôåð-óáèéöà¿.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû áûñòðîäåéñòâèÿ, èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿.

� 1. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à

Èãðà ¾øîôåð-óáèéöà¿ ïðåäëîæåíà Ð. Àéçåêñîì è îïèñàíà â åãî îò÷åòå
[14] äëÿ RAND Corporation â 1951 ã. Â ýòîé çàäà÷å ¾àâòîìîáèëü¿ ñ îãðà-
íè÷åííûì ñíèçó ðàäèóñîì ðàçâîðîòà è ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ ïðåñëåäóåò áåçûíåðöèîííîãî ¾ïåøåõîäà¿, ñêîðîñòü êîòîðîãî íå
ïðåâûøàåò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Ñëîâà ¾àâòîìîáèëü¿, ¾ïåøåõîä¿ è íàçâà-
íèå ¾øîôåð-óáèéöà¿ îêàçàëèñü íà ðåäêîñòü óäà÷íûìè, õîòÿ â êà÷åñòâå ðå-
àëüíûõ îáúåêòîâ Ð. Àéçåêñ ïîäðàçóìåâàë [10, ñ. 543] óïðàâëÿåìóþ òîðïåäó
è óâåðòûâàþùèéñÿ îò íå¼ íåáîëüøîé êàòåð.

Îáîçíà÷èì èãðîêîâ áóêâàìè P è E. Îïèñàíèå äèíàìèêè:

P : ẋp = w sin θ, E : ẋe = v1,
ẏp = w cos θ, ẏe = v2,

θ̇ = wu/R, |u| 6 1; v = (v1, v2)′, |v| 6 ρ.

(1)

Çäåñü w � âåëè÷èíà ëèíåéíîé ñêîðîñòè, R� ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ ðàç-
âîðîòà. Íîðìèðóÿ âðåìÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî w = 1, R = 1. Ñîâìåùàÿ íà÷àëî îòíîñèòåëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ñ èãðîêîì P è íàïðàâëÿÿ îñü y ïî âåêòîðó åãî ñêîðîñòè, ïåðåéäåì [1] ê
ñèñòåìå

ẋ = −yu + vx,
ẏ = xu− 1 + vy;
|u| 6 1, v = (vx, vy)′, |v| 6 ν.

(2)

Öåëü èãðîêà P, ðàñïîðÿæàþùåãîñÿ óïðàâëåíèåì u,� ïðèâåñòè ôà-
çîâûé âåêòîð êàê ìîæíî ñêîðåå íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M � êðóã

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 06�01�
00414, 07�01�96085).
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ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âòîðîé èãðîê, ðàñïîðÿæàþùèé-
ñÿ óïðàâëåíèåì v, ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó. Óïðàâëåíèÿ ñòðîÿòñÿ ïî ïðèíöèïó
îáðàòíîé ñâÿçè.

Ð. Àéçåêñ èññëåäîâàë çàäà÷ó øîôåð-óáèéöà ïðè ïîìîùè ñâîåãî ìåòîäà
[1], îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîïÿòíîå ïîñòðîåíèå (íà÷èíàÿ ñ ãðàíèöû
òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà) õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàïîëíåíèå èìè ïåðâè÷íîé
ðåãóëÿðíîé îáëàñòè, çàòåì âòîðè÷íîé è òàê äàëåå. Ðàçäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ
îáëàñòåé ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñèíãóëÿðíûõ ëèíèé. Â çàäà÷å øîôåð-
óáèéöà èì áûëè îáíàðóæåíû ðàññåèâàþùàÿ, óíèâåðñàëüíàÿ è ýêèâîêàëü-
íàÿ ñèíãóëÿðíûå ëèíèè. Ïîëíîñòüþ ðåøèòü çàäà÷ó Ð. Àéçåêñó íå óäàëîñü.

Ïîëíîå ðåøåíèå íà îñíîâå óñîâåðøåíñòâîâàííîãî ìåòîäà Àéçåêñà áû-
ëî ïîëó÷åíî Ý. Ìåðöåì â åãî äèññåðòàöèè [19], âûïîëíåííîé ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì Äæ. Áðåêâåëëà. Ý. Ìåðö ïðîäåëàë ïîëíûé àíàëèç õàðàêòåðà îï-
òèìàëüíûõ äâèæåíèé, îïèñàë ñèíãóëÿðíûå ëèíèè è óñòàíîâèë çàêîíîìåð-
íîñòü èõ èçìåíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ r, ν. Ïðè èññëåäîâàíèè
çàäà÷è èì áûëè îòêðûòû ñèíãóëÿðíûå ëèíèè, êîòîðûå îí íàçâàë ôîêàëü-
íûìè (îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿ ïîäõîäÿò ñ êàñàíèåì ñ äâóõ ñòîðîí ê ñèí-
ãóëÿðíîé ëèíèè è èäóò ïî íåé). Ê ñîæàëåíèþ, ìàòåðèàëû Äæ. Áðåêâåëëà
è Ý. Ìåðöà ïî çàäà÷å øîôåð-óáèéöà îïóáëèêîâàíû [4, 9] ëèøü ÷àñòè÷íî
è î÷åíü êðàòêî. Äèññåðòàöèÿ Ý. Ìåðöà äîñòóïíà â áèáëèîòåêå Ñòýíôîðä-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà.

� 2. Èãðà ñîïðîâîæäåíèÿ�óêëîíåíèÿ

Â äèññåðòàöèè [16] Äæ. Ëåâèíà, ñòàòüå [17] Äæ. Ëåâèíà è Äæ. Áðåêâåë-
ëà, à òàêæå â ñòàòüå [18] Äæ. Ëåâèíà è Ã. Îëñäåðà äèíàìèêà è îãðàíè÷å-
íèÿ íà óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿþò (ïîñëå ïåðåõîäà ê
îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì) ñîîòíîøåíèÿì (2), íî öåëè èãðîêîâ äðóãèå.
Òåïåðü èãðîê E ïûòàåòñÿ êàê ìîæíî ñêîðåå ïðèâåñòè ôàçîâûé âåêòîð
íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M, èãðîê P ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó. Â êà÷åñòâå
ìíîæåñòâà M â ðàáîòàõ [16, 17] âçÿòî äîïîëíåíèå äî îòêðûòîãî êðóãà ñ
öåíòðîì â íóëå, à â ñòàòüå [18] � äîïîëíåíèå äî îòêðûòîãî ñâÿçíîãî êîíóñà
ñ âåðøèíîé â íóëå. Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðèìåíèòåëüíî ê èñõîäíîìó
îïèñàíèþ (1): èãðîê E ïûòàåòñÿ êàê ìîæíî ñêîðåå âûéòè èç ãåîìåòðè÷å-
ñêè ñâÿçàííîé ñ ïîëîæåíèåì èãðîêà P çîíû îáíàðóæåíèÿ (¾îáñòðåëà¿),
èãðîê P, íàîáîðîò, ñòàðàåòñÿ ïðîäåðæàòü ïðîòèâíèêà êàê ìîæíî äîëüøå
â ýòîé çîíå. Â îäíîì ñëó÷àå òàêàÿ çîíà � êðóã, â äðóãîì � êîíóñ.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è ¾ñîïðîâîæäåíèÿ � óêëîíåíèÿ¿ àâòîðû ðà-
áîò [16, 17, 18] òàêæå èñïîëüçîâàëè ìåòîäèêó Àéçåêñà. Â ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷å òèïè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè ñãóùåíèÿ ëèíèé óðîâíÿ (èçîõðîí)
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ôóíêöèè öåíû, êîãäà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò êîíå÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
öåíû ê áåñêîíå÷íîìó çíà÷åíèþ.

� 3. Àêóñòè÷åñêàÿ çàäà÷à

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷àì, ãäå èãðîê P ìèíèìèçèðóåò, à èãðîê E ìàê-
ñèìèçèðóåò âðåìÿ ïåðåâîäà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M. Â ðàáîòàõ
[11, 12] Ì. Êâèíêàìïóà, Ï. Êàðäàëèaãe è Ï. Ñåí-Ïüåð ðàññìîòðåëè ¾àêó-
ñòè÷åñêèé¿ âàðèàíò èãðû øîôåð-óáèéöà, ïðåäëîæåííûé Ï. Áåðíàðîì [8].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ñèñòåìå (2) îãðàíè÷åíèå ν íà óïðàâëåíèå èãðîêà
E çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ (x, y). À èìåííî,

ν(x, y) = ν∗min
{

1,
√

x2 + y2/s
}

, s > 0.

Ïðèêëàäíîé àñïåêò: îáúåêò E íå äîëæåí ñèëüíî ¾øóìåòü¿, åñëè ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèì è îáúåêòîì P ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà s. Àâòîðû
ïóáëèêàöèé [11, 12] èññëåäîâàëè àêóñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðè ïîìîùè ðàçðà-
áîòàííîãî èìè ìåòîäà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, âîñ-
õîäÿùåãî ê òåîðèè âûæèâàåìîñòè [6]. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî åñëè äëÿ ñè-
ñòåìû (2) ñ îãðàíè÷åíèåì |v| 6 ν(x, y), íàëîæåííûì íà èãðîêà E , â êà-
÷åñòâå òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà âçÿòü ïðÿìîóãîëüíèê, âûòÿíóòûé âäîëü
îñè x, òî âíóòðè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ãäå öåíà èãðû êîíå÷íà, îáðàçóåò-
ñÿ ¾äûðêà¿, äëÿ ëþáîé òî÷êè êîòîðîé öåíà èãðû áåñêîíå÷íà. Àêêóðàòíîå
òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ãåîìåòðèè òàêîé äûðêè è ïðîñ÷åò (àíàëèòè÷åñêèé
èëè ÷èñëåííûé) ôóíêöèè öåíû âáëèçè å¼ ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà
ñëîæíîé çàäà÷åé.

� 4. Èãðà ñ óñëîæíåííîé äèíàìèêîé àâòîìîáèëÿ

Ìîäåëü äèíàìèêè èãðîêà P â ñèñòåìå (1) � ïðîñòåéøàÿ ñðåäè èñïîëü-
çóåìûõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëÿ
(èëè ñàìîëåòà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè). Òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíèè îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Â ñòàòüå [3] À.À. Ìàðêîâà, îïóá-
ëèêîâàííîé â 1889 ã., ðàññìîòðåíû ÷åòûðå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïòèìèçà-
öèåé íà ëèíèÿõ îãðàíè÷åííîé êðèâèçíû. Ïåðâàÿ èç íèõ [3, ñ. 250] ìîæåò
áûòü èñòîëêîâàíà êàê çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ àâòîìîáèëåì
ñ äèíàìèêîé èãðîêà P â ñèñòåìå (1). Òðàêòîâêó â ðàìêàõ çàäà÷è áûñòðî-
äåéñòâèÿ äëÿ òàêîãî àâòîìîáèëÿ äîïóñêàåò è îñíîâíàÿ òåîðåìà [13, ñ. 515]
ñòàòüè Ë. Äóáèíñà 1957 ã. Â ðàáîòàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé ðîáîòîòåõíèêå [15]
îáúåêò ñ äèíàìèêîé èãðîêà P èç (1) íàçûâàþò ¾àâòîìîáèëü Äóáèíñà¿
(Dubins' car).
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Ñëåäóþùåé ïî ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü àâòîìîáèëÿ èç ñòàòüè
Äæ. Ðèäñà è Ë. Øåïïà [24]:

ẋp = w sin θ,
ẏp = w cos θ,

θ̇ = u; |u| 6 1, |w| 6 1.

Óïðàâëåíèå u îïðåäåëÿåò óãëîâóþ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ. Ïðè ïîìîùè
óïðàâëåíèÿ w ìãíîâåííî èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà ëèíåéíîé ñêîðîñòè. Â ÷àñò-
íîñòè, àâòîìîáèëü ìãíîâåííî ìîæåò èçìåíèòü íàïðàâëåíèå ñâîåãî äâèæå-
íèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Áåçûíåðöèîííîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîé
ñêîðîñòè åñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ èäåàëèçàöèÿ, íî ¾äëÿ ìåäëåííî ïåðåäâè-
ãàþùèõñÿ îáúåêòîâ ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì êîìïðîìèññîì, ÷òîáû
äîñòè÷ü óäîáñòâà âû÷èñëåíèé¿ [24, ñ. 373]. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çà-
äà÷è, ãäå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ óïðàâëåíèÿ w èìååò âèä [a, 1], ïðè ýòîì
a ∈ [−1, 1]� ïàðàìåòð çàäà÷è. Åñëè a = 1, ïîëó÷àåì àâòîìîáèëü Äóáèíñà,
ïðè a = −1� àâòîìîáèëü Ðèäñà è Øåïïà.

Çàìåíèì â (1) àâòîìîáèëü Äóáèíñà àâòîìîáèëåì Ðèäñà è Øåïïà. Ïå-
ðåõîäÿ ê îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

ẋ = −yu + vx,
ẏ = xu− w + vy;

|u| 6 1, w ∈ [a, 1], v = (vx, vy)′, |v| 6 ν.
(3)

Óïðàâëåíèìè u, w ðàñïîðÿæàåòñÿ èãðîê P, óïðàâëåíèåì v � èãðîê E.
Â ðàáîòå [21] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìíî-

æåñòâ óðîâíÿ ôóíêöèè öåíû èãðû øîôåð-óáèéöà ñ äèíàìèêîé (3) â çà-
âèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî ïðè ïîìîùè ðàçðàáî-
òàííîãî àâòîðàìè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ óðîâíÿ ôóíêöèè öåíû.
Èñïîëüçóåòñÿ èäåîëîãèÿ Åêàòåðèíáóðãñêîé øêîëû [2] ïî òåîðèè äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èãð.

� 5. Èãðà øîôåð-óáèéöà êàê òåñòîâûé ïðèìåð

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ìå-
òîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.
×àñòî èãðà øîôåð-óáèéöà èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâûé èëè äåìîíñòðàöèîí-
íûé ïðèìåð. Óêàæåì íåêîòîðûå [5, 7, 20, 22, 23] èç òàêèõ ðàáîò. Ïðèâëå-
êàòåëüíîñòü èãðû ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ åå ÿâíîé ïðèêëàäíîé èíòåðïðåòà-
öèåé, íî òàêæå è ñ òåì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì
ôàçîâûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì. Ñòàëî áûòü, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ìîæíî ïðèìåíÿòü êàê àëãîðèòìû îáùåãî âèäà, òàê è ó÷èòûâàþùèå ñïå-
öèôèêó ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì íåòðèâèàëüíîñòü äèíàìèêè îáóñëîâëåíà òåì,
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÷òî óïðàâëåíèå u âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü äâóìåðíîé ñèñòåìû â âèäå ñîìíî-
æèòåëÿ ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, à îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå v ìîæåò
çàâèñåòü îò ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ìîäèôèêàöèè, ïðèâåäåííîé â � 4, óïðàâ-
ëåíèå èãðîêà P ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî â çàäà÷å,
îáñóæäàåìîé â � 2, íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîå.
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The paper gives a survey of a literature related to the homicidal chau�eur di�erential
game.
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