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Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû ïîãëîùàåòñÿ çàäàííûì ìíîæåñòâîì, îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåáëóæäàåìîñòè,
ðåêóððåíòíîñòè èëè ýðãîäè÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, äèôôåðåíöè-
àëüíûå âêëþ÷åíèÿ, äîñòèæèìîñòü, èíâàðèàíòíîñòü, íåáëóæäàåìîñòü, ðåêóððåíò-
íîñòü, ýðãîäè÷íîñòü.

Ââåäåíèå

Ïóñòü (Σ, ht)� ôèêñèðîâàííàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà2 ñ
êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Σ, f(σ, x, u)� íåïðåðûâíàÿ ôóí-
êöèÿ ïåðåìåííûõ (σ, x, u) ∈ Σ × Rn × Rm, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëîêàëüíîìó
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî (σ, u) íà
ìíîæåñòâå Σ× U, ãäå U � çàäàííîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â Rm.

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ =
∫

U
f(htσ, x, u)ηt(du), (0.1)

ãäå ηt � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå3 è îòâå÷àþùåå ñèñòåìå (0.1) äèôôåðåí-
öèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ F (htσ, x), F (σ, x) = co f(σ, x, U). (0.2)

Çäåñü co A� çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà A.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 07-01-00305 è 06-01-00258).
2Òî åñòü ht � îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Σ â ñåáÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî (t, σ) (ñì. [1, 2]).
3Ôóíêöèÿ t → ηt íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì, åñëè ïðè êàæäîì t ηt �

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Ðàäîíà ñ íîñèòåëåì â U è äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè a(u),

ôóíêöèÿ t →
Z

U

a(u)ηt(du) èçìåðèìà ïî Ëåáåãó (ñì. [3, 4] è áèáëèîãðàôèþ â [4]).



98 Å.À. Ïàíàñåíêî, Ë.È. Ðîäèíà, Å.Ë. Òîíêîâ
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 2

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ω = Σ× comp(Rn),
ãäå comp(Rn)� ïðîñòðàíñòâî íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ â Rn ñ
ìåòðèêîé Õàóñäîðôà dist . Îáîçíà÷èì äàëåå A(t, ω), ãäå ω = (σ,X) ∈ Ω,
t > 0, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè4 ñèñòåìû (0.1) â ìîìåíò âðåìåíè t
èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X. Â ñèëó âûñêàçàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, íàé-
ä¼òñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [0, ε) ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ñóùåñòâóåò, êîìïàêòíî ïðè êàæäîì t è íåïðåðûâíî ïî (t, ω) . Êðîìå
òîãî, A(t, ω)

∣∣
t=0

= X è A(t + s, ω) = A
(
t, hsσ,A(s, ω)

)
ïðè âñåõ äîïóñòè-

ìûõ t è s. Ïîýòîìó, åñëè êàæäîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ (0.2) ñóùåñòâóåò
ïðè âñåõ t ∈ R+ = [0,∞), òî ôóíêöèÿ gt : Ω → Ω, îïðåäåëåííàÿ ðà-
âåíñòâîì gtω =

(
htσ,A(t, ω)

)
, çàäà¼ò ïîëóïîòîê íà Ω è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïàðà (Ω, gt) îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ýòà äèíà-
ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñëóæèò ðàñøèðåíèåì (ñì. [2]) ñèñòåìû (Σ, ht).

� 1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ A : R × Ω → comp(Rn) ïåðåìåí-
íûõ (t, ω), ω = (σ,X), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì5

A(t, ω)
∣∣
t=0

= X, A(t + s, ω) = A
(
t, hsσ,A(s, ω)

)
= A

(
t, gsω

)
, t, s ∈ R. (1.1)

Î ï ð å ä å ë å í è å 1. Ôèêñèðóåì X0 ∈ comp(Rn), è äëÿ êàæäîãî
X ∈ comp(Rn) è âñåõ σ ∈ Σ ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèêó

freq(ω) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : A(t, ω) ⊆ A(t, ω0)}
ϑ

, ω0 = (σ,X0), (1.2)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ïîãëîùåíèÿ (relation
absorption frequency) ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ìíîæåñòâîì A(t, ω0).

Ïóñòü M(σ) .=
{
(t, x) ∈ R × Rn : x ∈ A(t, ω0)

}
, è äëÿ çàäàííîãî r > 0

Mr(σ) .=
{
(t, x) ∈ R× Rn : ρ

(
x,A(t, ω0)

)
< r

}
, Nr(σ) .= Mr(σ) \M(σ).

Ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ V (t, σ, x) ïåðåìåííûõ (t, σ, x) áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, åñëè îíà ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî (t, x) ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî σ ∈ Σ ; V (t, σ, x) = 0 äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è âñåõ (t, x) íà
ãðàíèöå ìíîæåñòâà M(σ) è åñëè V (t, σ, x) > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Nr(σ) 6.

4Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè (attainable set) A(t, ω) ñèñòåìû (0.1) ñîâïàäàåò ñ ñå÷å-
íèåì â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 èíòåãðàëüíîé âîðîíêè S(t, ω) âêëþ÷åíèÿ (0.2), êîãäà
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x(0) ïðîáåãàåò âñ¼ X.

5Â êà÷åñòâå A ìîæåò âûñòóïàòü èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà âñïîìîãàòåëüíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ẋ ∈ F(htσ, x), èãðàþùåãî ðîëü âêëþ÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ.

6Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ V (t, σ, x) = ρ(x,A(t, ω0)), ãäå ρ(x, A) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x
äî ìíîæåñòâà A, áóäåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, åñëè îíà ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî (t, x) .
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Äàëåå, äëÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé ôóíêöèè V (t, σ, x) îáîáùåííîé ïðî-
èçâîäíîé â òî÷êå (t, x) ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà (1, q) ∈ R × Rn (ïðîèç-
âîäíîé Ô. Êëàðêà) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé âåðõíèé ïðåäåë

V o(t, σ, x; q) .= lim sup
(τ,y,ε)→(t,x,+0)

V (τ + ε, σ, y + εq)− V (τ, σ, y)
ε

, (1.3)

à âûðàæåíèå V o
F (t, σ, x) .= max

q∈F (htσ,x)
V o(t, σ, x; q)� ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V

â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (0.2).

Ó ñ ë î â è å 1. Äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
V è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w : Σ×R→ R òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ è
âñåõ (t, x) ∈ Nr(σ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V o

F (t, σ, x) 6 w
(
htσ, V (t, σ, x)

)
è äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t, σ) 6 0}
ϑ

= κ(σ),

ãäå z(t, σ)� âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è

ż = w(htσ, z), z(0) = 0, t > 0. (1.4)

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X0 ôèêñèðîâàíî, X ∈ comp(Rn), ìíî-
æåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t > 0 è σ ∈ Σ è
âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîãëîùåíèÿ óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâó freq(ω) > κ(σ).

Ñëåäñòâèå 1. 7 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1 è âåðõíåå ðåøåíèå çàäà÷è
(1.4) íåïîëîæèòåëüíî ïðè êàæäîì t > 0, òî äëÿ âñÿêîãî X ⊂ X0 è
ëþáîãî σ ∈ Σ ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t ∈ R+ è A(t, ω) ïîãëîùàåòñÿ ìíîæåñòâîì A(t, ω0) ïðè êàæäîì t > 0. 8

Ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé [2, ñ. 156] íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà
(Ω, B, µ, gt), ãäå Ω� ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; B� ñèãìà-àëãå-
áðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω; gt � èçìåðèìûé ïîòîê íà Ω,
µ� âåðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî gt.

Ïî çàäàíîé ìåòðè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå (Σ, A, ν, ht) è âêëþ÷å-
íèþ (0.2) ïîñòðîèì ìåòðè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñëóæàùóþ ðàñ-
øèðåíèåì èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñ ýòîé öåëüþ áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.

7Ýòî ñëåäñòâèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 ðàáîòû [5] (ñì. òàêæå [6]), â êîòîðîé ðîëü
A(t, ω0) âûïîëíÿåò ìíîæåñòâî M(htσ), çàäàííîå íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé M(σ), îïðå-
äåë¼ííîé íà Σ è ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â comp(Rn).

8Â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé èíâàðèàíòíî-
ñòüþ (ïðè êàæäîì σ ) ìíîæåñòâà M(σ) îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (0.2).
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Ó ñ ë î â è å 2. Íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ M : Σ → comp(Rn)
òàêàÿ, ÷òî çàìíóòîå ïîäìíîæåñòâî

Ω0 = {(σ,X) : σ ∈ Σ, X ⊆ M(σ)} (1.5)

ìíîæåñòâà Ω ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî9 îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt.

Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò íàì ðàññìàòðèâàòü òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó (Ω0, g

t), ÿâëÿþùóþñÿ ðàñøèðåíèåì òîïîëîãè÷åñêîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû (Σ, ht). Ïîñòðîèì òåïåðü ìåòðè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó (Ω0,B, µ, gt) ïî ñèñòåìå (Σ, A, ν, ht) è âêëþ÷åíèþ (0.2). Ïîñòðîèì
íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó B ìíîæåñòâ âèäà

Σ0 ×M
.=

{
(σ,X) ∈ Ω0 : σ ∈ Σ0, X ⊆ M(σ))

}
.

Ïóñòü λσ � èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà íàèìåíüøåé ñèãìà-
àëãåáðå Rσ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííîé ñèñòåìîé ìíîæåñòâ èç
comp(M(σ)) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì σ. Îïðåäåëèì ìåðó µ íà B
ðàâåíñòâîì µ(Σ0 × M) .=

∫
Σ0×M

dν dλσ äëÿ ëþáûõ Σ0 × M ∈ B. Àíàëî-

ãè÷íî [7, ñ. 190] ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåðà µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà gt; çàìåòèì òàêæå, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé íà B,
ñîãëàñîâàííîé ñ ìåðîé ν, òî åñòü µ(Σ0 × Rn) = ν(Σ0) äëÿ âñåõ Σ0 ∈ A.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 è ñèñòåìà (Ω0,B, µ, gt) ïî-
ñòðîåíà ïî ñèñòåìå (Σ, A, ν, ht) è âêëþ÷åíèþ (0.2). Åñëè

ν
(
σ ∈ Σ: κ(σ) < 1

)
= 0, òî µ

(
ω ∈ Ω0 : freq(ω) < 1

)
= 0.

� 2. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè è ìèíèìàëüíûé
öåíòð ïðèòÿæåíèÿ
Íàïîìíèì [1, ãë. 5, � 5], ÷òî òî÷êà σ ∈ Σ íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé

(nonwandering point), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ϑ > 0 íàéäóòñÿ
òàêîé ìîìåíò âðåìåíè t > ϑ è òàêàÿ òî÷êà σ0, ÷òî ρΣ(σ0, σ) 6 ε è
ρΣ(htσ0, σ) 6 ε. Òàê êàê Σ êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî Σnw íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê íåïóñòî, êîìïàêòíî è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ht.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2. Ïóñòü ω = (σ,X) ∈ Σnw × comp(Rn). Ìíîæå-
ñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (0.1) íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùèì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî ϑ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êà ω0 = (σ0, X0),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ρΣ(σ0, σ) 6 ε, dist(X0, X) 6 ε è ìîìåíò âðå-
ìåíè t > ϑ òàêèå, ÷òî dist(A(t, ω0), X) 6 ε. Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî
òî÷êà ω ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé è ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî-
÷åê îáîçíà÷èì Ωnw.

9Ìíîæåñòâî Ω0 ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî, åñëè gtω ∈ Ω0 äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 è
t > 0; ýòî ýêâèâàëåíòíî âêëþ÷åíèþ A(t, ω) ⊆ M(htσ), ω ∈ Ω0, t > 0. Óñëîâèÿ ïîëî-
æèòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè ñì. [5, 6].
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Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî ìíîæåñòâî Ωnw íåáëóæ-
äàþùèõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõñÿ â Ω0, íåïóñòî. Îíî êîìïàêòíî è èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σnw

íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Xnw(σ) â comp
(
M(σ)

)
òàêîå, ÷òî

âñÿêîìó X ∈ Xnw(σ) îòâå÷àåò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-
ñòè A(t, σ,X) ñèñòåìû (0.1).

Îáîçíà÷èì %(σ,Σnw) = min
σ0∈Σnw

ρΣ(σ, σ0), %(X, Xnw) = min
X0∈Xnw

dist(X, X0),

%(ω, Ωnw) = max
{
%(σ,Σnw), %(X,Xnw)

}
, Ωε

nw =
{
ω ∈ Ω: %(ω,Ωnw) 6 ε

}
.

Òåîðåìà 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2 è Ωnw � ìíî-
æåñòâî âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ω0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 è âñÿêîé òî÷êè ω ïðîñòðàíñòâà Ω0 îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðå-
áûâàíèÿ äâèæåíèÿ t → gtω â ìíîæåñòâå Ωε

nw ðàâíà åäèíèöå:

freq(ω,Ωε
nw) .= lim

ϑ→∞
1
ϑ

∫ ϑ

0
χ

Ωε
nw

(gtω) dt = 1,

ãäå χE � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ëþáîãî ε > 0 è âñÿêîé òî÷êè ω0 = (σ0, X0) ∈ Ω0 íàéäåòñÿ òàêàÿ
íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà ω = (σ,X), ÷òî

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : dist
(
A(t, ω0), A(t, ω)

)
6 ε}

ϑ
= 1.

Èíâàðèàíòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Ωc íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïðèòÿ-
æåíèÿ (attraction center) äâèæåíèÿ gtω ïðè t → +∞, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïðåáûâàíèÿ òî÷êè ω â Ωε

c ðàâíà åäèíèöå:
freq(ω, Ωε

c) = 1. Åñëè ìíîæåñòâî Ωc íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííîãî ïîäìíî-
æåñòâà, òàêæå ÿâëÿþùåãîñÿ öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ, òî Ωc íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì öåíòðîì ïðèòÿæåíèÿ (minimal attraction center) äâèæåíèÿ
t → gtω è îáîçíà÷àåòñÿ Ωmc(ω) (ñì. [1, ãë. 6, � 6]).

Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω0 ñóùå-
ñòâóåò ìèíèìàëüíûé öåíòð ïðèòÿæåíèÿ Ωmc(ω) äâèæåíèÿ t → gtω.

� 3. Ðåêóððåíòíîñòü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è ñóùåñòâîâàíèå
ðåêóððåíòíûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû (0.1)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (Σ, ht) òðà-
åêòîðèþ òî÷êè σ ∈ Σ îáîçíà÷èì orb(σ) .= {htσ : t ∈ R}, à çàìûêàíèå
òðàåêòîðèè � orb(σ). Íàïîìíèì, ÷òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè Σ êàæäîé
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òî÷êå σ ∈ Σ îòâå÷àåò îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Σ0(σ), òî åñòü ìíî-
æåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ (â ìåòðèêå ρΣ ) äâèæåíèÿ t → htσ ïðè
t →∞. Ìíîæåñòâî Σ0(σ) íåïóñòî, êîìïàêòíî, ñâÿçíî è èíâàðèàíòíî.
Òåîðåìà 6. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî äëÿ ëþáîãî σ0 ∈

⋃
σ∈Σ

Σ0(σ)

íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî X0 ⊂ M(σ0), ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìî-
ñòè A(t, ω0) ñèñòåìû (0.1) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ∈ R, ω0 = (σ0, X0).

Äâèæåíèå t → htσ íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ïî Áèðêãîôó, åñëè äëÿ
ëþáûõ ε, ϑ > 0 ìíîæåñòâî ∆(ε, ϑ) .=

{
τ ∈ R : max

|t|6ϑ
ρΣ(ht+τσ, htσ) 6 ε

}

îòíîñèòåëüíî ïëîòíî10 íà R. Åñëè ìíîæåñòâî Σ0 ⊂ Σ ìèíèìàëüíî (òî
åñòü çàìêíóòî, èíâàðèàíòíî è íå ñîäåðæèò èñòèííîãî èíâàðèàíòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà), òî ëþáîå äâèæåíèå â Σ0 ðåêóððåíòíî [1, ãë. 5, � 6].

Î ï ð å ä å ë å í è å 3. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (0.1)
íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è ϑ > 0 ìíîæåñòâî{
τ ∈ R : max

|t|6ϑ
dist

(
A(t + τ, ω), A(t, ω)

)
6 ε

}
îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 è ìíîæåñòâî Σ ìèíèìàëüíî.
Òîãäà âñÿêîé òî÷êå σ0 ∈ Σ îòâå÷àåò ìíîæåñòâî X0 ⊂ M(σ0) òàêîå,
÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè A(t, ω0) ðåêóððåíòíî.

Â îáùåì ñëó÷àå èç ðåêóððåíòíîñòè A(t, ω) íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
ðåêóððåíòíîãî ñå÷åíèÿ, ìåæäó òåì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 2 è ìíîæåñòâî Σ ìèíèìàëüíî.
Òîãäà êàæäîìó σ0 ∈ Σ îòâå÷àåò òàêîå σ ∈ Σ, ÷òî âêëþ÷åíèå (0.2) èìå-
åò õîòÿ áû îäíî ðåêóððåíòíîå ðåøåíèå x(t, σ) ∈ M(htσ), t ∈ R.

� 4. Ýðãîäè÷åñêèå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Ω0, B, µ, gt), ïî-
ñòðîåííóþ â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïî ñèñòåìå (Σ, A, ν, ht), âêëþ÷åíèþ (0.2)
è ìíîæåñòâó (1.5). Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (Ω0, B, µ, gt) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé ïî îòíî-
øåíèþ ê ìåðå µ (cì. [1, c. 522]), åñëè ïðîñòðàíñòâî Ω0 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü
êàê ñóììó äâóõ èçìåðèìûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ïîëîæèòåëüíîé ìå-
ðû áåç îáùèõ òî÷åê, èëè èíà÷å: åñëè A ⊂ Ω0 èíâàðèàíòíî, èçìåðèìî è
µ(A) > 0, òî µ(Ω0 \ A) = 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà (Ω0, B, µ, gt)
ýðãîäè÷åñêàÿ, òî ìåðà âñÿêîãî èíâàðèàíòíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èç
Ω0 ðàâíà íóëþ èëè åäèíèöå. Ñèñòåìà (Ω0, B, µ, gt) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ýð-
ãîäè÷åñêîé, åñëè ýðãîäè÷åñêàÿ ìåðà íà Ω0 åäèíñòâåííà. Â ñèëó òåîðåìû

10 ∆ îòíîñèòåëüíî ïëîòíî íà R, åñëè ∆
T

[t, t + ϑ] 6= ? äëÿ íåêîòîðîãî ϑ è âñåõ t.
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À.À. Ìàðêîâà, ïðèìåðîì ñòðîãî ýðãîäè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìî-
æåò ñëóæèòü ñèñòåìà, â êîòîðîé ìíîæåñòâî Ω0 ìèíèìàëüíî îòíîñèòåëüíî
ïîòîêà gt è ñîñòîèò èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé [1, c. 531].

Ó ñ ë î â è å 3. Íàéäåòñÿ òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ M èç Σ â
comp(Rn), ÷òî ìíîæåñòâî Ω0, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (1.5), èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt, à ôóíêöèÿ A, çàäàííàÿ óñëîâèÿìè (1.1), ñòà-
öèîíàðíà11 îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt è äëÿ âñåõ ω ∈ Ω0 è t > 0 ñïðàâåä-
ëèâî âëîæåíèå A(gtω) ⊆ M(htσ).

Ïðè óñëîâèè 3 îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîãëîùåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-
ìîñòè A(t, ω) ñèñòåìû (0.1) ìíîæåñòâîì A(gtω0), ãäå ω0 =

(
σ,X0(σ)

) ⊆ Ω0

è X0(σ) çàäàíî, çàïèøåòñÿ â âèäå (ñì. (1.2))

freq(ω) .= lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : A(t, ω) ⊆ A(gtω0)}
ϑ

, ω ∈ Ω0. (4.1)

Äàëåå, â ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòîãî ïàðàãðàôà â êà÷åñòâå ôóíêöèè V äî-
ñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ (σ, x) → V (σ, x), îïðåäåëåííóþ íà Ω0

è íå çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè t. Êàê è â � 1, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîìïàêòà
X0(σ) ⊆ M(σ) ôóíêöèþ V (σ, x) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà îò-
íîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M

.=
{
(σ, x) : σ ∈ Σ, x ∈ A(ω0)

}
, åñëè V (σ, x) 6 0

ïðè âñåõ (σ, x) ∈ M è V (σ, x) > 0 ïðè (σ, x) ∈ Ω0 \M.
Ïðîèçâîäíàÿ V ïî íàïðàâëåíèþ (1, q) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.3)

V o(σ, x; q) .= lim sup
(τ,y,ε)→(0,x,+0)

V (hτ+εσ, y + εq)− V (hτσ, y)
ε

,

à ïðîèçâîäíàÿ V â ñèëó (0.2) � ðàâåíñòâîì V o
F (σ, x) .= max

q∈F (σ,x)
V o(σ, x; q).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 3 è ñèñòåìà (Ω0, B, µ, gt), ïî-
ñòðîåííàÿ ïî ñèñòåìå (Σ,A, ν, ht) è âêëþ÷åíèþ (0.2), ýðãîäè÷åñêàÿ. Ïóñòü,
äàëåå, ñóùåñòâóþò ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V : Ω0 → R è íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ w : Σ × R → R òàêèå, ÷òî V o

F (σ, x) 6 w
(
σ, V (σ, x)

)
äëÿ ïî÷òè âñåõ

σ ∈ Σ. Åñëè íåðàâåíñòâî

lim
ϑ→∞

mes{t ∈ [0, ϑ] : z(t, σ) 6 0}
ϑ

> 0,

ãäå z(t, σ)� âåðõíåå âïðàâî ðåøåíèå çàäà÷è ż = w(htσ, z), z(0) = 0, âû-
ïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ σ ∈ Σ ( â ñìûñëå ìåðû ν ), òî îòíîñèòåëüíàÿ
÷àñòîòà ïîãëîùåíèÿ freq(ω), îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (4.1), ðàâíà åäè-
íèöå äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω0 ( â ñìûñëå ìåðû µ ).

11Ôóíêöèÿ A ïåðåìåííûõ (t, ω) ñòàöèîíàðíà îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt, åñëè îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå (t, ω) → A(gtω), òî åñòü çàäàåòñÿ ôóíêöèåé A(ω) îäíîé ïåðåìåííîé ω.
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Absorption, nonwandering, and reccurence of the attainable set of a
controllable system

The conditions are studied under which the attainable set of a controllable system
can be absorbed in the given set or becomes nonwandering, recurrent, ergodic.
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