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Ïðåäëàãàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàçðàáîòàííîé ó÷àñòíèêàìè Ïåðìñêîãî ñåìèíà-
ðà [1]. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû íîâûõ ïîäõîäîâ ê ðÿäó êëàññè÷åñêèõ çàäà÷. Èçëî-
æåíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò íåîïóáëèêîâàííîé îáçîðíîé ñòàòüå, ïîäãî-
òîâëåííîé Í.Â. Àçáåëåâûì è àâòîðàìè äîêëàäà â 2006 ã.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êðàåâûå çàäà-
÷è, âàðèàöèîííûå çàäà÷è, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé.

Ââåäåíèå

Â ìîíîãðàôèè [2] ïðåäëîæåíà òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = Fx. (1)

Îïåðàòîð F çäåñü äåéñòâóåò èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ACn àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn â ïðîñòðàíñòâî Ln ñóììèðó-
åìûõ z : [a, b] → Rn. Îáîáùåíèå ñîñòîèò â çàìåíå ñïåöèôè÷åñêîãî ¾ëî-
êàëüíîãî¿ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî (Nx)(t) = f(t, x(t)) íà îáùèé îïåðàòîð
F : ACn → Ln. Òåîðèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà èçîìîð-

ôèçì ACn = Ln × Rn, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì x(t) =
∫ t

a
z(s)ds + α,

z ∈ Ln, α ∈ Rn. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè çàìåíå ïðîñòðàíñòâà Ln íà ïðî-
èçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B ñîõðàíÿþòñÿ îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ
òåîðèè óðàâíåíèÿ (1). Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò äàëüíåéøåå îáîáùåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå D,
èçîìîðôíîì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ B×Rn, ïîëó÷èëî íàçâàíèå àáñòðàêò-
íîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(ÔÄÓ). Íàèáîëåå ïî-
äðîáíî èçó÷åíî óðàâíåíèå Lx = f ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 06�01�00744, 07�01�96060).
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L : D → B. Â öåíòðå ëèíåéíîé òåîðèè � ¾êðàåâàÿ çàäà÷à¿ � ñèñòåìà
óðàâíåíèé

Lx = f, `x = α, (2)

ãäå ` : D → Rm � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé âåêòîð-ôóíêöèîíàë. Åñëè
m = n è çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ D äëÿ êàæäîé ïàðû
{f, α} ∈ B × Rn, òî ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå

x = Gf + Xα. (3)

Çäåñü îïåðàòîð Ãðèíà G : B → D è êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð X : Rn → D
(ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óðàâíåíèÿ Lx = 0 ) íåïðåðûâíû. Òåîðèÿ àá-
ñòðàêòíîãî ÔÄÓ íå îãðàíè÷èâàåò èññëåäîâàòåëÿ âîçìîæíîñòüþ èçó÷àòü
øèðîêèå êëàññû óðàâíåíèé, íåïîñðåäñòâåííî îïèðàÿñü íà ñòàíäàðòíûå
òåîðåìû àíàëèçà, íî è ïðåäëàãàåò íîâûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ðÿäà êëàññè-
÷åñêèõ è íîâûõ çàäà÷. Èëëþñòðèðóÿ ñêàçàííîå, îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèìè
çàäà÷àìè.

� 1. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé
Åñëè ýëåìåíòû x : [0,∞) → Rn ïðîñòðàíñòâà D = B × Rn îáëàäàþò

êàêèìè-íèáóäü ñïåöèôè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè, íàïðèìåð sup
t>0

‖x(t)‖<∞,

è äëÿ óðàâíåíèÿ Lx = f ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì L : D→
B îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà êàêàÿ-íèáóäü (ìîäåëüíàÿ) êðàåâàÿ çàäà÷à (2),
òî è ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäóò îáëàäàòü òàêèìè æå àñèìïòîòè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè. Ýòî ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü W : B → D � îïåðàòîð Ãðèíà ìîäåëüíîé êðàåâîé

çàäà÷è è U � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ L0x = 0.
Ïóñòü, äàëåå, îïåðàòîð L : D → B îãðàíè÷åí, G � îïåðàòîð Ãðèíà êðàå-
âîé çàäà÷è Lx = f, `x = 0 è X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óðàâíåíèÿ
Lx = 0. Òîãäà ðàâåíñòâî

WB + URn = GB + XRn (4)

âûïîëíåíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îïåðàòîð LW èìååò îãðà-
íè÷åííûé îáðàòíûé (LW )−1 : B → B.

Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà (4) (ñîâïàäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ âñåõ ðåøåíèé ìî-
äåëüíîãî è èññëåäóåìîãî óðàâíåíèé) óðàâíåíèå Lx = f íàçûâàåòñÿ D -
óñòîé÷èâûì. Ïðèìåíèòåëüíî ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïîíÿòèå
D -óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ïîíÿ-
òèé óñòîé÷èâîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ïî D -óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìàòèçèðîâàíû
â ìîíîãðàôèè [4], èçäàííîé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå â èçäàòåëüñòâå ¾Taylor
and Francis¿.
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� 2. Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå

Îáùàÿ òåîðèÿ ÔÄÓ ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü íîâûé ýôôôåêòèâíûé ïîä-
õîä ê çàäà÷àì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ïðè êîòîðîì óäàåòñÿ îáîéòè ðÿä
òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå.

Çàäà÷à

J(x) =
1
2

∫ b

a

( m∑

i=1

(T1ix)(s)(T2ix)(s) + (T0x)(s)
)
ds → min, `x = α (5)

î ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà J ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè `x = α ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå D ôóíêöèé x : [a, b] → R1, èçîìîðô-
íîì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ L2×Rn, ãäå L2 � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ
ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé z : [a, b] → R1, ñíàáæåííîå ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì. Ëèíåéíûé âåêòîð-ôóíêöèîíàë è ëèíåéíûå îïåðàòîðû
T0, Tk,i : D → L2 ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ïóòåì W -ïîäñòàíîâêè
x = Wz+Uα ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ôóíêöèîíàë J1(z) = J(Wz+Uα)
â ïðîñòðàíñòâå L2. Òî÷êè ìèíèìóìà x0 ∈ D çàäà÷è (5) è òî÷êè ìèíèìóìà
z0 ∈ L2 ôóíêöèîíàëà J1 îêàçûâàþòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàííûìè
ðàâåíñòâàìè x0 = Wz0 +Uα, z0 = L0x0, α = `x0. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à
(5) îá óñëîâíîì ìèíèìóìå â ïðîñòðàíñòâå D ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î áåçóñëîâ-
íîì ìèíèìóìå ôóíêöèîíàëà J1 â óäîáíîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâå
L2. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé â [5] äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è,
îïðåäåëèì îïåðàòîð H : L2 → L2 è ôóíêöèþ f ∈ L2 ðàâåíñòâàìè

H =
1
2

m∑

i=1

(Q∗
1iQ2i + Q∗

2iQ1i), f = −Q∗
0(1)− 1

2

m∑

i=1

(Q∗
1iT2i + Q∗

2iT1i)u.

Çäåñü Qki = TkiW, k = 1, 2, i = 1, . . . ,m, Q0 = T0W, ·∗� ñèìâîë ñî-
ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, u� ðåøåíèå ïîëóîäíîðîäíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è
L0x = 0, `x = α.

Â [3, 5] ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ.
Òåîðåìà 2. Ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J1 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå z0 òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, à òî÷êà
z0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Hz = f.

� 3. Ñèíãóëÿðíûå çàäà÷è

Íåóäà÷íûé âûáîð ìíîæåñòâà, â êîòîðîì ñëåäóåò èñêàòü ðåøåíèå çà-
äà÷è, ìîæåò âûçâàòü ñåðüåçíûå îñëîæíåíèÿ, çàäà÷à ìîæåò áûòü ¾ñèíãó-
ëÿðíîé¿ (äëÿ êîòîðîé íåïðèìåíèìû ñòàíäàðòíûå ìåòîäû) â îäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è ðåãóëÿðíîé â äðóãîì. Îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì [3].



90 Â.Ï. Ìàêñèìîâ, Ï.Ì. Ñèìîíîâ
ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2008. Âûï. 2

Óðàâíåíèå
(Lx)(t) ≡ t(t− 1)ẍ(t) + q(t)ẋ(t) + p(t)x(t) = f(t), t ∈ [0, 1]

ñ ñóììèðóåìûìè q è p ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèé â òðàäèöèîííîì äëÿ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé W 2

1 = L1 × R2. Îä-
íàêî ýòî óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì (óäîâëåòâîðÿþùèì òðåáî-
âàíèÿì îáùåé òåîðèè) â ïðîñòðàíñòâå D, ñîñòîÿùèì èç òàêèõ ôóíêöèé
x : [0, 1] → R, ÷òî 1) x àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0,1]; 2) åå ïðîèçâîäíàÿ ẋ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì îòðåçêå [a′, b′] ⊂ [0, 1], 0 < a′ < b′ < 1;
3) ïðîèçâåäåíèå t(t− 1)ẍ(t) ñóììèðóåìî íà [0, 1].
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V.P. Maksimov, P.M. Simonov
Functional di�erential equations and their applications

A brief survey of the theory of functional di�erential equations, worked out by
participants of the Perm Seminar [1], is presented. The presentation follows the
unpublished paper prepared by N.V. Azbelev and the authors in 2006.
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