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Äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì, îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíå-
íèå ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ê èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé èäåí-
òèôèêàöèè è ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå, èäåíòèôèêàöèÿ, ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ìåòîä ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà � îäèí èç ýôôåêòèâíåéøèõ ìåòîäîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè � áûë ïðåä-
ëîæåí Í.Í. Êðàñîâñêèì [1]. Â äàëüíåéøåì îí øèðîêî ïðèìåíÿëñÿ â òîì
÷èñëå è ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ èãðîâîãî óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ çàïàç-
äûâàíèåì. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü
âîçìîæíîñòè ýòîãî ìåòîäà ïðè èññëåäîâàíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ èäåíòèôè-
êàöèè è ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïîÿñíèì ñóòü ìåòîäà íà ïðèìåðå çàäà÷è
îòñëåæèâàíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìîé

ẋ(t) = f(t, x(t)) + B(u(t)− v(t)), t ∈ T = [t0, ϑ], (1)

ãäå x ∈ Rn � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, u, v ∈ Rm, x(t0) = x0, B � n×m -
ìåðíàÿ ìàòðèöà, ôóíêöèÿ f ëèïøèöåâà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ,
v(t) ∈ Q� ïîìåõà, u(t) ∈ P � óïðàâëåíèå, P, Q ⊂ Rm � îãðàíè÷åííûå
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü òàêîé çàêîí âûáîðà óïðàâëåíèÿ
u = u(t, x), ÷òî òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) áëèçêà (â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå) ê
òðàåêòîðèè ñèñòåìû ẏ(t) = f(t, y(t)), t ∈ T, y(t0) = x0, òî åñòü âåëè÷èíà
I(x, y) = sup

t∈T
|x(t;u, v) − y(t)| ìàëà. Ïóñòü Q ⊂ P è âûáðàíî ðàçáèåíèå

∆ = {τi}m
i=0, τ0 = t0, τm = ϑ ñ äèàìåòðîì δ = (ϑ − t0)/m. Ïîëàãàåì,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 07�01�00008), ïðîãðàììû Ïðåçè-
äèóìà ÐÀÍ ¾Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ¿ è Óðàëî-Ñèáèðñêîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà.
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÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) èçìåðÿåòñÿ â ìîìåíòû τi ñ îøèáêîé h. Ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèé � âåêòîðû ξh

i óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|ξh
i − x(τi)| 6 h. (2)

Ñóòü ìåòîäà ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàííîé çàäà÷å
ñîñòîèò â âûáîðå óïðàâëåíèÿ u â ñëåäóþùåì âèäå

u(τi, ξ
h
i ) = arg min{(ξh

i − y(τi), Bu) : u ∈ P}.

Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [1], ∀ ε > 0 ∃h1 > 0 è δ1 > 0
òàêèå, ÷òî åñëè h ∈ (0, h1), δ ∈ (0, δ1), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
sup
t∈T

|x(t; u(·), v(·))−y(t)| 6 ε (äëÿ ëþáîé ïîìåõè v(t) ∈ Q ). Â ñëó÷àå êîãäà
ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ çàïàçäûâàíèåì, íàïðèìåð, âèäà

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− ν)) + B(u(t)− v(t)), t ∈ T, (3)

ν > 0, x(t0 +s) = x0(s) ∈ C([−ν, 0];Rn), s ∈ [−ν, 0] ìåòîä ýêñòðåìàëüíîãî
ñäâèãà áûë ðàçâèò â ðàáîòàõ Þ.Ñ. Îñèïîâà (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèíàìè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äëÿ ñèñòåìû (3), êî-
ãäà u = 0. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû çàâèñèò ëèøü îò âîç-
ìóùåíèÿ v. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè τi ∈ T íàáëþäàþòñÿ âåêòîðû
x(τi). Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé � âåêòîðû ξh

i ∈ Rn � óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâàì (2). Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ v(·), îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè äèíàìè÷íîñòè è óñòîé÷èâî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ñêîíñòðóèðîâàòü àëãîðèòì ïðèáëèæåí-
íîãî âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ vh(·), èãðàþùåãî ðîëü ñâîåãî ðîäà îöåíêè,
ïðèáëèæåíèÿ v(·). Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f â (3) ëèïøèöåâà ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à ôóíêöèÿ v(·) ∈ L∞(T ;Rm). Âîçüìåì íåêîòîðîå
ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé

∆h = {τh,i}mh
i=0, τh,0 = t0, τh,mh

= ϑ, τh,i+1 = τh,i + δ(h) (4)

îòðåçêà T ñ øàãîì δ(h) è ôóíêöèþ α : R+→ (0, 1), R+ ={r ∈ R : r > 0}
òàêèå, ÷òî

δ(h) → 0, α(h) → 0, (h + δ(h))/α(h) → 0 ïðè h → 0. (5)

Çàòåì ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẇ(t) = f(τh,i, ξ
h
i , ξh

i−ri
)−Bvh(t), t ∈ δh,i = [τh,i, τh,i+1) (6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì w(t0) = x0(0). Çäåñü ñèìâîë τh,i−ri îçíà÷àåò ìî-
ìåíò ¾íàáëþäåíèÿ¿, ïðèíàäëåæàùèé ïîëóèíòåðâàëó [τh,i−ν, τh,i−ν+δ(h)).
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Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû x0(s) èç-
âåñòíî. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè i− ri < 0 ïîëàãàåì ξh

i−ri
= x0((i− ri)δ(h)).

Äî íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà ôèêñèðóåì âåëè÷èíó h è ðàçáèåíèå ∆h.
Ðàáîòó àëãîðèòìà ðàçîáüåì íà m − 1 (m = mh ) îäíîòèïíûõ øàãîâ. Â
òå÷åíèå i -ãî øàãà, îñóùåñòâëÿåìîãî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè δh,i, âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Ñíà÷àëà â ìîìåíò τi âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð

vh
i = arg min{2(ξh

i − w(τh,i), Bv) + α|v|2 : v ∈ Rm} = − 1
α

B′(ξh
i − w(τh,i)).

Çäåñü è íèæå øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Çàòåì íà âõîä ñèñòåìû
(6) ïðè t ∈ δh,i ïîäàåòñÿ óïðàâëåíèå vh(t) = vh

i . Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí-
÷èâàåòñÿ â ìîìåíò ϑ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè vh
i îñóùåñòâëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ ðåãó-

ëÿðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ïî ìåòîäó ñãëàæèâàþùåãî ôóíêöèîíà-
ëà. Ïóñòü u∗(·) = u∗(·;x(·))� åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà U(x(·))�
ìèíèìàëüíîé L2(T ;Rm) -íîðìû, ãäå U(x(·))� ìíîæåñòâî âñåõ óïðàâëåíèé
u(·) ∈ L2(T ;Rm), ñîâìåñòèìûõ ñ âûõîäîì x(·).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàòðèöà BB′ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5). Òîãäà èìååò ìåñòî ñõî-
äèìîñòü vh(·) → u∗(·) â L2(T ;Rm) ïðè h → 0.

Îáðàòèìñÿ ê îäíîé çàäà÷å ðîáàñòíîãî óïðàâëåíèÿ. Åå ñóòü ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïîëàãàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t) èçìåðÿåòñÿ â ìîìåíòû τi ñ
îøèáêîé h. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2). Òðå-
áóåòñÿ îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé (3) òàê, ÷òîáû åå òðà-
åêòîðèÿ áûëà ¾áëèçêà¿ ê òðàåêòîðèè ñèñòåìû ẏ(t) = f(t, y(t), y(t − ν)),
y(t0 + s) = x0(s). À èìåííî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû íàðÿäó ñ ¾ìàëîñòüþ¿ âåëè-
÷èíû I(x, y) áûëà ¾ìàëà¿ òàêæå âåëè÷èíà

I1(ẋ, ẏ) =
∫ ϑ

t0

|ẋ(t; u(·), v(·))− ẏ(t)|2 dt.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâà P è Q îòñóòñòâóþò è àïðèîðè èçâåñòíî
ëèøü, ÷òî v(·) ∈ L∞(T ;Rm).

Âûáåðåì ôóíêöèè δ(h) è α(h) : R+ → (0, 1) ñî ñâîéñòâàìè

α(h) → 0, δ(h)α−2(h) 6 1, (h + δ(h))α−1(h) → 0 ïðè h → 0 (7)

è ñåìåéñòâî ðàçáèåíèé (4). Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó

żh(t) = f(τh,i, ξ
h
i , ξh

i−ri
) + B(vh(t)− ṽh(t)), t ∈ δh,i, (8)
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i ∈ [0 : mh − 1], zh(t0) = x0(0).

Çäåñü vh(t) è ṽh(t)� óïðàâëåíèÿ, ïîäëåæàùèå ôîðìèðîâàíèþ.
Äî íà÷àëà ðàáîòû àëãîðèòìà ôèêñèðóåì âåëè÷èíó h è ðàçáèåíèå ∆h.

Ðàáîòà àëãîðèòìà ðàçáèâàåòñÿ íà mh−1 îäíîòèïíûõ øàãîâ. Íà i -ì øàãå
( i = 0, . . . , mh − 1 ), îñóùåñòâëÿåìîì íà âðåìåííîì îòðåçêå δh,i, âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Ñíà÷àëà çàäàåòñÿ ôóíêöèÿ

wh
i (t) = arg min{2(zh(τh,i)− ξh

i , Bv) + α|v|2 : v ∈ Rm} =

= − 1
α

B′(zh(τh,i)− ξh
i ), t ∈ δh,i.

Çàòåì â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà δh,i íà âõîä ñèñòåìû (8) ïîäàþòñÿ óïðàâ-
ëåíèÿ vh(t) = wh

i (t), ṽh(t) = wh
i−1(t − δ), à íà âõîä ðåàëüíîé ñèñòåìû

(ñèñòåìû (3)) � óïðàâëåíèå u(t) = uh(t) = wh
i−1(t− δ). Ïðè i = 0 ïîëàãà-

åì wh
−1(t) = 0. Ðàáîòà àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè ϑ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Òîãäà ïðè h → 0

xh(·) → y(·) â C(T ;Rn), ẋh(·) → ẏ(·) â L2(T ;Rn).

Çäåñü ñèìâîë xh(·) îçíà÷àåò òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (3), ïîðîæäåííóþ
íåèçâåñòíûì âîçìóùåíèåì v(·) è óïðàâëåíèåì uh(·).
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