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Äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íàñëåäñòâåííûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè èçó÷àþòñÿ
óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå u-ñòàáèëüíûå ôóíêöèîíàëû îò èñòîðèè äâèæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàñëåäñòâåííûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, óïðàâëåíèå ïî ïðèíöè-
ïó îáðàòíîé ñâÿçè ñ ïàìÿòüþ, äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì,
ñòàáèëüíûå ôóíêöèîíàëû.

Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-èãðîâîìó ïîäõîäó [1�4] îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ïðè ïîñòðîåíèè ñòðàòåãèé ýôôåêòèâíîãî óïðàâëåíèÿ íàñëåäñòâåí-
íûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè â óñëîâèÿõ ïîìåõ èëè êîíôëèêòà ÿâëÿåò-
ñÿ ïîíÿòèå u- è v-ñòàáèëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò èñòîðèè äâèæåíèÿ. Íèæå
ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ïî ôîðìå, íî ýêâèâàëåíòíûå ïî ñóùåñòâó êðèòåðèè
u-ñòàáèëüíîñòè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

ẏ(τ) = f
(
τ, y(·), u(τ), v(τ)

)
, t 6 τ 6 T, y(τ) ∈ Rn, u(τ) ∈ P, v(τ) ∈ Q, (1)

íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(τ) = x(τ) ïðè t∗ 6 τ 6 t, t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C (2)

è ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà

γ = σ
(
y(·))−

∫ T

t
h
(
τ, y(·), u(τ), v(τ)

)
dτ. (3)

Çäåñü τ � òåêóùåå âðåìÿ, y(τ) è ẏ(τ) = dy(τ)/dτ � çíà÷åíèå ôàçîâîãî
âåêòîðà è ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ â ìîìåíò τ , y(·) =

{
y(τ), t∗ 6 τ 6 T

}
,

u(τ) � òåêóùåå âîçäåéñòâèå óïðàâëåíèÿ, v(τ) � âîçäåéñòâèå ïîìåõè, P è
Q� êîìïàêòû êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, t∗, t0 è T (t∗ < t0 < T )� ôèê-
ñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, t� ìîìåíò íà÷àëà ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ,
C � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ n-ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà [t∗, T ]. Öåëü óïðàâëåíèÿ � äîñòàâèòü ïîêàçàòåëþ (3) êàê ìîæíî ìåíü-
øåå çíà÷åíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : [t∗, T ]×C×P×Q 7→ Rn,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôîíäà ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íà-
óêå, ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÄ-6133.2006.1 è ÐÔÔÈ (ãðàíò 06�01�00436).
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h : [t∗, T ] × C × P × Q 7→ R è σ : C 7→ R íåïðåðûâíû. Ïðè ýòîì îòîáðà-
æåíèÿ f è h ÿâëÿþòñÿ íåóïðåæäàþùèìè ïî τ, y(·): åñëè x(τ) = y(τ) ïðè
t∗ 6 τ 6 t, òî f

(
t, x(·), u, v

)
= f

(
t, y(·), u, v

)
, h

(
t, x(·), u, v

)
= h

(
t, y(·), u, v

)
.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî
∥∥f

(
τ, y(·), u, v

)∥∥ +
∣∣h(

τ, y(·), u, v
)∣∣ 6 ρ

(
τ, y(·)) =

(
1 + max

t∗6ξ6τ
‖y(ξ)‖

)
c

è äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòà D ⊂ C ñóùåñòâóåò λ = λ(D) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ y(·), z(·) ∈ D ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∥f
(
τ, y(·), u, v

)− f
(
τ, z(·), u, v

)∥∥ +
∣∣h(

τ, y(·), u, v
)− h

(
τ, z(·), u, v

)∣∣ 6

6 λ

(
‖y(τ)− z(τ)‖+

M∑
j=1

‖y(τ − ϑj)− z(τ − ϑj)‖+

√
τ∫

t∗
‖y(ξ)− z(ξ)‖2dξ

)
,

ãäå 0 < ϑj 6 t0 − t∗
(
j = 1,M

)
� ñîñðåäîòî÷åííûå çàïàçäûâàíèÿ âðåìåíè.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå íåóïðåæäàþùèå ôóíêöèîíà-
ëû ϕ = ϕ

(
t, x(·)), t ∈ [t∗, T ], x(·) ∈ C ïðè óñëîâèè ϕ

(
T, x(·)) > σ

(
x(·)).

Î ï ð å ä å ë å í è å . Ôóíêöèîíàë ϕ íàçûâàåì ñòàáèëüíûì (u-ñòàáèëü-
íûì â òåðìèíîëîãèè [1�3]), åñëè äëÿ ëþáûõ t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C, τ∗ ∈ (t, T ]
è ëþáîé èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ ôóíêöèè v[·] : P 7→ Q äèôôåðåíöèàëüíîå
âêëþ÷åíèå

(
ẏ(τ), η̇(τ)

) ∈ ño
{(

f
(
τ, y(·), u, v[u]

)
, h

(
τ, y(·), u, v[u]

))∣∣∣u ∈ P
}

èìååò ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2), ðàâåíñòâó η(t) = ϕ
(
t, x(·))

è íåðàâåíñòâó η(τ∗) > ϕ
(
τ∗, y(·)).

Çäåñü ñèìâîë ¾co¿ îçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó â Rn × R.
Ñòàáèëüíûå ôóíêöèîíàëû çàìå÷àòåëüíû òåì (ñì. [1�3,8]), ÷òî, óïðàâ-

ëÿÿ ñèñòåìîé (1), (2) íà îñíîâå ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ïî òàêîìó ôóíêöèî-
íàëó ϕ, ìîæíî c íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε > 0 îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâî

γ 6 ϕ
(
t, x(·)) + ε, (4)

êàêîâà áû íè áûëà ðåàëèçàöèÿ ïîìåõè v(·).
×åðåç Lip

(
t, x(·)) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé y(·) ∈ C, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ (2) è ëèïøèöåâûõ íà [t, T ]; ÷åðåç LipK

(
t, x(·))� ìíîæåñòâî òàêèõ

y(·) ∈ Lip
(
t, x(·)), êîòîðûå íà [t, T ] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ

êîíñòàíòîé K > 0. Ñèìâîëîì 〈·, ·〉 îáîçíà÷àåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Íåïðåðûâíûé íåóïðåæäàþùèé ôóíêöèîíàë ψ íàçûâàåì êîèíâàðèàíò-

íî ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C è y(·) ∈ Lip
(
t, x(·)) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

ψ
(
τ, y(·))− ψ

(
t, x(·)) = (τ − t)∂tψ +

〈
y(τ)− x(t),∇ψ

〉
+ oy(τ − t), τ ∈ (t, T ],
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ãäå âåëè÷èíû ∂tψ = ∂tψ
(
t, x(·)) ∈ R è∇ψ = ∇ψ

(
t, x(·)) ∈ Rn íåïðåðûâíû è

íå çàâèñÿò îò âûáîðà y(·) ∈ Lip
(
t, x(·)), à áåñêîíå÷íî ìàëàÿ oy ìîæåò çàâè-

ñåòü îò ýòîãî âûáîðà, oy(δ)/δ → 0 ïðè δ → 0. Â òåðìèíîëîãèè [5] âåëè÷èíû
∂tψ, ∇ψ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîèíâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà
ψ, â òåðìèíîëîãèè [6]� Clio-ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü F � âûïóêëûé êîìïàêò èç Rn, [F]ε � åãî çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü.
Ïîëîæèì

d−
{
ψ

(
t, x(·))∣∣F} = lim

ε↓0
inf

y(·)∈Ωε

lim inf
τ→t+0

ψ
(
τ, y(·))− ψ

(
t, x(·))

τ − t
,

ãäå

Ωε =
{

y(·) ∈ Lip
(
t, x(·)) : ẏ(τ) ∈ [F]ε ï. â. τ ∈ [t, T ]

}
;

H
(
t, x(·), s) = min

u∈P
max
v∈Q

[〈
s, f

(
t, x(·), u, v

)〉− h
(
t, x(·), u, v

)]
;

B
(
t, x(·)) =

{
f ∈ Rn : ‖f‖ 6 ρ

(
t, x(·))

}
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ íåïðåðûâíîãî íåóïðåæäàþùåãî ôóíêöèîíàëà ϕ ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) äëÿ ëþáûõ t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C è s ∈ Rn íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
y(·) ∈ Lip

(
t, x(·)), ÷òî

∥∥ẏ(τ)
∥∥ 6 ρ

(
τ, y(·)) ïðè ïî÷òè âñåõ τ ∈ [t, T ] è

ϕ
(
τ, y(·))− ϕ

(
t, x(·)) 6

∫ τ

t

〈
ẏ(ξ), s

〉−H
(
ξ, y(·), s) dξ, τ ∈ [t, T ];

(b) äëÿ ëþáûõ t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C è s ∈ Rn èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

d−
{

ϕ
(
t, x(·))− 〈

s, x(t)
〉 ∣∣B(

t, x(·))
}

+ H
(
t, x(·), s) 6 0;

(c) äëÿ ëþáîãî íåóïðåæäàþùåãî êîèíâàðèàíòíî ãëàäêîãî ôóíêöèîíàëà
ψ âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðè íåêîòîðûõ t ∈ [t0, T ), x(·) ∈ C è K > ρ

(
t, x(·))

âäîëü ôóíêöèé y(·) ∈ LipK

(
t, x(·)) ðàçíîñòü ϕ − ψ äîñòèãàåò íà îòðåçêå

[t, T ] ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå t, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∂tψ
(
t, x(·)) + H

(
t, x(·),∇ψ

(
t, x(·))

)
6 0.

Ñîãëàñíî [7] ñòàáèëüíûå ôóíêöèîíàëû ϕ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (a).
Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ïî ôóíêöèîíàëó ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ (a),
ìîæíî ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ, ãàðàíòèðóþùóþ íåðàâåíñòâî (4).
Òàêèì îáðàçîì, îïèðàÿñü íà óñëîâèå (a), ìîæíî ãîâîðèòü î ôóíêöèîíà-
ëàõ, ñòàáèëüíûõ îòíîñèòåëüíî êëàññà ñèñòåì (1)�(3) ñ îäíèì è òåì æå
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ãàìèëüòîíèàíîì H. Ýòî óñëîâèå õàðàêòåðèçóåò ñòàáèëüíûå ôóíêöèîíà-
ëû êàê âåðõíèå ìèíèìàêñíûå ðåøåíèÿ [4, 8] ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ òèïà
Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ñ êîèíâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

∂tϕ
(
t, x(·)) + H

(
t, x(·),∇ϕ

(
t, x(·))

)
= 0.

Ñîãëàñíî ïîäõîäó [9,10] óñëîâèå (c) ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ñòàáèëü-
íûå ôóíêöèîíàëû êàê âåðõíèå âÿçêîñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Óñëîâèÿ (a) è (c) íîñÿò íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Óñëîâèå (b) ïðåäñòàâëÿ-
åò èõ âûðàæåíèå â èíôèíèòåçèìàëüíîé ôîðìå.
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