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Äëÿ äâóìåðíûõ ëèíåéíûõ ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ëîêàëüíî
èíòåãðèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé
óïðàâëÿåìîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè.
Äëÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ ëåììà, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåíåñòè íà
íèõ ýòè ðåçóëüòàòû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîìåðíàÿ ïîëíàÿ óïðàâëÿåìîñòü, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x + B(t)u, x ∈ Rn, u ∈ Rm, t > 0 (1)

ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûìè ïî Ëåáåãó ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ A è B.
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ìàòðèöû îáëàäàþò ñâîéñòâîì èíòåãðàëü-
íîé îãðàíè÷åííîñòè, òî åñòü äëÿ âñåõ t > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
t+1∫
t

‖A(τ)‖ dτ < +∞ è
t+1∫
t

‖B(τ)‖ dτ < +∞. Çàìêíåì ñèñòåìó (1) ïðè ïî-

ìîùè ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u = U(t)x, â êîòîðîé ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñè-
ðîâàííàÿ (m×n)-ìàòðèöà U ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé è èçìåðèìîé.
Òîãäà ïîëó÷èì çàìêíóòóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = (A(t) + B(t)U(t))x, x ∈ Rn, t > 0, (2)

õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè êîòîðîé áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëà

λ1(A + BU) 6 . . . 6 λn(A + BU).

Çàäà÷à ãëîáàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè äëÿ ñèñòåìû (1) òàêîé îáðàòíîé ñâÿçè u = U(t)x, êîòîðàÿ îáåñïå÷èëà
áû ðàâåíñòâà

λi(A + BU) = µi, i = 1, n,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ Ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè¿.
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ãäå µ1 6 . . . 6 µn � çàðàíåå ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Åñëè
æå äëÿ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñèñòåìû

ż = C(t)z, z ∈ Rn, t > 0 (3)

ñ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé C íàé-
äåòñÿ òàêîå óïðàâëåíèå u = U(t)x, ÷òî ñèñòåìà (2) ñ ýòèì óïðàâëåíèåì
áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (3), òî åñòü áóäåò ñóùåñòâî-
âàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà, ñâÿçûâàþùåå ýòè ñèñòåìû, òî â ýòîì ñëó-
÷àå ãîâîðÿò [1], ÷òî ñèñòåìà (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâ-
ñêîé ïðèâîäèìîñòè. Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî âñå ëÿïóíîâñêèå èíâàðèàíòû
íàïåðåä çàäàííîé ñèñòåìû (3) è ñèñòåìû (2) ñ óïðàâëåíèåì U áóäóò ñîâ-
ïàäàòü. Ïîýòîìó ñâîéñòâî ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé ïðèâîäèìîñòè òàêæå
íàçûâàþò [2] ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïîëíîé ñîâîêóïíîñòè
ëÿïóíîâñêèõ èíâàðèàíòîâ. Îòíîñÿùèåñÿ ñþäà îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðå-
çóëüòàòû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1�3]. Îòìåòèì, ÷òî âñå èçâåñòíûå ðå-
çóëüòàòû ïîëó÷åíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû (2) ñ êóñî÷íî ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé ìàòðèöåé B.

Ïóñòü n = 2 è m ∈ {1, 2}, òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Åñëè ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà çàìêíóòîé ñèñòåìû (2) ãëîáàëüíî óïðàâëÿåìû.

Òåîðåìà 2. Åñëè A(t) ≡ 0, t > 0 è ñèñòåìà (1) ðàâíîìåðíî âïîëíå
óïðàâëÿåìà, òî ñèñòåìà (2) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëîáàëüíîé ëÿïóíîâñêîé
ïðèâîäèìîñòè.

Îáîáùåíèå òåîðåì 1 è 2 äëÿ ñëó÷àÿ n > 3 ïîêà íå ïîëó÷åíî. Îäíàêî
ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé òðåõìåðíûé àíàëîã êëþ÷åâîé ëåììû, èñïîëüçóþ-
ùåéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ òåîðåì.

Ïóñòü X(t, s), t, s > 0 � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (2) ñ íóëåâûì óïðàâ-
ëåíèåì. Âîçüìåì íåêîòîðîå σ > 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå t0 > 0,
p ∈ N\{1} è ðàçîáüåì îòðåçîê [t0, t0 + σ] òî÷êàìè ti, i = 1, p− 1 íà
p ðàâíûõ ÷àñòåé. Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè u(t),

t ∈ [t0, t0 + σ] ïîëîæèì wi(t0, u) :=
ti∫

ti−1

X(t, τ)B(τ)u(τ) dτ, i = 1, p. Èìååò
ìåñòî

Ëåììà 1. Ïóñòü n = 3 è m ∈ {1, 2, 3}. Åñëè ñèñòåìà (1) σ-ðàâíî-
ìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìà, òî ñóùåñòâóþò òàêèå θ > 0 è γ > 0, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t0 > 0, 0 < ϕ 6 θ è p ∈ N, p > 2 íàéäóòñÿ ÷èñëà θ1 = θ1(θ) > 0
è ` = `(γ, ϕ) > 0, êðóãîâûå êîíóñû Ki ⊂ R3, âåëè÷èíû óãëîâ ðàñòâîðà
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êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ϕ, èçìåðèìûå óïðàâëåíèÿ ui(t), t ∈ [t0, t0 +
σ] è ìíîæåñòâà Mi ⊂ {1, . . . , p}, i = 1, 3, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ^(Ki,Kj) > θ1, i, j = 1, 3, i 6= j, ‖ui(t)‖ 6 γ, t ∈ [t0, t0+σ],
i = 1, 3, wj(t0, ui) ∈ Ki, j ∈ Mi, i = 1, 3, è ‖ ∑

j∈Mi

wj(t0, ui)‖ > `.

Àíàëîã ëåììû 1 â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò íàéòè äëÿ ñèñòåìû (1)
íà ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå äëèíû σ òàêèå äâà èçìåðèìûõ,
îãðàíè÷åííûõ âåêòîðíûõ óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äâà ïîäìíî-
æåñòâà ýòîãî îòðåçêà, ÷òî âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1)
ñ íàéäåííûìè óïðàâëåíèÿìè, ïðè îäíèõ è òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â
êàæäîé òî÷êå óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2.
Íà îñíîâå ýòèõ óïðàâëåíèé ñòðîèòñÿ ìàòðè÷íîå óïðàâëåíèå äëÿ èñõîäíîé
çàäà÷è.
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A.A. Kozlov
The global control over asymptotical invariants of linear systems in small
dimensions

For two-dimensional linear uniformly controllable systems we study the properties
of global controllability of Lyapunov exponents and global Lyapunov reducibility.
For three�dimensional linear uniformly controllable systems we give the basic
lemma providing the possibility to generalize the two-dimensional results for three-
dimensional case.
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