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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ГРУППОВОГО ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ВО ВРЕМЕННЫХ
ШКАЛАХ

В конечномерном евклидовом пространстве R
k рассматривается линейная задача преследования

группой преследователей одного убегающего, описываемая в заданной временной шкале T уравне-

ниями вида

z∆i = azi + ui − v,

где z∆i — ∆-производная функций zi во временной шкале T, a — произвольное число, не равное

нулю. Множество допустимых управлений для каждого участника представляет собой шар еди-

ничного радиуса с центром в начале координат, терминальные множества — заданные выпуклые

компакты в R
k. Преследователи действуют согласно контрстратегиям на основе информации о на-

чальных позициях и предыстории управления убегающего. В терминах начальных позиций и пара-

метров игры получено достаточное условие поимки. Для случая задания временной шкалы в виде

T = {τk | k ∈ Z, τ ∈ R, τ > 0} найдены достаточные условия разрешимости задач пресле-

дования и уклонения. При исследовании в обоих случаях в качестве базового используется метод

разрешающих функций.
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Введение

При исследовании конфликтно управляемых процессов можно выделить методы, на-

правленные на построение оптимальных стратегий [1,2], с одной стороны, и на гарантиро-

ванный результат — с другой. К последним относятся, например, метод Л. С. Понтрягина [3]

и метод разрешающих функций [4–6], использующий технику многозначных отображений.

Метод разрешающих функций, предложенный для исследования линейных дифференциаль-

ных игр с геометрическими ограничениями, в настоящее время распространен на линейные

дифференциальные игры с интегральными ограничениями [7–9], дифференциальные игры

с запаздыванием [10], дифференциальные игры с дробными производными [11–13] и другие

классы дифференциальных игр, в том числе игры, описываемые уравнениями во временных

шкалах.

В качестве математического объекта временные шкалы впервые были рассмотрены в ра-

ботах Б. Олбаха и С. Хильгера [14, 15]. Исследования показали, что некоторые результаты,

полученные отдельно для теорий дифференциальных и разностных уравнений, можно рас-

сматривать с единых позиций в том случае, если допустить возможность задания дина-

мических систем на произвольных замнутых подмножествах R, названных временными

шкалами. Временные шкалы используют при построении математических моделей в раз-

личных отраслях наук [16, 17]. Неантагонистическая игра N лиц во временной шкале рас-

сматривалась в работе [18]. Работы [19, 20] посвящены задачам простого преследования

во временных шкалах группой преследователей одного и группы жестко скоординирован-

ных убегающих соответственно. В работе [21] были найдены достаточные условия разре-

шимости задачи простого группового преследования двух скоординированных убегающих
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в заданной временной шкале. Задача о многократной поимке заданного числа убегающих

во временных шкалах, при условии что убегающие используют программные стратегии,

каждый преследователь ловит не более одного убегащего, движения игроков являются про-

стыми, рассматривалась в [22].

В данной работе рассматривается линейная задача преследования группой преследова-

телей одного убегающего, описываемая в заданной временной шкале системой дифферен-

циальных уравнений. Получены достаточные условия поимки. Рассмотрен частный случай

задания временной шкалы, для которого найдены достаточные условия разрешимости задач

преследования и уклонения.

§ 1. Постановка задачи

Определение 1. Непустое замкнутое подмножество T ⊂ R
1, такое, что sup

t∈T

t = +∞, назы-

вается временной шкалой.

Определение 2. Пусть T — временная шкала. Функция σ : T → T вида

σ(t) = inf{s ∈ T
∣∣ s > t}

называется функцией сдвига.

Определение 3. Пусть T — временная шкала. Функция µ : T → T вида

µ(t) = σ(t)− t

называется зернистостью временной шкалы T.

Определение 4. Функция f : T → R
1 называется ∆-дифференцируемой в точке t ∈ T, если

существует такое число γ ∈ R
1, что для любого ε > 0 существует окрестность W точки t

такая, что неравенство

|f(σ(t))− f(s)− γ(σ(t)− s)| < ε|σ(t)− s|

справедливо для всех s ∈ T ∩W.
Число γ в этом случае называется ∆-производной функции f в точке t и обозначается

как f∆(t).

Более подробную информацию о временных шкалах можно найти, например, в рабо-

тах [23, 24].

Пусть задана некоторая временная шкала T, t0 ∈ T.
В пространстве R

k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра Γ(n) n + 1 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и одного убегающего E с законами движения вида

x∆
i = axi + ui, xi(t0) = x0

i , ui ∈ V, (1.1)

y∆ = ay + v, y(t0) = y0, v ∈ V, (1.2)

где xi, y, x
0
i , y

0 ∈ R
k, a ∈ R, i ∈ I = {1, . . . , n}, V = {v ∈ R

k : ‖v‖ 6 1}.
Введем новые переменные zi = xi−y. Тогда вместо систем (1.1), (1.2) получим систему

z∆i = azi + ui − v, zi(t0) = z0i = x0
i − y0. (1.3)

Считаем, что z0i /∈ Mi, где Mi — заданные выпуклые компакты в R
k. Обозначим

z0 = {z0i , i ∈ I} — вектор начальных позиций.

∆-измеримую функцию v : T → Rk назовем допустимой, если v(t) ∈ V для всех t ∈ T.
Предысторией функции v в момент t ∈ T будем называть сужение функции v на [t0, t)∩T.
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Определение 5. Будем говорить, что задана квазистратегия Ũi преследователя Pi, если

определено отображение U0
i , ставящее в соответствие начальным позициям z0, моменту t,

предыстории управления vt(·) убегающего E допустимую функцию ui(t).

Определение 6. В игре Γ(n) происходит поимка, если существуют момент T0, квазистрате-

гии Ũ1, . . . , Ũn преследователей P1, . . . , Pn такие, что для любой ∆-измеримой функции v(·)
найдутся момент τ ∈ [t0, T0] ∩ T и номер l ∈ I, для которых zl(τ) ∈ Ml.

Определение 7. В игре Γ(n) происходит уклонение от встречи, если существует до-

пустимая функция v(·) такая, что для любых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследовате-

лей P1, . . . , Pn для всех i ∈ I, t ∈ T имеет место zi(t) /∈ Mi.

§ 2. Достаточные условия разрешимости задачи преследования

Введем следующие обозначения:

ea(t, s) = exp

{∫ t

s

ξµ(τ)(a)∆τ

}
, где ξh(z) =





ln(1 + hz)

h
, если h 6= 0;

z, если h = 0,

e⊖a(t, s) =
1

ea(t, s)
.

Каждому преследователю поставим в соответствие разрешающую функцию

α(t, τ, zi, v, γ(·)) = max{α > 0: − αzi ∈ ea(t0, σ(τ))(V − v)} = e⊖a(σ(τ), t0)α(zi, v),

где

α(zi, v) = max{α > 0: − αzi ∈ (V − v)}.

Пусть далее

Tn(z) = min

{
t ∈ T

∣∣ t > t0, inf
v(·)

max
i∈I

∫ t

t0

e⊖a(σ(τ), t0)α(zi, v(τ))∆τ > 1

}
, (2.4)

где z = {zi, i ∈ I}.

Теорема 1. Пусть Mi = {0} для всех i ∈ I и для начального состояния z0 выполнено

условие

Tn(z
0) < +∞.

Тогда в игре Γ(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — допустимое управление убегающего. Определим

функции

hi(t) = 1−

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)α(z
0
i , v(s))∆s.

Предпишем преследователю Pi строить свое управление следующим образом. Если

в момент t ∈ T выполняется неравенство hi(t) > 0, то полагаем

ui(t) = v(t)− α(z0i , v(t))z
0
i .
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Если τi ∈ T — первый момент времени, для которого hi(τi) = 0, то считаем, что

α(z0i , v(t)) = 0 для всех t ∈ T, t > τi. Тогда из (1.3) получаем [17]:

zi(t) = ea(t, t0)z
0
i

(
1−

∫ t

t0

e⊖a(σ(s), t0)α(z
0
i , v(s))∆s

)
= ea(t, t0)z

0
i hi(t),

и поэтому zi(τi) = 0.
Пусть τi ∈ T — первый момент времени, для которого hi(τi) < 0, а для всех t ∈ T, t < τi

выполняется неравенство hi(t) > 0. Определим число

τ ∗i = sup{t ∈ T | hi(t) > 0}.

Тогда (τ ∗i , τi) ∩ T = ∅. Действительно, если бы существовал момент τ ∈ (τ ∗i , τi) ∩ T,
то выполнялось бы неравенство hi(τ) > 0, что невозможно в силу определения числа τ ∗i .
Полагаем в этом случае

ui(τi) = v(τi)− α∗(z0i , v(τi))z
0
i , где α∗(z0i , v(τi)) =

ea(σ(τ
∗

i ), t0)hi(τ
∗

i )

σ(τ ∗i )− τ ∗i
=

ea(τi, t0)hi(τ
∗

i )

τi − τ ∗i
.

Отметим, что в данном случае α∗(z0i , v(τi)) 6 α(z0i , v(τi)) и поэтому ui(τ) ∈ V. Тогда

zi(τi) = ea(τi, t0)z
0
i

(
1−

∫ τ∗
i

t0

e⊖a(σ(s), t0)α(z
0
i , v(s))∆s−

∫ τi

τ∗
i

e⊖a(σ(s), t0)α
∗(z0i , v(s))∆s

)
=

= ea(τi, t0)z
0
i

(
hi(τ

∗

i )−

∫ τi

τ∗
i

e⊖a(σ(s), t0)ea(τi, t0)hi(τ
∗

i )

(τi − τ ∗i )
∆s

)
= 0.

В силу конечности момента Tn(z
0) для каждой допустимой ∆-измеримой функции v(·)

найдутся момент τ ∈ T, τ 6 Tn(z
0), и номер l ∈ I, для которых hl(τ) 6 0. Поэтому

из доказанного выше следует, что для каждой такой функции v(·) найдутся момент τ0 ∈ T,
τ0 6 Tn(z

0), и номер l ∈ I, для которых zl(τ0) = 0. Это и означает, что в игре Γ(n)
происходит поимка. Таким образом, теорема доказана.

Обозначим через IntA, coA соответственно внутренность и выпуклую оболочку мно-

жества A ⊂ R
k.

Лемма 1 (см. [6, с. 44]). Пусть z1, . . . , zn ∈ R
k. Тогда

0 ∈ Int co {z1, . . . , zn}

в том и только в том случае, когда

δ = min
v∈V

max
i∈I

α(zi, v) > 0.

Следствие 1 (см. [19, теорема 3]). Пусть a = 0, множества Mi = {0} для всех i ∈ I,
0 ∈ Int co {z01 , . . . , z

0
n}. Тогда в игре Γ(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как a = 0, то для всех t ∈ T справедливо равенство

e⊖a(σ(t), t0) = 1 и поэтому

Tn(z) = min

{
t ∈ T

∣∣ t > t0, inf
v(·)

max
i∈I

∫ t

t0

α(zi, v(τ))∆τ > 1

}
.

В силу условия следствия и леммы 3 [19] величина Tn(z
0) конечна. Поэтому по теореме 1

в игре происходит поимка.
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Следствие 2 (см. [25]). Пусть a 6 0, множества Mi = {0} для всех i ∈ I, T = R
1,

0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}. Тогда в игре Γ(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В данном случае

Tn(z) = min

{
t ∈ R

1
∣∣ t > t0, inf

v(·)
max
i∈I

∫ t

t0

e−a(τ−t0)α(zi, v(τ)) dτ > 1

}
.

В силу условия следствия и теоремы работы [25] величина Tn(z
0) конечна. Поэтому по тео-

реме 1 в игре происходит поимка.

§ 3. Задача группового преследования в дискретной временной шкале

Рассмотрим игру Γ(n), заданную в § 1, во временной шкале T = {τk
∣∣ k ∈ Z}, где τ ∈ R,

τ > 0. Тогда для произвольной точки t ∈ T σ(t) = t+τ, µ(t) = τ, а система (1.3) приобретает

вид

zi(t+ τ)− zi(t)

τ
= azi(t) + ui(t)− v(t), zi(t0) = z0i ,

преобразуя которую, окончательно получаем

zi(t+ τ) = (1 + aτ)zi(t) + (ui(t)− v(t))τ, zi(t0) = z0i . (3.5)

Будем считать, что Mi = {0} и z0i 6= 0 для всех i ∈ I.
Очевидно, что в случае 1 + aτ = 0 один преследователь Pi осуществит поимку убегаю-

щего E, полагая ui(t) = v(t), i ∈ I, t ∈ T.
Решение (3.5), как решение неоднородного линейного реккурентного уравнения, опре-

деляется следующей формулой [26, с. 41]:

zi(tl) = z0i (1 + aτ)l +

l−1∑

k=0

(1 + aτ)l−1−k (ui(tk)− v(tk)) τ, (3.6)

где l =
t− t0
τ

, причем l ∈ Z
+, tk = t0 + τk и tk ∈ T для всех k ∈ Z

+.

Предположение 1. Для любого τ ∈ R, τ > 0, число a удовлетворяет условию регрессивно-

сти, т. е. 1 + τa 6= 0, и
l∑

k=0

(1 + aτ)−k−1 6= 0 для любого натурального l.

Теорема 2. Пусть выполнено предположение 1 и 0 /∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}. Тогда в игре Γ(n)

происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует, что существует вектор v0 ∈ V,
‖v0‖ = 1, такой, что (z0i , v

0) 6 0 для всех i. Зададим управление убегающего E, пола-

гая, что v(tk) = v0 для всех k ∈ Z
+. Пусть ui(·) — произвольные функции на [t0, tk] ∩ T для

всех k и такие, что ‖ui(tk)‖ 6 1.
Введем обозначение

A = 1 + aτ, (3.7)

тогда из (3.6) получаем

zi(tl) = z0iA
l +

l−1∑

k=0

Al−1−k
(
ui(tk)− v0

)
τ. (3.8)
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Обозначим M l =
l−1∑
k=0

τ

Ak+1
. Тогда из (3.8) получим

zi(tl) = Al

(
z0i +

l−1∑

k=0

ui(tk)

Ak+1
τ − v0M l

)
. (3.9)

Так как M l = τA
l∑

k=0

1

Ak+1
, то согласно предположению 1 M l 6= 0 для всех l ∈ N.

Определим функции ûi(tl) =
1

M l

l−1∑
k=0

ui(tk)

Ak+1
τ. Тогда ‖ûi(tl)‖ 6 1. Из (3.9) получаем

zi(tl) = Al
(
z0i +M lûi(tl)− v0M l

)
.

Следовательно,

‖zi(tl)‖ > |Al|
(
‖z0i − v0M l‖ − |M l|

)
=

= |Al| ·

(√
‖z0i ‖

2 − 2|M l|(z0i , v
0) + |M l|2 − |M l|

)
> |Al|

(
|M l| − |M l|

)
= 0,

что и требовалось доказать.

Лемма 2. Пусть A ∈ (0; 1] и 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}. Тогда существует момент ts ∈ T

такой, что для любой допустимой функции v(·) найдется номер p ∈ I, для которого

s−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0p , v(tk)

)
τ > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольное допустимое управление убегающего.

Для любых неотрицательных чисел γk (k ∈ K) имеет место неравенство

max
k∈K

γk >
1

|K|

∑

k∈K

γk.

Поэтому

max
i∈I

l−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ >

1

n

l−1∑

k=0

∑

i∈I

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ >

>
1

n

l−1∑

k=0

max
i∈I

(
1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ

)
.

В силу леммы 1 для всех v ∈ V справедливо неравенство

max
i∈I

α(z0i , v) > δ > 0.

Следовательно, получаем

max
i∈I

l−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ >

δτ

n

l−1∑

k=0

1

Ak+1
. (3.10)
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Поскольку A ∈ (0, 1], то сумма
l−1∑
k=0

1

Ak+1
>

l−1∑
k=0

1

A
=

l

A
. Тогда из неравенства (3.10)

следует неравенство

max
i∈I

l−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ >

δτl

nA
.

Значит, существует момент ts ∈ T, ts 6 t0 +
An

δ
, для которого выполнено неравенство

max
i∈I

s−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ > 1,

откуда следует справедливость утверждения леммы.

В соответствии с (2.4) определим число

T0 = min{ts ∈ T | inf
v(·)

max
i∈I

s−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ > 1}.

Теорема 3. Пусть A ∈ (0; 1] и 0 ∈ Int co {z01 , . . . , z
0
n}. Тогда в игре Γ(n) происходит поимка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — допустимое управление убегающего. Определим

функции

hi(tl) = 1−

l−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ, где l ∈ Z+, причем hi(t0) = 1.

Предпишем преследователю Pi строить свое управление следующим образом. Если

в момент tl ∈ T выполняется неравенство hi(tl) > 0, то полагаем

ui(tl) = v(tl)− α(z0i , v(tl))z
0
i .

Если ts ∈ T — первый момент времени, для которого hi(ts) = 0, то считаем, что

α(z0i , v(tr)) = 0 для всех r ∈ Z+, r > s. Тогда из (3.6) с учетом (3.7) получаем

zi(tl) = z0iA
l

(
1−

l−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ

)
= z0iA

lhi(tl),

и поэтому zi(ts) = 0.
Пусть ts ∈ T — первый момент времени, для которого hi(ts) < 0, а для всех tr ∈ T,

r < s, выполняется неравенство hi(tr) > 0. Определим число

s∗ = sup{r ∈ Z+ | hi(tr) > 0}.

Тогда (ts∗ , ts)∩T = ∅. Действительно, если бы существовал момент tr, s
∗ < r < s, то выпол-

нялось бы неравенство hi(tr) > 0, что невозможно в силу определения числа s∗. Полагаем

в этом случае

ui(ts) = v(ts)− α∗(z0i , v(ts))z
0
i , где α∗(z0i , v(ts)) =





As(1− A)hi(ts∗)

τ(1− As−s∗)
, если A ∈ (0; 1);

hi(ts∗)

τ(s− s∗)
, если A = 1.
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Отметим, что α∗(z0i , v(ts)) 6 α(z0i , v(ts)) и поэтому ui(ts) ∈ V.
Пусть A ∈ (0; 1). Тогда

zi(ts) = z0i A
s

(
1−

s∗−1∑

k=0

1

Ak+1
α
(
z0i , v(tk)

)
τ −

s−1∑

k=s∗

1

Ak+1
α∗
(
z0i , v(tk)

)
τ

)
=

= z0iA
s

(
hi(ts∗)−

s−1∑

k=s∗

As(1− A)hi(ts∗)

Ak+1(1− As−s∗)

)
= 0.

В случае A = 1 получим соответственно

zi(ts) = z0i

(
hi(ts∗)−

s−1∑

k=s∗

hi(ts∗)

(s− s∗)

)
= 0.

Из леммы 2 следует, что для каждой допустимой функции v(·) и для любого значения

A ∈ (0; 1] найдутся момент ts∗ ∈ T, ts∗ 6 T0, и номер p ∈ I, для которых hp(ts∗) 6 0.
Поэтому из доказанного выше следует, что для каждой такой функции v(·), момента ts∗ ∈ T,
ts∗ 6 T0, и номера p ∈ I будет выполнено zp(ts∗) = 0. Это и означает, что в игре Γ(n)
происходит поимка. Теорема доказана.
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In a finite-dimensional Euclidean space R
k, we consider a linear problem of pursuit of one evader by a

group of pursuers, which is described on the given time scale T by equations of the form

z∆i = azi + ui − v,

where z∆i is the ∆-derivative of the functions zi on the time scale T, a is an arbitrary number not equal to

zero. The set of admissible controls for each participant is a unit ball centered at the origin, the terminal

sets are given convex compact sets in R
k. The pursuers act according to the counter-strategies based on

the information about the initial positions and the evader control history. In terms of initial positions and

game parameters, a sufficient capture condition has been obtained. For the case of setting the time scale in

the form T = {τk | k ∈ Z, τ ∈ R, τ > 0} sufficient pursuit and evasion problems solvability conditions

have been found. In the study, in both cases, the resolving function method is used as basic one.
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