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В конечномерном евклидовом пространстве рассматривается задача преследования группой пресле-

дователей одного убегающего, описываемая системой вида

D(α)zi = aizi + ui − v, ui, v ∈ V,

где D(α)f — производная по Капуто порядка α ∈ (0, 1) функции f . Множество V допустимых

управлений — выпуклый компакт, ai — неположительные вещественные числа. Целью группы пре-

следователей является поимка убегающего. Терминальные множества — начало координат. Полу-

чены достаточные условия поимки одного убегающего в классе квазистратегий. Вводится вспомо-

гательная игра, при помощи которой получены достаточные условия поимки убегающего в классе

позиционных стратегий с поводырем.
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Введение

К настоящему времени [1–12] предложены различные формализации дифференциаль-

ной игры, которые различаются, в частности, принимаемой в них информированностью иг-

роков. Во многих работах [10–15], посвященных задачам группового преследования, пред-

полагается, что все преследователи в каждый момент времени знают управление убегаю-

щего либо в данный момент времени, либо на всем промежутке течения игры вплоть до за-

данного момента, то есть преследователи знают предысторию игры. Данная формализация

конфликтного взаимодействия не всегда является естественной. Наиболее реальным явля-

ется предположение о знании фазовых координат участников и использование участниками

игры позиционных стратегий. Использование позиционных стратегий приводит к значи-

тельным трудностям в исследовании задач группового преследования.

В работе [8] рассматривалась игра двух лиц, для анализа которой была введена вспо-

могательная дифференциальная игра (система-поводырь), по движению которой пресле-

дователь в некоторые фиксированные моменты времени корректировал свою траекторию

по реализовавшимся в данный момент времени позициям исходной и вспомогательной игр.

Во вспомогательной игре преследователь строил свое управление, зная управление убегаю-

щего. В работе [16] в классе позиционных стратегий с поводырем рассматривалась диффе-

ренциальная игра двух лиц с дробными производными. В работе [17] система-поводырь бы-

ла применена для исследования задачи простого группового преследования, в работе [18] —

для исследования задачи группового преследования в линейной стационарной дифферен-

циальной игре, а в работе [19] — для задачи преследования в линейных рекуррентных

дифференциальных играх.

В данной работе рассматривается линейная задача группового преследования с дробны-

ми производными, для которой получены условия разрешимости задачи преследования как

в классе квазистратегий, так и в классе позиционных стратегий с поводырем.

https://doi.org/10.35634/vm220107
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§ 1. Постановка задачи

Определение 1. Пусть f : [0,∞) → R
k — абсолютно непрерывная функция, α ∈ (0, 1).

Производной по Капуто порядка α функции f называется функция D(α)f вида

(D(α)f)(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

f ′(s)

(t− s)α
ds, где Γ(β) =

∫
∞

0

e−ssβ−1 ds.

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра G(n+1) n+1 лиц:

n преследователей P1, . . . , Pn и убегающего E, описываемая системой вида

D(α)zi = aizi + ui − v, zi(0) = z0i , ui, v ∈ V. (1.1)

Здесь zi, ui, v ∈ R
k, V — выпуклый компакт R

k, ai ∈ R
1, i ∈ I = {i, . . . , n}.

Одновременно будем рассматривать вспомогательную игру G̃(n + 1), в которой участ-

вуют преследователи P̃1, . . . , P̃n и убегающий Ẽ, которая описывается системой вида

D(α)wi = aiwi + ũi − ṽ, wi(0) = w0
i , ũi, ṽ ∈ V. (1.2)

Измеримая функция v : [0,∞) → R
k называется допустимой, если v(t) ∈ V для всех

t > t0. Назовем предысторией vt(·) функции v в момент t, t ∈ [0,∞), сужение функции v
на отрезок [0, t].

Определение 2. Квазистратегией Ũi преследователя P̃i в игре G̃(n + 1) называется отоб-

ражение Ũi(t, w
0
1, . . . , w

0
n, ṽt(·)), ставящее в соответствие моменту t, начальному состоянию

w0 = (w0
1, . . . , w

0
n) и произвольной предыстории управления ṽt(·) убегающего Ẽ измеримую

функцию ũi(t) со значениями в V .

Определение 3. Квазистратегией Ui преследователя Pi в игре G(n + 1) называется отоб-

ражение Ui(t, z
0
1 , . . . , z

0
n, vt(·)), ставящее в соответствие моменту t, начальному состоянию

z0 = (z01 , . . . , z
0
n) и произвольной предыстории управления vt(·) убегающего E измеримую

функцию ui(t) со значениями в V .

Определим далее позиционные стратегии с поводырем на отрезке [0, T ] преследовате-

лей P1, . . . , Pn в игре G(n+ 1).
Пусть ∆ = {0 = τ0 < τ1 < . . . < τr = T} — разбиение отрезка [0, T ]. На промежут-

ке [τ0, τ1] выбираем постоянное управление преследователей Pi, i ∈ I ,

u0
i (t) = Ui(z

0
i , w

0
i , i ∈ I), t ∈ [τ0, τ1].

Выбранное управление u0
i (t) в паре с некоторым управлением v(t), t ∈ [τ0, τ1], убегающе-

го E порождает движение zi(t), t ∈ [τ0, τ1], системы (1.1) на [τ0, τ1].

На отрезке [τ0, τ1] в системе (1.2) задаем управление ṽ(t) убегающего Ẽ и квазистрате-

гии Ũ1, . . . , Ũn преследователей P̃1, . . . , P̃n. Тем самым определены функции wi(t), i ∈ I , —

решения системы (1.2) на отрезке [τ0, τ1].
В момент t = τ1 по значениям z1(τ1), . . . , zn(τ1), w1(τ1), . . . , wn(τ1) выбираем постоян-

ные управления

u1
i (t) = Ui(zi(τ1), wi(τ1), i ∈ I), t ∈ [τ1, τ2],

преследователей P1, . . . , Pn в игре G(n + 1). Выбранные управления u1
i (t), i ∈ I , пре-

следователей Pi, i ∈ I , в паре с некоторым управлением v(t), t ∈ [τ1, τ2], убегающего E
порождают движение zi(t) системы (1.1) на [τ1, τ2].
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На отрезке [τ1, τ2] в системе (1.2) задаем управление ṽ(t) убегающего Ẽ и квазистрате-

гии Ũ1, . . . , Ũn преследователей P̃1, . . . , P̃n. Тем самым определены функции wi(t), i ∈ I , —

решения системы (1.2) на отрезке [τ1, τ2].
Пусть zi(τs), wi(τs), i ∈ I, — позиции, в которые пришли система (1.1) и система-

поводырь (1.2) в момент t = τs. В момент t = τs по значениям zi(τs), wi(τs), i ∈ I, выбираем

постоянные управления

us
i (t) = Ui(zi(τs), wi(τs), i ∈ I), t ∈ [τs, τs+1),

преследователей Pi, i ∈ I, в игре G(n+ 1).

В системе (1.2) задаем управления ṽ(t) убегающего Ẽ и квазистратегии Ũ1, . . . , Ũn пре-

следователей P̃1, . . . , P̃n на промежутке [τs, τs+1).
Таким образом, преследователи Pi, i ∈ I, в системе (1.1) строят свои управления поша-

гово, зная на каждом шаге реальную позицию в игре G(n+ 1) и позицию игры во вспомо-

гательной игре G̃(n+ 1). Продолжаем данный процесс до момента T.

§ 2. Поимка убегающего в игре G(n+ 1) в классе квазистратегий

Определение 4. В игре G(n + 1) происходит поимка в классе квазистратегий, если суще-

ствуют момент T0 > 0, квазистратегии U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что

для любой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [0, T0], существуют моменты τ ∈ [0, T0],
и номер m ∈ I , для которых zm(τ) = 0.

Введем следующие обозначения. IntA, coA — соответственно внутренность и выпук-

лая оболочка множества A, Eρ(z, µ) =
∞∑
k=0

zk

Γ(kρ−1 + µ)
— обобщенная функция Миттаг–

Леффлера, ρ > 0, µ ∈ R
1, a = max

i
ai,

gi(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α(ai(t− τ)α, α), g(t, τ) = (t− τ)α−1E1/α(a(t− τ)α, α),

fi(t) = E1/α(ait
α, 1)z0i , λ(z, v) = sup{λ > 0

∣∣ −λz ∈ V − v}, δ = min
v∈V

max
i

λ(z0i , v).

Лемма 1. Пусть ai 6 0 для всех i ∈ I, δ > 0. Тогда существует момент T1 > 0 такой,

что для любой допустмой функции v(·) найдется номер l ∈ I , для которого справедливо

неравенство

E1/α(alT
α
1 , 1)−

∫ T1

0

gl(T1, s)λ(z
0
l , v(s)) ds 6 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v(·) — произвольная допустимая функция. Так как

a > ai для всех i ∈ I, то для всех t > 0, s ∈ [0, t], i ∈ I справедливы неравенства [20]

E1/α(ai(t− τ)α, α) > E1/α(a(t− τ)α, α).

Следовательно, для всех t > 0, i ∈ I справедливы неравенства
∫ t

0

gi(t, s)λ(z
0
i , v(s)) ds >

∫ t

0

g(t, s)λ(z0i , v(s)) ds.

Из теоремы 4.1.1 [21, с. 101] следует, что E1/α(z, µ) > 0 для всех z ∈ R
1, µ > α. Поэтому

справедливы неравенства

max
i

∫ t

0

g(t, s)λ(z0i , v(s)) ds >
1

n

n∑

i=1

∫ t

0

g(t, s)λ(z0i , v(s)) ds =

=
1

n

∫ t

0

g(t, s)
n∑

i=1

λ(z0i , v(s)) ds >
δ

n

∫ t

0

g(t, s) ds. (2.1)
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В силу [22, с. 120] справедливо равенство

∫ t

0

g(t, s) ds = tαE1/α(at
α, α + 1).

Рассмотрим функции

hi(t, v(·)) = E1/α(ait
α, 1)−

δ

n
E1/α(at

α, α + 1)tα.

Если ai < 0, a < 0, то при t → +∞ справедливы следующие асимптотические оценки [21,

(формула 1.2.4)]:

E1/α(ait
α, 1) = −

1

aitαΓ(1− α)
+O

(
1

t2α

)
, E1/α(at

α, α + 1) = −
1

atα
+O

(
1

t2α

)
,

где под O(g) при t → +∞ понимается конкретная функция F такая, что функция F/g
является ограниченной на (A,+∞) при некотором A > 0. Поэтому

hi(t, v(·)) =
ci
tα

+
δ

na
+O

(
1

t2α

)
, где ci = −

1

aiΓ(1− α)
,

и, следовательно, lim
t→+∞

hi(t, v(·)) < 0.

Если a = 0, то E1/α(at
α, α + 1) =

1

Γ(α + 1)
для всех t > 0. Значит при ai < 0, a = 0

hi(t, v(·)) =
ci
tα

−
δtα

nΓ(α + 1)
+O

(
1

t2α

)
.

Отсюда lim
t→+∞

hi(t, v(·)) = −∞.

Если ai = 0, то a = 0, и тогда

hi(t, v(·)) = 1−
δtα

nΓ(α + 1)
.

Следовательно, lim
t→+∞

hi(t, v(·)) = −∞. Поэтому существует такое T > 0, для которого

hi(T, v(·)) < 0 для всех i ∈ I и любой допустимой функции v(·). Пусть далее l ∈ I такой,

что

max
i

∫ T

0

g(T, s)λ(z0i , v(s)) ds =

∫ T

0

g(T, s)λ(z0l , v(s)) ds.

Поэтому в силу (2.1) справедливо неравенство

∫ T

0

g(T, s)λ(z0l , v) ds >
δ

n
E1/α(aT

α, α + 1)T α.

Тогда

E1/α(alT
α, 1)−

∫ T

0

gl(T, s)λ(z
0
l , v(s)) ds 6 E1/α(alT

α, 1)−
δ

n
E1/α(aT

α, α + 1)T α
6 0.

Лемма доказана. �
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Теорема 1. Пусть ai 6 0 для всех i ∈ I, δ > 0. Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка

в классе квазистратегий.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим число

T̂ = inf
{
t > 0: sup

v(·)

min
i

(
E1/α(ait

α, 1)−

∫ t

0

gl(t, s)λ(z
0
i , v(s)) ds

)
6 0

}
. (2.2)

В силу леммы 1, T̂ < +∞. Пусть v(·) — допустимое управление убегающего. Рассмотрим

множества

Ti(v(·)) = {t > 0: E1/α(aiT̂
α, 1)−

∫ t

0

gi(T̂ , s)λ(z
0
i , v(s)) ds 6 0}.

Пусть далее

t∗i (v(·)) =

{
inf{t : t ∈ Ti(v(·))}, если Ti(v(·)) 6= ∅,

+∞, если Ti(v(·)) = ∅.

Задаем управления преследователей Pi, i ∈ I следующим образом. Если t∗i (v(·)) < T̂ , то по-

лагаем

ui(t) =

{
v(t)− λ(z0i , v(t))z

0
i , t ∈ [0, t∗i (v(·))],

v(t), t ∈ (t∗i (v(·)), T̂ ].

Если t∗i (v(·)) > T̂ , то полагаем

ui(t) = v(t)− λ(z0i , v(t))z
0
i , t ∈ [0, T̂ ].

Решение задачи Коши для системы (1.1) имеет вид [23]

zi(t) = E1/α(ait
α, 1)z0i +

∫ t

0

gi(t, s)
(
ui(s)− v(s)

)
ds.

Отсюда

zi(T̂ ) =
(
E1/α(aiT̂

α, 1)−

∫ T̂

0

gi(T̂ , s)λ(z
0
i , v(s)) ds

)
z0i .

Из леммы 1 следует, что существует номер l ∈ I , для которого zl(T̂ ) = 0. Теорема доказа-

на. �

Следствие 1. Пусть ai 6 0 для всех i ∈ I , V — строго выпуклый компакт с гладкой

границей и

0 ∈ Int co{z01 , . . . , z
0
n}. (2.3)

Тогда в игре G(n+ 1) происходит поимка в классе квазистратегий.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия (2.3) следует, что

δ = min
v∈V

max
i∈I

λ(z0i , v) > 0.

Следовательно, по теореме 1 в игре G(n+ 1) происходит поимка. �
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§ 3. Поимка убегающего в игре G(n+1) в классе позиционных стратегий с поводырем

Определение 5. В игре G(n+1) из начальной позиции z0 = (z01 , . . . , z
0
n) происходит поимка,

если для любого ε > 0 существуют момент T (ε) > 0, позиционные стратегии управления

с поводырем U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn, что для любой измеримой функ-

ции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [t0, T (ε)], существует момент τ ∈ [t0, T (ε)] и номер p ∈ I такие, что

‖zp(τ)‖ < ε.

Теорема 2. Пусть ai 6 0 для всех i ∈ I , δ > 0. Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка

в классе позиционных стратегий с поводырем.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В качестве момента T (ε) возьмем момент T̂ , определенный

в (2.2). Пусть ∆ = {0 = τ0 < τ1 < . . . < τr = T̂} — разбиение отрезка [0, T̂ ], η =

= max
p

(τp+1 − τp). Рассмотрим вспомогательную игру G̃(n + 1). Выберем w0
i = z0i для

всех i ∈ I .

1. Рассмотрим отрезок [τ0, τ1]. Задаем постоянное управление ṽ убегающего Ẽ в иг-

ре G̃(n + 1) произвольным образом, а управление преследователей P̃i в игре G̃(n + 1)
полагаем

ũi(t) =

{
ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z

0
i , t ∈ [τ0, τ

i
0],

ṽ(t), t ∈ [τ i0, τ1],

где τ i0 6 τ1 — корень функции

Fi(t) = E1/α(aiT̂
α, 1)−

∫ t

τ0

gi(T̂ , s)λ(z
0
i , ṽ(s)) ds,

если он существует. Если τ i0 ∈ [τ0, τ1] не существует, то управление преследователей P̃i,

i ∈ I, полагаем равным

ũi(t) = ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z
0
i , t ∈ [τ0, τ1].

Управление ui преследователей Pi, i ∈ I, в игре G(n + 1) на [τ0, τ1) выбираем произ-

вольным образом и постоянным.

2. Рассмотрим отрезок [τ1, τ2]. Пусть si(τ1) = zi(τ1) − wi(τ1). Выбираем постоянное

управление ṽ убегающего Ẽ в игре G̃(n+ 1) так, чтобы выполнялось равенство

(∑

i∈I

si(τ1), ṽ
)
= min

v∈V

(∑

i∈I

si(τ1), v
)
.

Управление ũi преследователей P̃i в игре G̃(n+ 1) на [τ1, τ2) задаем следующим образом.

Если Fi(τ1) < 0, то полагаем

ũi(t) = ṽ(t), t ∈ [τ1, τ2].

Если Fi(τ1) > 0, Fi(τ2) 6 0, то полагаем

ũi(t) =

{
ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z

0
i , t ∈ [τ1, τ

i
1],

ṽ(t), t ∈ [τ i1, τ2],

где τ i1 6 τ2 — корень функции Fi(t).
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Если Fi(τ2) > 0, то полагаем

ũi(t) = ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z
0
i , t ∈ [τ1, τ2].

Управления u1
i преследователей Pi, i ∈ I, в игре G(n + 1) выбираем постоянными

на [τ1, τ2] так, чтобы выполнялись равенства

(si(τ1), u
1
i ) = min

ui∈V
(si(τ1), ui).

3. Рассмотрим далее отрезок [τl, τl+1] Пусть si(τl) = zi(τl)−wi(τl). Выбираем постоянное

управление ṽ убегающего Ẽ в игре G̃(n+ 1) так, чтобы выполнялось равенство

(∑

i∈I

si(τl), ṽ
)
= min

v∈V

(∑

i∈I

si(τl), v
)
.

Управление ũi преследователей P̃i в игре G̃(n+ 1) на [τl, τl+1) задаем следующим образом.

Если Fi(τl) < 0, то полагаем

ũi(t) = ṽ(t), t ∈ [τl, τl+1].

Если Fi(τl) > 0, Fi(τl+1) 6 0, то полагаем

ũi(t) =

{
ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z

0
i , t ∈ [τl, τ

i
l ],

ṽ(t), t ∈ (τ il , τl+1],

где τ il 6 τl+1 — корень функции Fi(t).
Если Fi(τl+1) > 0, то полагаем

ũi(t) = ṽ(t)− λ(z0i , ṽ(t))z
0
i , t ∈ [τl, τl+1].

Управления ul
i преследователей Pi, i ∈ I, в игре G(n + 1) выбираем постоянными

на [τl, τl+1] так, чтобы выполнялись равенства

(si(τl), u
l
i) = min

ui∈V
(si(τl), ui), i ∈ I. (3.1)

Таким образом, преследователи Pi, i ∈ I в системе (1.1) строят свои управления пошаго-

во, зная на каждом шаге реальную позицию игры и позицию во вспомогательной системе-

поводыре (1.2).
Пусть ε — произвольное положительное число. Обозначим si(t) = zi(t) − wi(t), d =

= max
v∈V

‖v‖. Из утверждения 5 работы [24] следует, что существуют константы R,H,M

такие, что для любых допустимых функций v(·), ui(·) и для всех i ∈ I имеют место нера-

венства

‖zi(t)‖ 6 R, ‖zi(t)− zi(τ)‖ 6 H|t− τ |α, t, τ ∈ [0, T̂ ],

‖wi(t)− wi(τ)‖ 6 H|t− τ |α, t, τ ∈ [0, T̂ ], ‖(D(α)zi)(t)‖ 6 M для почти всех t ∈ [0, T̂ ].

Рассмотрим отрезок [τl, τl+1]. Тогда для произвольной допустимой функции v(·) име-

ем [25, следствие 4.2]

D(α)(‖si(t)‖
2) 6 2

(
si(t), (D

(α)si)(t)
)
= 2

(
si(t), aisi(t) + ul

i − ũi(t) + ṽ(t)− v(t)
)
=

= 2ai(si(t), si(t)) + 2
(
si(t), u

l
i − ũi(t)

)
+2

(
si(t), ṽ(t)− v(t)

)
. (3.2)
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Из равенства (3.1) следует, что для всех t ∈ [τl, τl+1] выполнено неравенство
(
si(τl), u

l
i − ũi(t)

)
6 0.

Кроме того, для всех t ∈ [τl, τl+1] имеет место неравенство (A = max
i

|ai|)

(si(t), aisi(t)) 6 A‖si(t)‖
2. (3.3)

Поэтому справедливы неравенства
(
si(t), u

l
i − ũi(t)

)
=

(
si(τl), u

l
i − ũi(t)

)
+
(
si(t)− si(τl), u

l
i − ũi(t)

)
6

6
(
si(t)− si(τl), u

l
i − ũi(t)

)
6 2d‖si(t)− si(τl)‖ 6 4dH|t− τl|

α
6 4dHηα. (3.4)

Следовательно, из неравенств (3.2), (3.3) и (3.4) получаем

D(α)
(∑

i∈I

‖si(t)‖
2
)
6 2A

∑

i∈I

‖si(t)‖
2 + 4ndHηα + 2

(∑

i∈I

si(t), ṽ − v(t)
)
. (3.5)

Так как для всех t ∈ [τl, τl+1] (∑

i∈I

si(τl), ṽ − v(t)
)
6 0,

то (∑

i∈I

si(t), ṽ − v(t)
)
=

(∑

i∈I

si(τl), ṽ − v(t)
)
+
(∑

i∈I

(si(t)− si(τl)), ṽ − v(t)
)
6 4Hdnηα.

Поэтому из неравенства (3.5) следует, что для почти всех t ∈ [0, T̂ ] справедливо неравенство

D(α)
(∑

i∈I

‖si(t)‖
2
)
6 2A

∑

i∈I

‖si(t)‖
2 + Cηα, где C = 12ndH.

Из последнего неравенства получаем [26], что для всех t ∈ [0, T̂ ] справедливо неравенство

∑

i∈I

‖si(t)‖
2
6

CT αηα

Γ(α + 1)
+

2A

Γ(α)

∫ t

0

∑
i∈I

‖si(τ)‖
2

(t− τ)1−α
dτ.

Применяя к последнему неравенству версию неравенства Гронуолла–Беллмана [27, лем-

ма 6.19], получаем

∑

i∈I

‖si(t)‖
2
6

CT̂ αηα

Γ(α + 1)
E1/α(2AT̂

α, 1).

Выберем теперь разбиение ∆ таким, чтобы выполняось неравенство

CT̂ αηα

Γ(α + 1)
E1/α(2AT̂

α, 1) < ε2.

Тогда
∑
i∈I

‖si(T̂ )‖ < ε2. Следовательно, ‖si(T̂ )‖ < ε для всех i. Так как wp(T̂ ) = 0 при

некотором p, то ‖zp(T̂ )‖ < ε. Теорема доказана. �

Следствие 2. Пусть ai 6 0 для всех i ∈ I , V — строго выпуклый компакт с гладкой

границей, и выполнено условие (2.3). Тогда в игре G(n + 1) происходит поимка в классе

управлений с поводырем.

Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
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Group pursuit in a problem with fractional derivatives in the class of positional strategies with a
guide
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In a finite-dimensional Euclidean space, the problem of pursuing one evader by a group of pursuers is

considered, described by a system of the form

D(α)zi = aizi + ui − v, ui, v ∈ V,

where D(α)f is the Caputo derivative of order α ∈ (0, 1) of the function f . The set of admissible

controls V is a convex compact, ai are non-positive real numbers. The aim of the group of pursuers is to

capture the evader. The terminal sets are the origin of coordinates. Sufficient conditions for catching one

evader in the class of quasi-strategies are obtained. Using quasi-strategies in an auxiliary game, sufficient

conditions for catching an evader in the class of positional strategies with a guide are obtained.
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