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О ТЕОРЕМЕ ПАУЛИ В АЛГЕБРАХ КЛИФФОРДА НЕЧЕТНОЙ РАЗМЕРНОСТИ

В действительных алгебрах Клиффорда нечетной размерности исследуется теорема Паули. В ал-

гебрах Клиффорда R3,0 и R5,0 дается алгоритм построения оператора Паули. Этот алгоритм пе-

реносится на произвольную алгебру Клиффорда нечетной размерности Rp,q+1 (Rp+1,q). Получена

итерационная формула для нахождения оператора Паули. Показано, что проблема построения опе-

ратора Паули связана с проблемой делителей нуля в алгебрах Клиффорда. При построении операто-

ров Паули используется два вида сопряжения: сопряжение Клиффорда и сопряжение «реверс». Если

p + q + 1 ≡ 3 (mod 4), то при построении оператора Паули используется сопряжение Клиффорда,

если p+ q + 1 ≡ 1 (mod 4), то используется сопряжение «реверс».
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Введение

Пусть Rp,q — действительная алгебра Клиффорда размерности m = 2n (n = p + q)

с базисом eα = ei1 . . . eik , 1 6 i1 < . . . < ik 6 n, где мультииндекс α = i1 . . . ik пробегает

все подмножества в множестве {1,. . . ,n}, совокупность которых обозначим через Γn. При

этом для удобства далее будем называть размерностью алгебры Клиффорда число n = p+q,

а не число 2n.

Пусть e0 = e∅ — единица алгебры, e1, . . . , en — порождающий базис, eτ = e1 · . . . · en =
= e1...n. Произведение в Rp,q определяется соотношением

eiej + ejei = 2δijεi, (0.1)

где εi = e2i = e0, i = 1, . . . , p, εi = e2i = −e0, i = p+ 1, . . . , p+ q.

Алгебра Rp,q называется четной (нечетной), если n — четное (нечетное) число. Произ-

вольный элемент w алгебры Клиффорда Rp,q записывается в виде

w =
∑

α∈Γn

xαeα,

где xα — действительные числа. Множество элементов алгебры Клиффорда, коммутирую-

щих со всеми элементами базиса называется центром. Известно [1, 2], что для нечетной

алгебры Клиффорда центр Z имеет вид x0e0 + xτeτ ; для четной алгебры Клиффорда центр

представляется в виде x0e0.

Обозначим через R
(k)
p,q , k = 0, . . . , n, векторные подпространства пространства Rp,q, на-

тянутые на базисные элементы eα = ei1 . . . eik , занумерованные упорядоченными мультиин-

дексами длины k. Элементы из R
(k)
p,q называются элементами ранга k. Имеем [1, 3]:

Rp,q = R{0}
p,q ⊕ . . .⊕R(n)

p,q = Reven
p,q ⊕Rodd

p,q ,

Reven
p,q = R(0)

p,q ⊕R(2)
p,q ⊕ . . . , Rodd

p,q = R(1)
p,q ⊕R(3)

p,q ⊕ . . . , dimR(k)
p,q = Ck

n,

dimReven
p,q = dimRodd

p,q = 2n−1,
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Ck
n — биноминальные коэффициенты. Элементы подпространства Reven

p,q называются четны-

ми элементами, а элементы Rodd
p,q — нечетными элементами алгебры Клиффорда.

Произвольный элемент алгебры w ∈ Rp,q можно записать в виде суммы элементов ран-

гов от 0 до n: w =
∑n

k=0

k
w. В [1], [2, с. 95–97] введены три операции сопряжения: реверс,

четностное сопряжение, клиффордовое сопряжение. Операция сопряжения реверс: w → w̃

такова, что она обращает порядок следования множителей в произведении генераторов:

˜(ei1ei2 . . . eik) = eik . . . ei2ei1 . Для элемента w ∈ Rp,q имеем: w̃ =
∑n

k=0(−1)
k(k−1)

2
k
w. Опера-

ция четностного сопряжения w → ŵ такова, что нечетные элементы умножаются на −1,

а четные элементы не меняются: ŵ =
∑n

k=0(−1)k
k
w. Клиффордовое сопряжение — это су-

перпозиция четностного сопряжения и реверса: w → w̄ = ˆ̃w. Для элемента w ∈ Rp,q имеем:

w̄ =
∑n

k=0(−1)
k(k+1)

2
k
w. Эти операции обладают свойствами [2, с. 95–97]:

˜̃w = w, (̃uv) = ṽ · ũ, ˜(u+ v) = ũ+ ṽ, ˆ̂w = w, (̂uv) = ûv̂, ̂(u+ v) = û+ v̂,

¯̄w = w, uv = v̄ · ū, u+ v = ū+ v̄.

Выражение eαUeα, где суммирование подразумевается по упорядоченному мультиин-

дексу α длины от 0 до n, eα = εαeα, называется сверткой. Выражение βαUγα, где

βi, γi, i = 1, . . . , n удовлетворяют (0.1), называется обобщенной сверткой.

В монографии [2], в статьях [4–7] в произвольной алгебре Клиффорда исследуется обоб-

щенная теорема Паули. Получены следующие результаты:

Теорема 1. Пусть Rp,q — действительная четная алгебра Клиффорда. Пусть два мно-

жества элементов алгебры Клиффорда γi, βi, i = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют соотноше-

ниям (0.1). Тогда оба набора порождают базисы алгебры Клиффорда. Кроме того, су-

ществует единственный с точностью до умножения на вещественное число элемент

алгебры Клиффорда T такой, что γi = T−1βiT, для любого i = 1, . . . , n. Более то-

го, T = H(U) = 1
2n
βαUγα представляет собой обобщенную свертку, U — элемент

соответственно из множества {γα, α ∈ Ieven, |α| − четное}, если β1...n 6= −γ1...n;
{γα, α ∈ Iodd, |α| − нечетное}, если β1...n 6= γ1...n такой, что H(U) 6= 0.

Теорема 2. Пусть Rp,q – действительная нечетная алгебра Клиффорда. Пусть два мно-

жества элементов алгебры Клиффорда γi, βi, i = 1, 2, . . . , n удовлетворяют соотношени-

ям (0.1). Тогда для алгебры Клиффорда Rp,q сигнатуры p − q ≡ 1 (mod 4) элементы γ1...n,

β1...n либо принимают значения ±e1...n и, соответственно, оба набора образуют базис, ли-

бо принимают значения ±e0 и тогда не образуют базиса. Тогда мы имеем случаи 1)–4).

Для алгебры Клиффорда Rp,q сигнатуры p−q ≡ 3 (mod 4), элементы γ1...n, β1...n всегда при-

нимают значения ±e1...n и соответствующие множества образуют базис. В этом случае

выполняются 1)–2).

Существует единственный элемент T алгебры Клиффорда (с точностью до обратного

элемента центра алгебры Клиффорда) такой, что

1) γα = T−1βαT для любого α = 1, . . . , n ⇔ β1...n = γ1...n;
2) γα = −T−1βαT для любого α = 1, . . . , n ⇔ β1...n = −γ1...n;
3) γα = e1...nT

−1βαT для любого α = 1, . . . , n ⇔ β1...n = e1...nγ1...n;
4) γα = −e1...nT

−1βαT для любого α = 1, . . . , n ⇔ β1...n = −e1...nγ1...n.

В случае действительной алгебры Клиффорда Rp,q сигнатуры p − q ≡ 1 (mod 4), T =
= Heven(U) = 1

2n−1

∑
α∈Ieven

βαUγα, где U — элемент множества {γα + γβ, α, β ∈ Ieven}.
В случае алгебры Клиффорда Rp,q сигнатуры p − q ≡ 3 (mod 4), T = Heven(U), где U —

такой элемент множества {γα, α,∈ Ieven}, что Heven(U) 6= 0.
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В монографии [2], в статьях [6, 8–10] дается приложение теоремы Паули при описании

n-мерных спиноров, связи спинорных и ортогональных групп, вводится понятие спиноров

Майорана, находится решение коммутаторных уравнений.

В работе [11] для четной алгебры Клиффорда дается другой алгоритм построения опера-

тора Паули. Показано, что построение оператора Паули T связано с проблемой делителей

нуля. В отличие от работ Широкова Д. С. [4–7], нахождение оператора Паули не требует

перебора элементов из базиса алгебры Клиффорда. В работах [12,13] этот алгоритм приме-

няется для построения оператора Паули в алгебрах Клиффорда R1,3, R0,4.

В настоящей работе алгоритм, предложенный в работах [11–13], применяется в нечет-

ных алгебрах Клиффорда. Показано, что построение оператора Паули связано с проблемой

делителей нуля. Доказывается, что оператор Паули в нечетных алгебрах Клиффорда Rp+1,q

(Rp,q+1) связан с оператором Паули в алгебре Клиффорда Rp,q четной размерности.

§ 1. Алгебра R3,0

В этом параграфе на примере алгебры Клиффорда R3,0 дается метод построения опера-

тора Паули в нечетной алгебре Клиффорда. При этом рассмотрены все возможные случаи,

которые возникают в процессе построения.

Алгебра Паули R3,0 — это действительная, ассоциативная, некоммутативная алгебра раз-

мерности m = 8, порожденная векторами e1, e2, e3. Базис алгебры образуют элементы

{eα}α∈Γ3 = {e0, e1, e2, e3, e12, e3, e13, e23, e123},

где e0 — единица алгебры, e21 = e22 = e23 = e0, e
2
12 = e213 = e223 = e2123 = −e0.

Произвольный элемент алгебры можно представить в действительной и комплексной

форме

w =
∑

α∈Γ3

xαeα =
∑

α∈Γ2

zαeα,

где z0 = x0e0 + x123e123, z1 = x1e0 + x23e123, z2 = x2e0 − x13e123, z12 = x12e0 − x3e123 —

комплексные числа (e123 — заменяет мнимую единицу); множество {e0, e1, e2, e12} совпа-

дает с базисом алгебры R2,0 и обладает теми же свойствами. Клиффордово сопряженный

элемент алгебры представим в виде

w̄ =
∑

α∈Γ3

xαēα =
∑

α∈Γ2

zαēα.

Центр алгебры Z имеет вид x0e0 + x123e123 и представляет собой комплексное число.

Произведение w · w̄ = w̄ · w = z20 − z21 − z22 + z212 ∈ Z. Делители нуля в R3,0 определяются

равенством: w · w̄ = w̄ · w = z20 − z21 − z22 + z212 = 0.
Рассмотрим другой образующий базис {eγ1 , eγ2 , eγ3}, элементы которого удовлетворяют

условиям:

e2γ1 = e2γ2 = e2γ3 = e0, eγ1eγ2 + eγ2eγ1 = 0. (1.1)

Так как e0, e123 ∈ Z, то для того, чтобы выполнялись условия (1.1), eγi должны состоять

из элементов пространств R
(1)
3,0 и R

(2)
3,0. Сначала рассмотрим случай, когда eγi составлены

из элементов первого ранга:

eγi =
3∑

k=1

α
(i)
k ek, (1.2)

где α
(i)
k — действительные числа. Элементы (1.2) удовлетворяют равенствам (1.1), если

3∑

k=1

(α
(i)
k )2 = 1,

3∑

k=1

α
(i)
k α

(j)
k = 0, i 6= j.
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Заметим, что ēγi = −eγi . В [2, с. 421–425] показано, что eγ1eγ2eγ3 = ±e1e2e3.

Найдем оператор Паули T , который имеет обратный T−1 и удовлетворяет соотношени-

ям: Tei = eγiT, i = 1, 2, 3. Таким образом, нужно найти такой оператор T , который имеет

обратный и удовлетворяет равенствам

Tei = eγiT, i = 1, 2, 3.

Теорема 3. Пусть в алгебре Клиффорда R3,0 элементы нового базиса представимы в ви-

де (1.2) и eγ1eγ2eγ3 = e1e2e3. Тогда существует единственный (с точностью до комплексно-

го числа) элемент алгебры T такой, что TeiT
−1 = eγi , i = 1, 2, 3. Оператор Паули T = T2u

находится по итерационной формуле

T1 = e0 ± eγ1e1, (1.3)

T2 = T1 ± eγ2T1e2, (1.4)

где в равенстве (1.3) берется знак плюс, если α
(1)
1 6= −1; знак минус, если α

(1)
1 = −1;

в равенстве (1.4) берется знак плюс, если (T̄1T2+T̄2T1) 6= 0; знак минус, если (T̄1T2+T̄2T1) =

= 0; u = e0, если α
(1)
1 6= −1, (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0; u = e1, если α

(1)
1 6= −1, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0;

u = e2, если α
(1)
1 = −1, (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0; u = e12, если α

(1)
1 = −1, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать оператор T в виде T =
∑

α∈Γ2
aαeα, где aα ∈ Z —

произвольные комплексные числа. Подберем коэффициенты aα так, чтобы выполнялось

соотношение Te1 = eγ1T. Базис {eα}α∈Γ2 состоит из 4 элементов {e0, e1, e2, e12}. Элемент e1
коммутирует с e0, e1 и антикоммутирует с e2, e12. Обозначим w1 = a0e0 + a1e1, v1 = a2e2 +
+ a12e12.

Имеем

(e1 − eγ1)w1 = (e1 + eγ1)v1. (1.5)

Умножим равенство (1.5) слева на (e1 + eγ1) = −(e1 + eγ1), получим

(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)w1 = (e1 + eγ1)(e1 + eγ1)v1. (1.6)

Заметим, что (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = −(e1 + eγ1)
2 = −2(1 + α

(1)
1 )e0 ∈ Z. Если α

(1)
1 = −1,

то (e1 + eγ1) делитель нуля для (e1 + eγ1). В этом случае (e1 − eγ1) не является делителем

нуля для (e1 − eγ1), так как

(e1 − eγ1)(e1 − eγ1) = −(e1 − eγ1)
2 = −(e21 − e1eγ1 − eγ1e1 + e2γ1) = −4e0.

Возможны два варианта действий:

а) Если (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) 6= 0, то из равенства (1.6) находим

v1 =
(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)

(e1 + eγ1)
2

w1,

T =

(
1 +

(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)

(e1 + eγ1)
2

)
w1 =

2(e0 + eγ1e1)

(e1 + eγ1)
2
w1 =

2T1

(e1 + eγ1)
2
w1, T1 = (e0 + eγ1e1).

б) Если (e1 + eγ1)(e1+eγ1) = 0, то умножим равенство (1.5) слева на (e1 − eγ1) = −(e1−eγ1).
Имеем цепочку равенств

(e1 − eγ1)(e1 − eγ1)w1 = (e1 − eγ1)(e1 + eγ1)v1,

w1 =
(e1 − eγ1)(e1 + eγ1)

(e1 − eγ1)
2

v1, T =
T ∗
1

2
v1, T ∗

1 = (e0 − eγ1e1).
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Для операторов T1, T
∗
1 справедливы равенства:

eγ1T1 = T1e1, eγ1T
∗
1 = −T ∗

1 e1, T̄1T1 = T1T̄1 = 2(1 + α
(1)
1 )e0 6= 0,

T̄ ∗
1 T

∗
1 = T1

∗T̄ ∗
1 = 4e0.

На втором этапе подберем коэффициенты ak из w1 (v1) так, чтобы Te2 = eγ2T. Если

(e1 + eγ1)(e1 + eγ1) 6= 0, то имеем

(T1e2 − eγ2T1)a0e0 = (T1e2 + eγ2T1)a1e1. (1.7)

Умножим равенство (1.7) слева на выражение (T1e2 + eγ2T1), получим

(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1)w2 = (T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1)v2,

где w2 = a0e0, v2 = a1e1.

Имеем

(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1) = −(e2T̄1 + T̄1eγ2)(T1e2 + eγ2T1) =

= −(e2T̄1T1e2 + T̄1eγ2eγ2T1 + e2T̄1eγ2T1 + T̄1eγ2T1e2) =

= −(T̄1(T1 + eγ2T1e2) + (T̄1 + e2T̄1eγ2)T1) = −(T̄1T2 + T̄2T1),

где T2 = T1 + eγ2T1e2 = e0 + eγ1e1 + eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2.

Для оператора T2 справедливы равенства: eγiT2 = T2ei. В самом деле

eγ1T2 = eγ1T1 + eγ1eγ2T1e2 = T1e1 − eγ2T1e1e2 = (T1 + eγ2T1e2)e1 = T2e1;

eγ2T2 = eγ2T1 + T1e2 = (T1 + eγ2T1e2)e2 = T2e2.

Из доказанных равенств следует, что

(T̄1T2 + T̄2T1) = (e0 + e1eγ1)T2 + T̄2(e0 + eγ1e1) =

= T2 + e1T2e1 + T̄2 + e1T̄2e1 = (T2 + T̄2) + e1(T2 + T̄2)e1

— действительное число. Если (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0, то

v2 =
(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1)

(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1)
w2.

Оператор

T =
4T1T̄1(T1 + eγ2T1e2)

(e1 + eγ1)
2(T̄1T2 + T̄2T1)

a0e0 =
4T2

T̄1T2 + T̄2T1

a0e0.

Покажем, что найденный оператор удовлетворяет равенству Te3 = eγ3T. Воспользуемся

равенством e1e2e3 = eγ1eγ2eγ3 . Отсюда следуют равенства: eγ3 = eγ2eγ1e1e2e3, eγ3eγ1 =
= eγ2e1e2e3, eγ3eγ2 = −eγ1e1e2e3. Из этих равенств получаем

eγ3T2 = eγ3(e0 + eγ1e1 + eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2) = eγ3e0 + eγ3eγ1e1 + eγ3eγ2e2 + eγ3eγ2eγ1e1e2 =

= eγ2eγ1e1e2e3 + eγ2e2e3 + eγ1e1e2 + e3 = (eγ2eγ1e1e2 + eγ2e2 + eγ1e1 + e0)e3 = T2e3.

Если (T̄1T2+T̄2T1) = 0, то равенство (1.7) умножим слева на выражение (T1e2 − eγ2T1) =
= −(e2T̄1 − T̄1eγ2). Имеем цепочку равенств

(T1e2 − eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1) = −8(1 + α
(1)
1 )e0 6= 0,

w2 + v2 =
2T̄1(T1 − eγ2T1e2)

8(1 + α
(1)
1 )e0

v2,

T =
(T1 − eγ2T1e2)

2(1 + α
(1)
1 )e0

a1e1 =
(e0 + eγ1e1 − eγ2e2 − eγ2eγ1e1e2)e1

2(1 + α
(1)
1 )

a1.
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Пусть теперь (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = 0, тогда на втором этапе имеем

(T ∗
1 e2 − eγ2T

∗
1 )(a2e2 + a13e13) = (T ∗

1 e2 + eγ2T
∗
1 )(a3e3 + a12e12). (1.8)

Умножим слева равенство (1.8) на выражение (T ∗
1 e2 + eγ2T

∗
1 ), получим

(T ∗
1 e2 + eγ2T

∗
1 )(T

∗
1 e2 − eγ2T

∗
1 )a2e2 = (T ∗

1 e2 + eγ2T
∗
1 )(T

∗
1 e2 + eγ2T

∗
1 )a12e12.

Произведение (T ∗
1 e2 + eγ2T

∗
1 )(T

∗
1 e2 + eγ2T

∗
1 )= −(T̄ ∗

1 T
∗
2 + T̄ ∗

2 T
∗
1 ), где T ∗

2 = (T ∗
1 + eγ2T

∗
1 e2) =

= (e0−eγ1e1+eγ2e2−eγ2eγ1e1e2). Для оператора T ∗
2 справедливы равенства: eγ1T

∗
2 = −T ∗

2 e1,

eγ2T
∗
2 = T ∗

2 e2. Из этих равенств следует, что

(T̄ ∗
1 T

∗
2 + T̄ ∗

2 T
∗
1 ) = −(T ∗

2 + e1T
∗
2 e1 + T̄ ∗

2 + e1T̄
∗
2 e1) = −((T ·∗

2 + T̂ ∗
2 ) + e1(T

∗
2 + T̂ ∗

2 )e1).

Если (T̄ ∗
1 T

∗
2 + T̄ ∗

2 T
∗
1 ) 6= 0, то

T =
4(e0 − eγ1e1 + eγ2e2 − eγ2eγ1e1e2)e2

T̄ ∗
1 T

∗
2 + T̄ ∗

2 T
·∗
1

a2.

Если (T̄ ∗
1 T

∗
2 +T̄ ∗

2 T
∗
1 ) = 0, то равенство (1.8) умножим слева на выражение (T ∗

1 e2 − eγ2T
∗
1 ).

Заметим, что произведение (T ∗
1 e2 − eγ2T

∗
1 )(T

∗
1 e2 − eγ2T

∗
1 ) = 16e0. В этом случае оператор

T =
(e0 − eγ1e1 − eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2)e12

4
a12.

Таким образом,

1) если (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) 6= 0, (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0, то

T =
4(e0 + eγ1e1 + eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2)

T̄1T2 + T̄2T1

a0e0.

2) если (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) 6= 0, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0, то

T =
(e0 + eγ1e1 − eγ2e2 − eγ2eγ1e1e2)e1

2(1 + α
(1)
1 )

a1.

3) если (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = 0, (T̄ ∗
1 T

∗
2 + T̄ ∗

2 T
∗
1 ) 6= 0, то

T =
4(e0 − eγ1e1 + eγ2e2 − eγ2eγ1e1e2)e2

T̄ ∗
1 T

∗
2 + T̄ ∗

2 T
·∗
1

a2.

4) если (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = 0, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0, то

T =
(e0 − eγ1e1 − eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2)e12

4
a12. �

Замечание 1. Если в качестве базиса взять элементы e′γi = −eγi , то e′γ1e
′
γ2
e′γ3 =−e1e2e3.

Оператор Паули удовлетворяет равенствам Tei = −eγiT, i = 1, 2, 3. Имеем теорему.

Теорема 4. Пусть в алгебре Клиффорда R3,0 элементы нового базиса представимы в виде

e′γi = −eγi и e′γ1e
′
γ2
e′γ3 = −e1e2e3. Тогда существует единственный (с точностью до ком-

плексного числа) элемент алгебры T такой, что TeiT
−1 = −eγi , i = 1, 2, 3. Оператор

Паули T = T2u находится по итерационной формуле

T1 = e0 ∓ eγ1e1, T2 = T1 ∓ eγ2T1e2,

где в первом равенстве берется знак минус, если α1
1 6= 1, знак плюс, если α1

1 = 1; во втором

равенстве берется знак минус, если (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0, знак плюс, если (T̄1T2 + T̄2T1) = 0;

u = e0, если α
(1)
1 6= 1, (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0; u = e1, если α

(1)
1 6= 1, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0; u = e2,

если α
(1)
1 = 1, (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0; u = e12, если α

(1)
1 = 1, (T̄1T2 + T̄2T1) = 0.
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Замечание 2. Пусть теперь элементы eγi составлены из элементов второго ранга:

eγi = α
(i)
12e12 + α

(i)
13e13 + α

(i)
23e23. (1.9)

Элементы (1.9) удовлетворяют равенствам (1.1), если

(α
(i)
12 )

2 + (α
(i)
13 )

2 + (α
(i)
23 )

2 = 1, α
(i)
12α

(j)
12 + α

(i)
13α

(j)
13 + α

(i)
23α

(j)
23 = 0, i 6= j.

Заметим, что ēγi = −eγi , однако эти элементы не образуют базиса в алгебре Клиффор-

да R3,0. Умножим равенства (1.9) на e123, тогда имеем

e′γi = e123eγi = −α
(i)
12e3 + α

(i)
13e2 + α

(i)
23e1.

Получили элементы пространства R
(1)
3,0, которые образуют базис. Существует оператор

Паули T , который имеет обратный и удовлетворяет равенствам Tei = e′γiT или Tei =
= e123eγiT, i = 1, 2, 3.

Замечание 3. В общем случае элементы eγi можно записать в виде

eγi =
3∑

k=1

b
(i)
k ek, (1.10)

где b
(i)
k = α

(i)
k e0 + β

(i)
k e123 ∈ Z — комплексные числа. Элементы (1.10) удовлетворяют равен-

ствам (1.1), если
3∑

k=1

(b
(i)
k )2 = 1,

3∑

k=1

b
(i)
k b

(j)
k = 0, i 6= j.

Так как элемент центра ēτ = ē123 = e123, то из (1.10) следует, что ēγi = −eγi .

Если элементы вида (1.10) образуют базис в алгебре Клиффорда R3,0, то, дословно

повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве Теоремы 3, мы построим оператор

Паули в этом случае.

Если элементы вида (1.10) не образуют базиса в алгебре Клиффорда R3,0, то умно-

жим (1.10) на e123. Элементы e′γi =
∑3

k=1 e123b
(i)
k ek образуют базис и оператор Паули для

этого базиса можно построить методом, предложенным в Теореме 3.

§ 2. Алгебра R5,0

2.1. Алгебра R5,0 — это действительная, ассоциативная, некоммутативная алгебра размер-

ности m = 32, порожденная векторами e1, e2, e3, e4, e5, для которых выполняются равен-

ства (0.1). Базис алгебры образуют элементы {eα}α∈Γ5 , центр — элементы e0 и eτ = e12345,

e2τ = e0, то есть центр образуют двойные числа x0e0+xτeτ . Произвольный элемент алгебры

представим в виде

w =
∑

α∈Γ5

xαeα =
∑

α∈Γ4

zαeα,

z0 = x0e0 + xτeτ , z1 = x1e0 + x2345eτ , z2 = x2e0 − x1345eτ , z12 = x12e0 − x345eτ ,

z3 = x3e0 + x1245eτ , z13 = x13e0 + x245eτ , z23 = x23e0 − x145eτ , z123 = x123e0 − x45eτ ,

z4 = x4e0 − x1235eτ , z14 = x14e0 − x235eτ , z24 = x24e0 + x135eτ , z124 = x124e0 + x35eτ ,

z34 = x34e0 − x125eτ , z134 = x134e0 − x25eτ , z234 = x234e0 + x15eτ , z1234 = x1234e0 + x5eτ .



С. П. Кузнецов, В. В. Мочалов, В. П. Чуев 51

Заметим, что

e21 = e22 = e23 = e24 = e25 = e0,

e212 = e213 = e223 = e214 = e224 = e234 = e215 = e225 = e235 = e245 = −e0,

e2123 = e2124 = e2125 = e2134 = e2135 = e2145 = e2234 = e2235 = e2245 = e2345 = −e0,

e21234 = e21235 = e21245 = e21345 = e22345 = e0.

Рассмотрим другой генерирующий базис {eγ1 , eγ2 , eγ3 , eγ4 , eγ5}, образованный элемента-

ми пространства R
(1)
5,0 :

eγi =
5∑

k=1

α
(i)
k ek, (2.1)

для которых выполняются условия (0.1):

e2γ1 = e2γ2 = e2γ3 = e2γ4 = e2γ5 = e0, eγieγj + eγjeγi = 0, i 6= j.

Элементы (2.1) удовлетворяют этим соотношениям, если

5∑

k=1

(α
(i)
k )2 = 1,

3∑

k=1

α
(i)
k α

(j)
k = 0, i 6= j.

Из равенств (2.1) следует, что ēγi = −eγi . Найдем оператор T , который имеет обратный

и удовлетворяет системе уравнений

Tei = eγiT, i = 1, 2, 3, 4, 5. (2.2)

Будем искать оператор в виде: T =
∑

α∈Γ4
aαeα, где aα ∈ Z — двойные числа. Построе-

ние оператора T состоит из пяти шагов. На первом шаге находится общее решение первого

уравнения системы (2.2). На втором шаге находится общее решение системы двух уравне-

ний методом подстановки общего решения во второе уравнение. На третьем и четвертом

шагах продолжается этот процесс. На пятом шаге доказывается, что полученный оператор

удовлетворяет последнему уравнению системы (2.2).

Теорема 5. Пусть в алгебре Клиффорда R5,0 элементы нового базиса представимы в ви-

де (2.1) и eγ1eγ2eγ3eγ4eγ5 = e1e2e3e4e5. Тогда существует оператор T1, который имеет об-

ратный и удовлетворяет уравнению Te1 = eγ1T. Оператор T1 имеет вид: T1 = e0 + eγ1e1,

если α
(1)
1 6= −1; T1 = e0 − eγ1e1, если α

(1)
1 = −1. Общее решение уравнения имеет вид:

T = T1w1, если α
(1)
1 6= −1; T = T1v1, если α

(1)
1 = −1, где w1(v1) — произвольные элементы

алгебры Клиффорда, коммутирующие (антикоммутирующие) с e1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Базис {eα}α∈Γ4 состоит из 16 элементов. Элемент e1 комму-

тирует с половиной элементов базиса и антикоммутирует с другой половиной. Оператор

T1 = w1 + v1, где w1 =
∑

aαeα, v1 =
∑

aαeα — элементы R5,0, которые, соответственно,

коммутируют и антикоммутируют с e1. Подберем коэффициенты aα так, чтобы выполня-

лось равенство Te1 = eγ1T. Имеем

(e1 − eγ1)w1 = (e1 + eγ1)v1. (2.3)

Умножим равенство (2.3) слева на (e1 + eγ1) = −(e1 + eγ1), получим

(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)w1 = (e1 + eγ1)(e1 + eγ1)v1.
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Выражение (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = −2(1 + α
(1)
1 )e0. Если α

(1)
1 = −1, то (e1 + eγ1) является

делителем нуля для (e1+ eγ1). В этом случае (e1 − eγ1) = −(e1− eγ1) не является делителем

нуля, так как (e1 − eγ1)(e1 − eγ1) = −4e0.

Предположим сначала, что α
(1)
1 6= −1, тогда имеем

v1 =
(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)

(e1 + eγ1)
2

w1, T =
T1

(1 + α1
1)
w1, T1 = e0 + eγ1e1.

Если α
(1)
1 = −1, то умножим равенство (2.3) слева на (e1 − eγ1) = −(e1 − eγ1), получим

T =
e0 − eγ1e1

2
v1, T1 = e0 − eγ1e1. �

Анализ теоремы 5 показывает, что для построения оператора T1 необходимо, чтобы

выражение (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) было действительным числом. Если оно отлично от нуля,

то оператор T1 = e0 + eγ1e1; если оно равно нулю, то T1 = e0 − eγ1e1. Эта закономерность

повторяется на других шагах построения оператора Паули.

Теорема 6. Пусть в алгебре Клиффорда R5,0 элементы нового базиса представимы в ви-

де (2.1) и eγ1eγ2eγ3eγ4eγ5 = e1e2e3e4e5. Тогда существует единственный (с точностью

до обратного элемента центра) такой элемент алгебры Клиффорда T, что TeiT
−1 = eγi ,

i = 1, 2, 3, 4, 5. Оператор Паули T = T4u находится по итерационной формуле:

T1 = e0 ± ε1eγ1e1, (2.4)

Ti = Ti−1 ± εieγiTi−1ei, i = 2, 3, 4, (2.5)

где εi = e2i = e2γi ; в равенстве (2.4) берется знак плюс, если α
(1)
1 6= −1; знак минус, если

α
(1)
1 = −1; в равенстве (2.5) берется знак плюс, если (T̄i−1Ti+ T̄iTi−1) 6= 0; знак минус, если

(T̄i−1Ti + T̄iTi−1) = 0.

Оператор Паули представляется в виде обобщенной свертки вида

T =
∑

α∈Γ4

εαeγαueα,

где u = e0, если в процессе построения оператора нет делителей нуля; u = ekeτ ′ , eτ ′ =
= e1e2e3e4, если делители нуля встречаются только на k этапе; u = ekei, i 6= k, если

делители нуля встречаются на i-ом и k-ом этапе; u = ek, если делители нуля встречаюися

на трех этапах, кроме k; u = eτ ′ , если делители нуля имеются на всех четырех этапах.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первый шаг проведен в теореме 5.

На втором этапе подберем коэффициенты ak из w1 так, чтобы Te2 = eγ2T. Если α
(1)
1 6=

6= −1, то имеем T1w1e2 = eγ2T1w1,

(T1e2 − eγ2T1)w2 = (T1e2 + eγ2T1)v2, (2.6)

где w2, v2 — элементы из w1, которые, соответственно, коммутируют и антикоммутируют

с e2. Умножим равенство (2.6) слева на выражение (T1e2 + eγ2T1), получим

(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1)w2 = (T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1)v2.

Следуя рассуждениям пункта 1, получаем

(T1e2 + eγ2T1), (T1e2 + eγ2T1) = −(T̄1T2 + T̄2T1),
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где T2 = T1 + eγ2T1e2 = e0 + eγ1e1 + eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2. Для оператора T2 справедливы

равенства: eγiT2 = T2ei, i = 1, 2. Выражение

(T̄1T2 + T̄2T1) = T2 + e1T2e1 + T̄2 + e1T̄2e1 = (T2 + T̄2) + e1(T2 + T̄2)e1

— действительное число.

Если (T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0, то v2 =
(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1)

(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1)
w2.

Оператор T =
4T1T̄1(T1 + eγ2T1e2)

2(1 + α
(1)
1 )(T̄1T2 + T̄2T1)

w2 =
4T2

T̄1T2 + T̄2T1

w2.

Заметим, что оператор T2 имеет обратный, так как

T̄2T2 = (e0 + e1eγ1 + e2eγ2 + e2e1eγ2eγ1)T2 =

= T2 + e1T2e1 + e2T2e2 + e2e1T2e1e2 = 4(T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0,

T2T̄2 = T2(e0 + e1eγ1 + e2eγ2 + e2e1eγ2eγ1) =

= T2 + eγ1T2eγ1 + eγ2T2eγ2 + eγ2eγ1T2eγ1eγ2 = 4(T̄1T2 + T̄2T1) 6= 0.

На третьем этапе подберем коэффициенты ak из w2 так, чтобы Te3 = eγ3T. Имеем

(T2e3 − eγ3T2)(a0e0 + a123e123) = (T2e3 + eγ3T2)(a124e124 + a34e34). (2.7)

Умножим равенство (2.7) слева на выражение (T2e3 + eγ3T2). Произведение

(T2e3 + eγ3T2)(T2e3 + eγ3T2) = −(e3T̄2 + T̄2eγ3)(T2e3 + eγ3T2) =

= −(T̄2(T2 + eγ3T2e3) + (T̄2 + e3T̄2eγ3)T2) = −(T̄2T3 + T̄3T2),

где T3 = T2 + eγ3T2e3. Аналогично предыдущим утверждениям доказывается, что eγiT3 =
= T3ei. Из этих равенств следует, что

(T̄2T3 + T̄3T2) =
∑

α∈Γ2

εαeα(T3 + T̄3)eα.

Операторы T2 ∈ Reven
4,0 , T3 ∈ Reven

4,0 , поэтому

T3 + T̄3 = A0e0 + A1e1234,
∑

α∈Γ2

εαeα(T3 + T̄3)eα = 4A0e0.

Таким образом, (T̄2T3 + T̄3T2) — действительное число. Если (T̄2T3 + T̄3T2) 6= 0, то

T =
8T3

T̄2T3 + T̄3T2

(a0e0 + a123e123).

Оператор T3 имеет обратный, так как

T̄3T3 =
∑

α∈Γ3

εαeαT3eα = 2(T̄2T3 + T̄3T2) 6= 0, T3T̄3 =
∑

α∈Γ3

εαeγαT3eγα = 2(T̄2T3 + T̄3T2) 6= 0.

Подберем коэффициенты a0, a123 так, чтобы Te4 = eγ4T. Имеем

(T3e4 − eγ4T3)a0e0 = (T3e4 + eγ4T3)a123e123. (2.8)

Умножим равенство (2.8) слева на выражение (T3e4 + eγ4T4). Покажем, что выражение
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(T3e4 + eγ4T4)(T3e4 + eγ4T3) действительное число. Имеем цепочку равенств:

(T3e4 + eγ4T4)(T3e4 + eγ4T3) = −(e4T̄3 + T̄3eγ4)(T3e4 + eγ4T3) =

= −(e4T̄3T3e4 + T̄3eγ4eγ4T3 + e4T̄3eγ4T3 + T̄3eγ4T3e4) = −(T̄3T4 + T̄4T3),

где T4 = T3 + eγ4T3e4. Аналогично предыдущим утверждениям доказывается, что eγiT4 =
= T4ei. Из этих равенств следует, что (T̄3T4 + T̄4T3) =

∑
α∈Γ3

εαeα(T4 + T̄4)eα — действи-

тельное число. Таким образом, если (T̄3T4 + T̄4T3) 6= 0, то

T =
16T4

T̄3T4 + T̄4T3

a0e0, a0 ∈ Z.

Оператор T совпадает с оператором T4 с точностью до элемента центра. Его можно

записать в виде свертки

T =
∑

α∈Γ4

ẽγαeα, (2.9)

где eγ0 = e0, eγα = eγ1eγ2 . . . eγk , ẽγα = eγk . . . eγ2eγ1 , α = i1, i2, . . . , ik.

Покажем, что оператор (2.9) удовлетворяет равенству eγ5T = Te5. Воспользуемся со-

отношением eγ1eγ2eγ3eγ4eγ5 = e1e2e3e4e5. Умножим равенство (2.9) слева на eγ5 , получим

eγ5T =
∑

α∈Γ4
eγ5 ẽγαeα. Теперь умножим (2.9) справа на e5. Имеем Te5 =

∑
α∈Γ4

ẽγαeαe5.

Покажем, что
∑

α∈Γ4
eγ5 ẽγαeα =

∑
α∈Γ4

ẽγαeαe5. Рассмотрим
∑

α∈Γ4
ẽγαeαe5. Индекс α ∈

∈ Γ4, рассмотрим два элемента этой суммы с индексами α и β, которые удовлетворяют

соотношениям eαeβ = ±eτ ′ , eγαeγβ = ±eγτ ′ , где eτ ′ = e1e2e3e4, eγτ ′ = eγ1eγ2eγ3eγ4 . Тогда eβ =
= ±εαeαeτ ′ , eγβ = ±εαeγαeγτ ′ , ẽγβeβ = ẽγτ ′ ẽγαeαeτ ′ . Из этих равенств следует, что ẽγβeβe5 =
= ẽγτ ′ ẽγαeαeτ ′e5 =eγ4eγ3eγ2eγ1eτ ẽγαeα = eγ5 ẽγαeα. Отсюда получаем, что eγ5T = Te5.

Остальные случаи теоремы исследуется по схеме, предложенной в пункте 1. �

Замечание 4. Так как ẽi = ei, ẽγi = eγi , то оператор Паули T можно построить тем же ме-

тодом, используя операцию сопряжения «реверс».

2.2. Рассмотрим другой образующий базис

eγi =
5∑

k=1

b
(i)
k ek, (2.10)

где b
(i)
k = α

(i)
k e0 + β

(i)
k eτ ∈ Z — двойные числа. Элементы (2.10) удовлетворяют равен-

ствам (0.1), если
5∑

k=1

(b
(i)
k )2 = 1,

5∑

k=1

b
(i)
k b

(j)
k = 0, i 6= j.

Будем считать, что элементы (2.10) образуют базис в R5,0.

Так как элемент центра ēτ = ē12345 = −e12345 = −eτ , то из (2.9) следует, что ēγi 6= −eγi .

С другой стороны, ẽτ = ẽ12345 = e12345 = eτ , ẽγi =
∑5

k=1 ẽkb̃
(i)
k = eγi . Найдем оператор T ,

который имеет обратный и удовлетворяет системе уравнений (2.2). Будем искать оператор T

в виде T =
∑

α∈Γ4
aαeα, где aα ∈ Z — двойные числа. При построении оператора Паули

воспользуемся операцией сопряжения «реверс».

Схема построения оператора Паули остается прежней. Подберем коэффициенты aα так,

чтобы выполнялось равенство Te1 = eγ1T. Имеем (2.3). Умножим равенство (2.3) слева

на ˜(e1 + eγ1) = (e1 + eγ1), получим

˜(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)w1 = ˜(e1 + eγ1)(e1 + eγ1)v1.
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Выражение ˜(e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = 2(1 + b
(1)
1 )e0. Если b

(1)
1 = −1, то ˜(e1 + eγ1) является дели-

телем нуля для (e1 + eγ1). В этом случае ˜(e1 − eγ1) = (e1 − eγ1) не является делителем нуля,

так как ˜(e1 − eγ1)(e1 − eγ1) = 4e0.

Предположим, что b
(1)
1 6= −1, тогда имеем

v1 =
(e1 + eγ1)(e1 − eγ1)

(e1 + eγ1)
2

w1, T =
T1

(1 + b11)
w1, T1 = e0 + eγ1e1.

Оператор T1 обладает свойствами

eγ1T1 = T1e1, T1 + T̃1 = 2(1 + b
(1)
1 ), T̃1T1 = T1T̃1 = 2(1 + b

(1)
1 ) 6= 0.

Если b
(1)
1 = −1, то умножим равенство (2.1) слева на ˜(e1 − eγ1) = (e1 − eγ1), получим

T =
e0 − eγ1e1

2
v1, T1 = e0 − eγ1e1.

На втором этапе подберем коэффициенты ak из w1 так, чтобы Te2 = eγ2T. Ес-

ли b
(1)
1 6= −1, то имеем равенство (2.6). Умножим равенство (2.6) слева на выражение

˜(T1e2 + eγ2T1), получим

˜(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 − eγ2T1)w2 = ˜(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1)v2.

Произведение

˜(T1e2 + eγ2T1)(T1e2 + eγ2T1) = (e2T̃1 + T̃1eγ2)(T1e2 + eγ2T1) =

= (e2T̃1T1e2 + T̃1eγ2eγ2T1 + e2T̃1eγ2T1 + T̃1eγ2T1e2) =

= (T̃1(T1 − eγ2T1e2) + (T̃1 − e2T̃1eγ2)T1 = (T̃1T2 + T̃2T1),

где T2 = T1 + eγ2T1e2 = (e0 + eγ1e1 + eγ2e2 + eγ2eγ1e1e2).
Для оператора T2 справедливы равенства: eγiT2 = T2ei, i = 1, 2. Выражение

(T̃1T2 + T̃2T1) = T2 + e1T2e1 + T̃2 + e1T̃2e1 =

= (T2 + T̃2) + e1(T2 + T̃2)e1 ∈ Z,

так как

T2+T̃2 = A0e0+A1e1234+A2e1235+A3e1245, e1(T2+T̃2)e1 = A0e0−A1e1234−A2e1235−A3e1245.

Если (T̃1T2 + T̃2T1) 6= 0, то T =
4T2

(T̃1T2 + T̃2T1)
w2. Оператор T2 имеет обратный, так как

T̃2T2 =
∑

α∈Γ2

εαeαT2eα = (T̃1T2 + T̃2T1) 6= 0, T2T̃2 =
∑

α∈Γ2

εαeγαT2eγα = (T̃1T2 + T̃2T1) 6= 0.

На третьем этапе подберем коэффициенты ak из w2 так, чтобы Te3 = eγ3T. Имеем

уравнение (2.7). Умножим равенство (2.7) слева на выражение ˜(T2e3 + eγ3T2). Произведение

˜(T2e3 + eγ3T2)(T2e3 + eγ3T2) = (e3T̃2 + T̃2eγ3)(T2e3 + eγ3T2) =

= (T̃2(T2 + eγ3T2e3) + (T̃2 + e3T̃2eγ3)T2) = (T̃2T3 + T̃3T2),
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где T3 = T2 + eγ3T2e3. Аналогично предыдущим утверждениям доказывается, что eγiT3 =
= T3ei. Из этих равенств следует, что

(T̃2T3 + T̃3T2) =
∑

α∈Γ2

εαeα(T3 + T̃3)eα ∈ Z.

Если (T̃2T3 + T̃3T2) 6= 0, то

T =
8T3

T̃2T3 + T̃3T2

(a0e0 + a123e123).

Оператор T3 имеет обратный, так как

T̃3T3 =
∑

α∈Γ3

εαeαT3eα = 2(T̃2T3 + T̃3T2) 6= 0, T3T̃3 =
∑

α∈Γ3

εαeγαT3eγα = 2(T̃2T3 + T̃3T2) 6= 0.

Подберем коэффициенты a0, a123 так, чтобы Te4 = eγ4T. Имеем уравнение (2.8).

Умножим равенство (2.8) слева на выражение ˜(T3e4 + eγ4T3). Покажем, что выражение

˜(T3e4 + eγ4T3)(T3e4 + eγ4T3) ∈ Z. Имеем цепочку равенств:

˜(T3e4 + eγ4T3)(T3e4 + eγ4T3) = (e4T̃3 + T̃3eγ4)(T3e4 + eγ4T3) =

= (e4T̃3T3e4 + T̃3eγ4eγ4T3 + e4T̃3eγ4T3 + T̃3eγ4T3e4) = (T̃3T4 + T̃4T3),

где T4 = T3 + eγ4T3e4. Аналогично предыдущим утверждениям доказывается, что eγiT4 =
= T4ei. Из этих равенств следует, что (T̃3T4 + T̃4T3) =

∑
α∈Γ3

εαeα(T4 + T̃4)eα ∈ Z. Таким

образом, если (T̃3T4 + T̃4T3) 6= 0, то

T =
16T4

T̃3T4 + T̃4T3

a0e0, a0 ∈ Z.

Оператор T совпадает с оператором T4 с точностью до элемента центра. Его можно записать

в виде свертки

T =
∑

α∈Γ4

ẽγαeα,

где eγ0 = e0, eγα = eγ1eγ2 . . . eγk , α = i1, i2, . . . , ik. Аналогично предыдущим утверждениям

доказывается, что eγ5T = Te5.

§ 3. Произвольная алгебра Клиффорда нечетной размерности Rp,q+1 (Rp+1,q)

Рассмотрим произвольную алгебру Клиффорда Rp,q, p + q = n, четной размерности.

Алгебра Rp,q порождается векторами e1e2, . . . , ep, ep+1, . . . , ep+q, e
2
i = e0, i = 1, 2, . . . , p,

e2i = −e0, i = p + 1, . . . , p + q. Базис алгебры образуют элементы {eα}α∈Γn
. Рассмотрим

нечетные алгебры Клиффорда Rp,q+1 (Rp+1,q), которые получаются добавлением к порож-

дающему базису элемента eq+1(ep+1) соответственно. Центр алгебр образуют элементы e0
и eτ = e1e2 . . . en+1. Произвольный элемент алгебры представим в виде

w =
∑

α∈Γn+1

xαeα, w =
∑

α∈Γn

zαeα, zα ∈ Z.

Рассмотрим другой генерирующий базис {eγi}
n+1
i=1 , образованный элементами пространства

R
(1)
p,q+1 (R

(1)
p+1,q):

eγi =
n+1∑

k=1

b
(i)
k ek, (3.1)
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b
(i)
k = α

(i)
k e0 + β

(i)
k eτ ∈ Z, для которых выполняются условия (0.1):

e2γi = e0, i = 1, . . . , p, e2γi = −e0, i = p+ 1, . . . , p+ q + 1, eγieγj + eγjeγi = 0, i 6= j.

Будем считать, что элементы (3.1) образуют базис. Если p+q+1 ≡ 3 (mod 4), то ēτ = eτ ,

ēγi = −eγi , i = 1, . . . , n+ 1. Если p+ q + 1 ≡ 1 (mod 4), то ẽτ = eτ , ẽγi = eγi , i = 1, . . . , n+
+ 1. В первом случае при построении оператора Паули применим сопряжение Клиффорда,

во втором случае сопряжение «реверс».

Найдем оператор Паули T , который имеет обратный и удовлетворяет системе уравнений

Tei = eγiT, i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Теорема 7. Пусть Rp,q+1 (Rp+1,q), p + q = n, — произвольная нечетная алгебра Клиффор-

да. Пусть элементы нового базиса представимы в виде (3.1), eγ1eγ2 ...eγn+1 = e1e2 . . . en+1.

Тогда существует единственный (с точностью до обратного элемента центра) такой

элемент алгебры Клиффорда T, что TeiT
−1 = eγi , i = 1, 2, . . . , n + 1. Оператор Паули

T = Tnu находится по итерационной формуле:

T1 = e0 ± ε1eγ1e1, (3.2)

Ti = Ti−1 ± εieγiTi−1ei, i = 2, 3, . . . , n, (3.3)

где εi = e2i = e2γi ; в равенстве (3.2) знак плюс берется, если b
(1)
1 6= −1; знак минус, если b

(1)
1 =

= −1; в равенстве (3.3) знак плюс берется, если (T̄i−1Ti+T̄iTi−1) 6= 0 ((T̃i−1Ti+T̃iTi−1) 6= 0);
знак минус, если (T̄i−1Ti + T̄iTi−1) = 0 ((T̃i−1Ti + T̃iTi−1) = 0).
Оператор Паули представляется в виде обобщенной свертки вида

T =
∑

α∈Γn

εαeγαueα,

где eγ0 = e0, eγα = eγ1eγ2 . . . eγk , α = i1, i2, . . . , ik; u = e0, если в процессе построения

оператора Паули нет делителей нуля; если делители нуля встречаются k раз на i1, i2, . . . , ik
этапах, то: u = ei1ei2 . . . eik , если k — четное число; u = ei1ei2 . . . eikeτ ′ , eτ ′ = e1 . . . en, если

k — нечетное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать оператор в виде T =
∑

α∈Γn
aαeα, aα ∈ Z. Заме-

тим, что aα — комплексные числа, если p + q + 1 ≡ 3 (mod 4), aα — двойные числа, если

p + q + 1 ≡ 1 (mod 4). Базис {eα}α∈Γn
состоит из 2n элементов. Элемент e1 коммутирует

с половиной элементов базиса и антикоммутирует с другой половиной элементов, которые

обозначены соответственно w1 и v1.

На первом шаге подберем коэффициенты aα так, чтобы выполнялись равенства Te1 =
= eγ1T. Имеем

(e1 − eγ1)w1 = (e1 + eγ1)v1. (3.4)

Умножим равенство (3.4) слева на e1 + eγ1 , если aα ∈ Z — комплексные числа или

на ˜(e1 + eγ1), если aα ∈ Z — двойные числа. Из рассуждений, проведенных в Теореме 5

и пункте 2.2, следует, что (e1 + eγ1)(e1 + eγ1) = −2ε1(1 + b
(1)
1 )e0, ˜(e1 + eγ1)(e1 + eγ1) =

= 2ε1(1 + b
(1)
1 )e0, где ε1 = e21 = e2γ1 . Оператор T1 = e0 ± ε1eγ1e1, где знак плюс берется, если

b
(1)
1 6= −1, знак минус, если b

(1)
1 = −1. Продолжая этот процесс, который подробно изложен
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в Теореме 6 и в пункте 2.2, получим, что оператор Паули T = Tnu. Операторы Ti находятся

по итерационной формуле

Ti = Ti−1 ± εieγiITi−1eI , i = 2, 3, . . . , n, (3.5)

где εi = e2i = e2γi; в равенстве (3.5) берется знак плюс, если (T̄i−1Ti + T̄iTi−1) 6= 0 ((T̃i−1Ti +

+ T̃iTi−1) 6= 0); знак минус, если (T̄i−1Ti + T̄iTi−1) = 0 ((T̃i−1Ti + T̃iTi−1) = 0).

На последнем этапе с помощью равенства eγ1eγ2 . . . eγn+1 = e1e2 . . . en+1 доказывается,

что оператор Паули удовлетворяет равенству Ten+1 = eγn+1 . �

Заключение

Подведем итоги полученных результатов. Пусть Rp,q, p + q = n + 1 — нечетная алгебра

Клиффорда. Пусть {ei}
n+1
i=1 образующий базис алгебры Клиффорда, для которого выполня-

ются условия (0.1). Пусть {eγi}
n+1
1 — другой генерирующий базис вида (2.10) удовлетворяет

условиям (0.1), и eγ1eγ2 . . . eγn+1 =e1e2 . . . en+1. Для нечетных алгебр Клиффорда найден ме-

тод построения оператора Паули T , который имеет обратный и удовлетворяет равенствам

eγi = TeiT
−1, i = 1, 2, . . . , n + 1. Оператор Паули T = Tnu (с точностью до обратного

элемента центра) находится по итерационной формуле

T1 = e0 ± ε1eγ1e1, Ti = Ti−1 ± εieγiTi−1ei, i = 2, 3, . . . , n,

где εi = e2i = e2γi; знак плюс берется, если на этапе нет делителей нуля; знак минус, если

на этапе имеются делители нуля.

При построении операторов Ti используется два вида сопряжения: сопряжение Клиф-

форда и сопряжение «реверс». Клиффордовое сопряжение используется, если элементы eγi
удовлетворяют равенствам ēγi = −eγi . Сопряжение «реверс» используется, если элемен-

ты eγi удовлетворяют равенствам ẽγi = eγi .
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Pauli’s theorem is investigated in real Clifford algebras of odd dimension. In Clifford algebras R3,0 and

R5,0 an algorithm for constructing the Pauli operator is given. This algorithm is transferred to an arbitrary

Clifford algebra of odd dimension Rp,q+1 (Rp+1,q). An iterative formula for finding the Pauli operator

is obtained. It is shown that the problem of constructing the Pauli operator is related to the problem of

zero divisors in Clifford algebras. When constructing Pauli operators, two types of conjugations are used:

Clifford conjugation and reverse conjugation. If p+ q+1 ≡ 3 (mod 4), then when constructing the Pauli

operator Clifford conjugation is used; if p+ q + 1 ≡ 1 (mod 4) then reverse conjugation is used.
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