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В статье рассматривается твердотельный волновой гироскоп — прибор, измеряющий проекцию угло-
вой скорости на ось прибора. Основным элементом прибора является резонатор, в котором реализуется
эффект инертности стоячих волн. Из-за различных дефектов материалов и технологий изготовления по-
является взаимодействие основных рабочих колебаний и побочных деформаций в месте крепления, из-за
чего появляются конструкционное демпфирование и, как следствие, дрейф стоячей волны. Предлагается
исследовать вопросы конструкционного демпфирования в твердотельном волновом гироскопе и появления
дрейфа волны с помощью модели в виде механической системы. В механической системе центральная
масса моделирует крепежную ножку резонатора. Выводится математическая модель с помощью подхо-
да Лагранжа. Механическая система описывается в декартовых координатах в общем виде для N + 1
массы. Выбирается более удобная неинерциальная система координат, вращающаяся с некоторой угловой
скоростью. Приводятся выкладки для получения математической модели в виде системы дифференци-
альных уравнений. Анализируется полученная математическая модель. Описываются дальнейшие пути
исследования конструкционного демпфирования и дрейфа.
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Твердотельный волновой гироскоп (ТВГ) — измерительная система [1–3], работа которой
основана на физическом принципе — эффект Брайана [4]. ТВГ используется во многих совре-
менных системах наблюдения и управления подвижными объектами [5–7]. Одна из главных
и актуальных задач разработки измерительных систем и приборов — повышение их точно-
сти. Большое количество работ посвящено исследованию погрешностей ТВГ [8–11], а также
способам уменьшения различных дефектов или уменьшения их влияния на точностные харак-
теристики прибора [12–14]. Большинство моделей резонаторов ТВГ рассматривают динамику
резонатора по одной форме колебаний на рабочей резонансной частоте [15–18], не учитывая вза-
имодействие различных форм колебаний. При этом известна взаимосвязь основных колебаний
резонатора с колебаниями, вызывающими деформации и рассеивание энергии в месте заделки
резонатора в основание [19,20]. В идеальном случае в месте крепления резонатора должны от-
сутствовать деформации и напряжения, которые появляются при наличии различных дефектов.
Вследствие деформаций и напряжений в месте крепления появляется трение. Явление рассе-
ивания энергии вследствие действия сил трение в соединениях конструкции называется кон-
струкционным демпфированием [21]. Для исследования конструкционного демпфирования ТВГ
и его влияния на точностные характеристики можно использовать подход моделирования [22]
резонатора ТВГ с помощью механических систем [23]. При моделировании будем учитывать
следующие аспекты:

– для изготовления резонатора используются материалы с высокой добротностью, основ-
ное рассеивание энергии происходит в месте крепления резонатора к основанию, трение
в материале резонатора существенно меньше;

– основные деформации на рабочей частоте происходят на кромке резонатора, для целей
моделирования резонатор представляется в виде плоской системы масс;

– при балансировке влияние упруго-массовых дефектов сводится к минимуму удалением
небольших масс с поверхности резонатора; будем учитывать только дефекты масс.

https://doi.org/10.20537/vm190108
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Рис. 1. Один сегмент механической системы

Будем рассматривать систему в общем виде, состоящую из N + 1 масс, одна из которых на-
ходится в центре, остальные равноудалены от центра и в положении равновесия симметрично
расположены на окружности единичного радиуса; на рис. 1 приведен сектор, соответствующий
углу 2ϕ = 4π/N . Рассматриваем случай малых колебаний вблизи положения равновесия. Выво-
дить математическую модель механической системы будем с помощью метода Лагранжа [24].

Сначала рассмотрим механическую систему в декартовой системе координат, далее выберем
более удобные для описания координаты. В декартовой системе координат положение i-й массы
определяется координатами (xi, yi). В положении равновесия масса m0 находится в центре си-
стемы координат, массы mi равноудалены на расстояние, равное единице. Кинетическая энергия
системы:

T =

N
∑

i=0

Ti, Ti =
mi

2

(

ẋ2i + ẏ2i
)

.

Массы соединены пружинами. Соседние радиальные массы соединены пружинами с жестко-
стью s, радиальные массы через одну соединены пружинами с жесткостью l, центральная масса
соединена с каждой из радиальных масс пружиной с жесткостью k. Центральная масса со-
единяется с центром координат пружиной с жесткостью k0. Запишем потенциальную энергию
системы:

U = U0 +

N
∑

i=1

Uki + Uli + Usi, U0 =
k0
2

(

x20 + y20
)

,

Uki =
k

2

(

√

(xi − x0)2 + (yi − y0)2 − 1
)2

,

Uli =
l

2

(

√

(xi+1 − xi−1)2 + (yi+1 − yi−1)2 − l0

)2

,

Usi =
s

2

(

√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 − s0

)2

,

l0 =
√

2− 2 cos(2φ), s0 =
√

2− 2 cos(φ).

Считаем, что рассеивание энергии происходит только при движении центральной массы. Дис-
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сипативная функция Релея запишется следующим образом:

R =
δ0
2

(

ẋ20 + ẏ20
)

,

где δ — коэффициент демпфирования. Далее перейдем к более удобной системе координат.
Рассмотрим следующую неинерциальную систему, вращающуюся с угловой скоростью Ω:



















xi =(1 + pi) cos((i− 1)ϕ + qi + θ),

yi =(1 + pi) sin((i− 1)ϕ + qi + θ),

x0 =p0 cos(θ)− q0 sin(θ),

y0 =p0 sin(θ) + q0 cos(θ),

θ(t) =

∫ t

0

Ω(s)ds.

Будем считать, что Ω — медленно меняющаяся функция и при этом maxt |Ω(t)| ≪ 1, то есть
будем отбрасывать слагаемые Ω2 и Ω̇. Система является невырожденной:

max
t

|pi(t)| ≪ 1, max
t

|qi(t)| ≪ 1, i = 0, . . . , N,
∣

∣

∣

∣

∣

∂xi

∂pi

∂xi

∂qi
∂yi
∂pi

∂yi
∂qi

∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣
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∣

∣

∂x0
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∂x0

∂q0
∂y0
∂p0

∂y0
∂q0

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Выражение для кинетической энергии для обобщенных переменных перепишется следующим
образом:

T =
N
∑

i=1

mi

2

(

ṗ2i + (1 + pi)
2 · (Ω + q̇i)

2
)

+
m0

2

(

(ṗ0 − Ω · q0)
2 + (q̇0 +Ω · p0)

2
)

.

В выражении для потенциальной энергии аналогично нужно сделать замену:

U0 =
k0
2
(p20 + q20),

Uki =
k

2

(

√

1 + p2i + 2pi + p2
0
+ q2

0
− 2(pi + 1)(p0 cos((i− 1)ϕ) + q0 sin((i− 1)ϕ)) − 1

)2

=

=
k

2
(pi − p0 cos((i− 1)ϕ) − q0 sin((i− 1)ϕ))2 + o(p2i , q

2
i , p

2
0, q

2
0);

Uli =
l

2

(

√

(1 + pi+1)2 + (1 + pi−1)2 − 2(1 + pi+1)(1 + pi−1) cos(qi+1 − qi−1 + 2ϕ)− l0

)2

=

=
l

2l2
0

((1− cos(2ϕ))(pi+1 + pi−1) + sin(2ϕ)(qi+1 − qi−1))
2 + o(p2i−1, q

2
i−1, p

2
i+1, q

2
i+1);

Usi =
s

2

(

√

(1 + pi+1)2 + (1 + pi)2 − 2(1 + pi+1)(1 + pi) cos(qi+1 − qi + ϕ)− s0

)2

=

=
s

2s2
0

((1− cos(ϕ))(pi+1 + pi) + sin(ϕ)(qi+1 − qi))
2 + o(p2i , q

2
i , p

2
i+1, q

2
i+1).

Диссипативная функция Релея перепишется:

R =
δ0
2

(

(ṗ0 + q0Ω)
2 + (q̇0 − p0Ω)

2
)

,

Уравнения движения можно получить следующим образом:

d

dt

∂T

∂ṗi
−

∂T

∂pi
+

∂U

∂pi
+

∂R

∂ṗi
= 0,

d

dt

∂T

∂q̇i
−

∂T

∂qi
+

∂U

∂qi
+

∂R

∂q̇i
= 0,
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где T — кинетическая энергия, U — потенциальная энергия, R — диссипативная функция Релея,
индекс i меняется от 0 до N . Опуская промежуточные выкладки, запишем выражения частных
производных кинетической энергии T по обобщенным переменным:

∂T

∂pi
= mi(1 + pi)(Ω + q̇i)

2 = 2miq̇iΩ+ o(pi, qi, ṗi, q̇i,Ω
2),

∂T

∂qi
= 0,

∂T

∂ṗi
= miṗi,

∂T

∂q̇i
= mi(Ω + q̇i)(1 + pi)

2 = mi(Ω + 2Ωpi + q̇i) + o(pi, qi, ṗi, q̇i,Ω
2),

∂T

∂p0
= m0Ω(q̇0 +Ωp0) = m0Ωq̇0 + o(Ω2),

∂T

∂q0
= −m0Ω(ṗ0 − Ωq0) = −m0Ωṗ0 + o(Ω2),

∂T

∂ṗ0
= m0(ṗ0 − Ωq0),

∂T

∂q̇0
= m0(q̇0 +Ωp0),

где o(p, q,Ω, Ω̇) — выражение меньшего порядка малости относительно pi и qi, угловой скорости
и углового ускорения, i меняется от 0 до N . Далее запишем выражения частных производных
потенциальной энергии U по обобщенным переменным:

∂U

∂pi
= k(pi − p0 cos((i− 1)ϕ) − q0 sin((i − 1)ϕ)) +

+
l

2
((1 − cos(2ϕ))(pi + pi−2) + sin(2ϕ)(qi − qi−2)) +

+
l

2
((1 − cos(2ϕ))(pi+2 + pi) + sin(2ϕ)(qi+2 − qi)) +

+
s

2
((1− cos(ϕ))(pi + pi−1) + sin(ϕ)(qi − qi−1)) +

+
s

2
((1− cos(ϕ))(pi+1 + pi) + sin(ϕ)(qi+1 − qi)),

∂U

∂qi
=

l sin(2ϕ)

l2
0

((1− cos(2ϕ))(pi + pi−2) + sin(2ϕ)(qi − qi−2))−

−
l sin(2ϕ)

l2
0

((1 − cos(2ϕ))(pi+2 + pi) + sin(2ϕ)(qi+2 − qi)) +

+
s sin(ϕ)

s2
0

((1− cos(ϕ))(pi + pi−1) + sin(ϕ)(qi − qi−1))−

−
s sin(ϕ)

s2
0

((1− cos(ϕ))(pi+1 + pi) + sin(ϕ)(qi+1 − qi)).

∂U

∂p0
= −

∑

i

k(pi − p0 cos((i− 1)ϕ) − q0 sin((i− 1)ϕ)) cos((i− 1)ϕ) =

= −kN
∑

i

pi cos((i− 1)ϕ) + p0
N

2
,

∂U

∂q0
= −

∑

i

k(pi − p0 cos((i− 1)ϕ) − q0 sin((i − 1)ϕ)) sin((i− 1)ϕ) =

= −kN
∑

i

pi sin((i− 1)ϕ) + q0
N

2
.

Частные производные диссипативной функции Релея:

∂R

∂ṗi
=

∂R

∂q̇i
= 0,

∂R

∂ṗ0
= δ(ṗ0 +Ωq0),

∂R

∂q̇0
= δ(q̇0 − Ωp0).
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Составим систему дифференциальных уравнений:

mip̈i − 2miΩq̇i +
l(1− cos(2ϕ))

2
(pi−2 + 2pi + pi+2) +

s(1− cos(ϕ))

2
(pi−1 + 2pi + pi+1) + kpi +

+
l sin(2ϕ)

2
(qi+2 − qi−2) +

s sin(ϕ)

2
(qi+1 − qi−1)− k cos((i− 1)ϕ)p0 − k sin((i− 1)ϕ)q0 = 0,

miq̈i + 2miΩṗi +
l sin(2ϕ)

2
(pi+2 + pi−2) +

s sin(ϕ)

2
(pi+1 + pi−1) +

+
l sin(2ϕ)2

l2
0

(qi+2 − qi−2) +
s sin(ϕ)2

s2
0

(qi+1 − qi−1) = 0, i = 1, . . . , N,

m0p̈0 − 2m0Ωq̇0 + δ(ṗ0 +Ωq0)− kN
∑

i

pi cos((i − 1)ϕ) + p0
N

2
= 0,

m0q̈0 + 2m0Ωṗ0 + δ(q̇0 − Ωp0)− kN
∑

i

pi sin((i− 1)ϕ) + q0
N

2
= 0.

Для исследования моделей ТВГ можно использовать метод Галеркина [25], колебание i-й
массы в радиальном направлении можно представить в виде ряда

pi(t) =
∑

j

ξj(t) · cos(j · (i− 1)ϕ) + ζj(t) · sin(j · (i− 1)ϕ).

В работающем приборе обычно в качестве рабочих колебаний выбирают вторую форму колеба-
ний j = 2. Если других форм колебаний не появляется, то

∑

i

pi cos((i − 1)ϕ) = 0,
∑

i

pi sin((i − 1)ϕ) = 0,

перемещение центральной массы не связано с перемещениями радиальных масс. Видно, что на
перемещение центральной массы будут влиять только перемещения pi по первой форме j = 1.
Первая форма может появляться за счет внутренних сил из-за дебалансов, когда есть зависи-
мость mi = m + ∆((i − 1)ϕ), i = 1, . . . , N . Если появляется перемещение центральной массы
вследствие появления первой формы колебаний из-за массового дефекта, то и в системе появ-
ляется рассеивание энергии. Соответственно, на появление конструкционного демпфирования
влияет появление первой формы колебаний радиальных масс из-за массового дефекта. Доброт-
ность и разнодобротность системы являются величинами, зависящими от параметров массового
дефекта. Для дальнейшего исследования следует воспользоваться методом осреднения Боголю-
бова по малому параметру, в качестве малого параметра следует взять максимум из параметров
массового дефекта, коэффициента демпфирования и максимально возможной угловой скорости.
Полученную систему дифференциальных уравнений в «медленных» переменных удобно будет
использовать для дальнейшего исследования конструкционного демпфирования.
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This article is concerned with the hemispherical resonator gyroscope, a device for measurement of the projec-
tion of the angular speed to a device axis. The basic element of the device is a resonator in which the effect of
inertness of standing waves is implemented. Various defects of materials and manufacturing techniques lead
to an interaction between the main working fluctuations and collateral deformations in the location of fasten-
ing, resulting in construction damping and hence in the drift of a standing wave. Problems of constructional
damping in the hemispherical resonator gyroscope and emergence of drift of a wave by means of modeling
in the form of a mechanical system are investigated. A mathematical model is derived using Lagrange’s
approach. A mechanical system is described in Cartesian coordinates in general form for the N + 1 mass. In
the mechanical system, the central weight models a fixing leg of the resonator. A more convenient coordinate
system for the description of the mechanical system is chosen. Calculations for obtaining a mathematical
model in the form of a system of differential equations are carried out. The resulting mathematical model is
analyzed. Avenues of further research on a construction damping and drift are described.
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