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В работе рассматривается краевая задача для нелинейного эволюционного уравнения в частных произ-
водных, приведенная в перенормированном виде. Данная краевая задача возникает в механике роторных
систем и описывает поперечные колебания вращающегося ротора постоянного сечения из вязкоупругого
материала, концы которого шарнирно закреплены. Изучен вопрос об устойчивости нулевого состояния
равновесия, найдено критическое значение скорости вращения ротора, при превышении которого возни-
кают незатухающие колебания. Найдены точные решения изучаемой краевой задачи в виде одномодовых
по пространственной переменной и периодической по времени функций. Выведены условия устойчивости
таких решений, а также в ряде случаев дан анализ условий устойчивости. В работе показано отсутствие
многомодовых периодических по времени решений. Проанализированы базовые, но важные с прикладной
точки зрения частные случаи данной нелинейной краевой задачи. Все результаты анализа нелинейной
краевой задачи носят аналитический характер. Их вывод опирается на качественную теорию бесконеч-
номерных динамических систем.
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В работе рассматривается задача о поперечных колебаниях ротора, возникающих под воз-
действием его собственного вращения с постоянной скоростью ω. Как правило, при анализе
задач о колебаниях ротора ω играет роль основного управляющего параметра. Его изменения
часто оказывают основное влияние на изучение динамики вращения. В монографии [1] изло-
жена феноменологическая теория, объясняющая с физической точки зрения этот механический
процесс. Согласно ей, что и наблюдается при экспериментах, существует некоторая скорость
вращения ωкр, превышение которой приводит к появлению незатухающих поперечных колеба-
ний. В теории упругой устойчивости (см. [1]) такие скорости принято, хотя и не обязательно,
называть критичными. Аналогичная терминология используется в теории динамических систем.

Обзор содержания некоторых работ содержится в §§ 3.1–3.3 третьей главы данной моно-
графии. В § 3.4 приведен вывод уравнения, описывающего колебания ротора, но в линейной
постановке (см. также работу [2]). Следует отметить, что по своей сути данная задача нели-
нейна. В работе [3] была предложена нелинейная модель данного механического явления. При
этом нелинейность была введена с учетом феноменологических представлений о сути данного
процесса.

В работах [4–7] были предложены варианты учета нелинейности в задачах упругой устойчи-
вости. Данные подходы и были использованы при выборе модели, изучаемой в данной работе.
Добавим, что в работах [8,9] была предложена идея о необходимости учета фактора внутреннего
(вязкого) трения при математическом моделировании процесса поперечных колебаний ротора.

В работе изучаются колебания ротора с нелинейностями, отличными от тех, которые были
введены в соответствующей модели из работы [3]. Рассматриваемый тип нелинейных слагае-
мых характерен для задач, имеющих определенную симметрию, что как раз характерно для
вращающегося ротора. Отметим, что в работах [10–16, 18] изучались близкие по постановке
задачи.

Ниже, в следующем разделе, рассмотрена уже математическая часть постановки задачи,
т. е. будут приведены уравнения в нормированном и, естественно, обезразмеренном виде. Более
детальное объяснение физических явлений можно найти в уже упомянутых работах.

https://doi.org/10.20537/vm190103
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Подчеркнем, что в работе не предполагается использование метода Галёркина для анали-
за соответствующей краевой задачи. В работе рассмотрен вариант краевых условий, который
предлагается в качестве основного в монографии В.В. Болотина [1].

В § 1 (постановка задачи) будет использована комплексная запись краевой задачи, т. е. рас-
смотрена функция u(t, x) = u1(t, x)+iu2(t, x), где u1(t, x), u2(t, x) — отклонения от первоначаль-
ной формы вдоль осей OY , OZ соответственно, а x — координата на оси OX, направленная
вдоль оси ротора. После перенормирования (введения безразмерных величин, см., например, [1])
можно считать, что данная величина равна 1, т. е. x ∈ [0, 1].

Далее используются стандартные для современной теории дифференциальных уравнений
с частными производными обозначения:

utt =
∂2u

∂t2
, ux =

∂u

∂x
и т. д.

§1. Постановка задачи

В работе будет рассмотрена нелинейная краевая задача

utt + (g1ut + g2ut,xxxx) + (1− iω)uxxxx = F (ux, uxx, utx), (1.1)

u(t, 0) = u(t, 1) = uxx(t, 0) = uxx(t, 1) = 0, (1.2)

где u = u1(t, x) + iu2(t, x) — комплекснозначная функция. В нашем случае считаем, что

F (ux, uxx, utx) = uxx

(
a1

∫ 1

0
|ux|2dx+ a2

d

dt

∫ 1

0
|ux|2dx

)
.

Наконец, g1, g2, a1, a2 — некоторые положительные (неотрицательные в некоторых частных
вариантах постановки задачи) постоянные. Основной параметр (управляющий параметр) — это
приведенная частота вращения вала ω. При ω = 0 имеем, естественно, невращающийся вал.
Подчеркнем, что, в принципе, возможен вариант g2 = 0, a2 = 0, что означает полный отказ от
учета вязких сил и анализ чисто упругой задачи. Поэтому с физической точки зрения вполне
естественно считать, что g2, a2 > 0, хотя данные значения могут быть и достаточно малыми
положительными постоянными. Впрочем, вполне естественно считать, что и остальные коэффи-
циенты не слишком велики, так как после стандартных перенормировок они пропорциональны
величине E−1, где E — модуль упругости.

Если краевую задачу (1.1), (1.2) дополнить до начально краевой, т. е. данную краевую задачу
дополнить начальными условиями

u(0, x) = f(x), ut(0, x) = g(x), (1.3)

где f(x) = f1(x) + if2(x), g(x) = g1(x) + ig2(x), то при f1(x), f2(x) ∈ W 4
2 [0, 1], а также

g1(x), g2(x) ∈ W 4
2 [0, 1] смешанная задача (1.1), (1.2), (1.3) локально корректно разрешима, т. е.

у нее существует единственное решение, если t ∈ [0, t0], t0 > 0 и при всех таких t функция
u(t, x) ∈ W 4

2 [0, 1]×W 4
2 [0, 1] [4,17,19,20]. Следовательно, решения смешанной задачи (1.1), (1.2),

(1.3) порождают локальный гладкий полупоток — динамическую систему в бесконечномерном
фазовом пространстве. В нашем случае это H4

2 x H4
2 .

Все это позволяет при анализе динамики решений использовать также методы теории дина-
мических систем, изучить устойчивость состояний равновесия, периодических решений.

§2. Анализ устойчивости нулевого состояния равновесия

Для этого рассмотрим линеаризованный вариант нелинейной краевой задачи (1.1), (1.2). Это
приводит к необходимости изучения следующей краевой задачи:
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utt + (g1ut + g2ut,xxxx) + (1− iω)uxxxx = 0, (2.1)

u(t, 0) = u(t, 1) = uxx(t, 0) = uxx(t, 1) = 0. (2.2)

Линейная краевая задача имеет нетривиальное решение вида u(t, x) = exp(λt)v(x), если
v(x) — нетривиальные решения краевой задачи для v(x), где v(x) = v(x, λ):

λ2v + λg1v + λg2v
(IV ) + (1− iω)v(IV ) = 0, (2.3)

v(0) = v(1) = v′′(0) = v′′(1) = 0. (2.4)

Нетривиальные решения вспомогательной краевой задачи (2.3), (2.4) можно искать в виде
v(x) = vn(x) = γ sin(πnx), где γ ∈ R, а счетный набор λn следует искать из квадратного
уравнения

λ2 +Gnλ+ Pn = 0, n = 1, 2, 3, (2.5)

где Gn = g1 + (πn)4g2, Pn = (1 − iω)(πn)4. Совокупность соответствующих корней характери-
стического уравнения (2.5) принято называть спектром устойчивости, так как в силу полноты
и ортогональности системы функций sin(πnx) на [0, 1] можно утверждать, что из выполнения
условий Reλn < 0, n ∈ N вытекает асимптотическая устойчивость решений линейной краевой
задачи (2.1), (2.2) и нулевого решения уже нелинейной краевой задачи (1.1), (1.2). При су-
ществовании такого n = n0, что Reλn > 0 можно сделать вывод о неустойчивости решений
линейной системы (2.1), (2.2) и неустойчивости нулевого решения краевой задачи (1.1), (1.2).

Пусть выполнены неравенства Reλn 6 0, n ∈ N, и вместе с этим существует по крайней мере
одно n = k, такое, что Reλk = 0. В таком случае в задаче об устойчивости нулевого решения
нелинейной краевой задачи (1.1), (1.2) реализуется критический случай.

Для анализа расположения корней характеристического уравнения (2.5) используем стан-
дартный алгебраический прием. Он позволяет свести уравнение с комплексными коэффици-
ентами к уравнению четвертой степени с действительными коэффициентами с последующим
использованием критерия Рауса–Гурвица. Для этого, как хорошо известно, следует рассмотреть
вспомогательное алгебраическое уравнение с комплексными коэффициентами λ2+Gnλ+Pn = 0,
а также новое характеристическое уравнение

(λ2 +Gnλ+ Pn)(λ
2 +Gnλ+ Pn) = 0, (2.6)

где Gn = Gn, Pn = (1 + iω)(πn)4. Очевидно, что неравенства Reλn < 0 выполнены (или не
выполнены) для уравнений (2.5) и (2.6) одновременно. В свою очередь, для анализа расположе-
ния корней уравнения (2.6) можно применить критерий Рауса–Гурвица. Для этого перепишем
левую часть уравнения в виде многочлена

Qn(λ) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4,

a1 = 2Gn, a2 = 2(πn)4 +G2
n, a3 = 2(πn)4Gn, a4 = PnPn.

Анализ расположения корней многочлена Qn(λ) с использованием критерия Рауса–Гурвица
приводит к утверждению.

Лемма 1. Нулевое решение нелинейной краевой задачи (1.1), (1.2) асимптотически устой-

чиво, если ω < ω∗, и теряет устойчивость, если ω > ω∗, где

ω∗ = minωn, ωn =
g1 + g2(πn)

4

(πn)2
, n = 1, 2, 3, . . . .
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Отметим, что последовательность ωn имеет наименьший элемент, так как при всех значени-
ях n справедливо неравенство ωn > 0, а также limn→∞ ωn = ∞.

Стандартные построения показывают, что номер наименьшего элемента ωk (ωk = min
n∈N

ωn)

равен или k0, или k0 + 1, где

k0 = entier

(
1

π
4

√
g1
g2

)
,

если, конечно, g2 > 0. При g2 = 0 наименьший элемент ωn не существует, так как ωn =
g1

(πn)2

и последовательность ωn убывает. Следовательно, при g2 = 0 решения краевой задачи (2.1),
(2.2) неустойчивы при любом значении ω > 0. Последнее противоречит физическому смыслу.
Впрочем, как нетрудно проверить, при g2 = 0 краевая задача (2.1), (2.2) некорректна в смысле
определения Ж. Адамара (см., например, [21]). Более содержателен случай, при котором g1 =
0, т. е. считать отсутствующим конструктивное демпфирование. Ясно, что это предположение
так же противоречит физическому смыслу, но с математической точки зрения получим вполне
корректную задачу. Добавим, что вариант, при котором g1 ≪ 1 вполне естествен с физической
точки зрения для роторов, используемых для практических целей. Обычно это достигается за
счет уменьшения конструктивного демпфирования.

Окончательный выбор k может быть сделан после сравнения элементов последовательности
ω1, ωk0 , ωk0+1. В особых вариантах не исключен случай, когда ωk = ωk+1. В последнем случае
соответствующий номер

k =
1 +

√
1 + β

2
, β =

1

π2

√
g1
g2

,

если, конечно, такое k будет целым. В иной форме при g1 = π4k2(k+1)2g2 получаем ωk = ωk+1.
В заключение этого раздела кратко опишем способ определения номера k. Для этого можно

рассмотреть сначала вспомогательную функцию (если, конечно, g1, g2 > 0):

Ψ(η) =
g1 + g2η

2

η
, Ψ(πn)2 = ωn

при η > 0. Данная функция обладает следующими свойствами:
1) Ψ(η) > 0 при всех η > 0;

2) имеет единственный минимум при η = ηmin =
1

π2

√
g1
g2

;

3) при η ∈ (0, ηmin) она убывает и возрастает при η ∈ (ηmin,∞).
Следовательно, номер k выбирается указанными выше способом. Добавим, что при g1 = 0

справедливо равенство ωn = g2(πn)
2, и, следовательно, нулевое решение краевой задачи устой-

чиво, если ω < ω1 = g2π
2 (minωn = ω1).

§3. Одномодовые периодические решения нелинейной краевой задачи

Возвратимся к анализу задачи в нелинейной постановке, т. е. к анализу краевой задачи (1.1),
(1.2). В данном разделе изучим вопрос о существовании у нее одномодовых решений вида

un(t, x) = ηn exp(iσnt) sin(πnx), (3.1)

где без нарушения общности можно считать, что ηn > 0. После подстановки решений (3.1)
в уравнение (1.1) получим уравнение для определения ηn, σn:

−σ2
n + iσn(g1 + (πn)4g2) + (1− iω)(πn)4 = −1

2
(πn)2a1η

2
n(πn)

2.

Последнее уравнение эквивалентно следующей системе алгебраических уравнений:

−σ2
n + (πn)4 = −a1

2
(πn)4η2n,
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σn(g1 + (πn)4g2) = ω(πn)4,

откуда следует, что

σn = ω
(πn)2

ωn

, η2n =
2

a1ω2
n

(ω2 − ω2
n), ω2

n =
(g1 + (πn)4g2)

2

(πn)4
.

Итак, решение с номером n существует, если выполняется неравенство ω2−ω2
n > 0 (ω > ωn).

Попытка построить двумодовое решение, т. е. решение вида

un,m(t, x) = ηn exp(iσnt) sin(πnx) + ηm exp(iσmt) sin(πmx),

где n,m ∈ N (без нарушения общности можно считать, что m > n), ηn, ηm ∈ C, ηn, ηm 6= 0,
приводит к системе двух комплексных уравнений

−σ2
n +Gniσn + (1− iω)(πn)4 = −a1

2
(πn)2((πn)2|ηn|2 + (πm)2|ηm|2),

−σ2
m +Gmiσm + (1− iω)(πm)4 = −a1

2
(πm)2((πn)2|ηn|2 + (πm)2|ηm|2),

которая не имеет решений.
Аналогичная ситуация имеет место и с решениями вида

u(t, x) =

p∑

k=1

ηk exp(iσkt) sin(πkx),

т. е. с p-модовыми решениями. Таких решений краевая задача также не имеет, если, конечно,
p > 2. Отметим также, что при достаточно больших ω (ω ≫ ω∗) может существовать достаточно
большое число одномодовых периодических решений.

Теорема 1. Пусть ωm > ω. Тогда нелинейная краевая задача (1.1), (1.2) имеет решение

вида

wm(t, x) = ηm exp(iσmt) sin(πmx).

§4. Анализ устойчивости одномодовых периодических решений

Предположим, что у краевой задачи (1.1), (1.2) существует одномодовое решение (3.1), т. е.
решение вида

um = vm(t, x) = ηm exp(iσmt) sin(πmx), m ∈ N,

где, естественно,

σm = ω
(πm)2

ωm

, η2m =
2

a1ω2
m

(ω2 − ω2
m), ω2

m =
(g1 + (πm)4g2)

2

(πm)4
, ω > ωm.

Для анализа устойчивости одномодового решения (3.1) целесообразно представить краевую
задачу (1.1), (1.2) в виде бесконечномерной системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний. Для этого представим u(t, x) в виде ряда

u(t, x) =

∞∑

k=1

uk(t) sin(πkx), uk(t) = 2

∫ 1

0
u(t, x) sin(kx)dx.

Подстановка ряда в краевую задачу (1.1), (1.2) приводит к следующей бесконечной системе
обыкновенных уравнений:

u′′k + u′k(g1 + (πk)4g2) + uk(1− iω)(πk)4 = −uk(πk)
2
(a1
2
S +

a2
2

d

dt
(S)

)
, (4.1)
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где S = S(t) =
∞∑
k=1

|uk|2(πk)2. При формировании уравнения с номером k была учтена ортого-

нальность функции sin(πkx), а также равенство Парсеваля, т. е.

∫ 1

0
|ux|2dx =

1

2

∞∑

n=1

|un|2(πn)2.

Сходимость ряда S(t) при всех t вытекает из принадлежности решения u(t, x) фазовому про-
странству решений, т. е. W 4

2 [0, 1] ×W 4
2 [0, 1].

Одномодовому решению vm(t, x) соответствует решение системы дифференциальных урав-
нений (4.1), для которого компонента с номером m имеет вид

um(t) = vm(t) = ηm exp(iσmt),

а остальные компоненты un(t) = 0 при n 6= m. В системе (4.1) положим

um(t) = vm(t)(1 + wm(t)),

un(t) = wn(t).
(4.2)

В результате замены (4.2) получим новую систему уравнений для последовательности
ωk(t), k ∈ N, у которой следует исследовать устойчивость нулевого решения. Для этой цели
следует рассмотреть линеаризованный ее вариант. После стандартных преобразований линеари-
зованную систему можно записать в виде

w′′

n + w′

nGn + wn[(1− iω)(πn)4 + (πn)2(πm)2ϕ2
m] = 0, n 6= m, (4.3)

w′′

m + w′

m(2iσm +Gm) + (πm)4
(
ϕ2
m(wm + wm) + bϕ2

m(w′

m + w′
m)

)
= 0, n = m, (4.4)

Gn = g1 + (πn)4g2, Gm = g1 + (πm)4g2, ϕ2
m =

1

ω2
m

(ω2 − ω2
m), b =

a2
a1

.

Сначала исследуем уравнение (4.4) (случай n = m). Для анализа устойчивости положим
wm = ym + izm и перепишем его в действительной форме:

y′′m + y′m(Gm + 2b(πm)4ϕ2
m) + ym(2(πm)4ϕ2

m)− 2σmz′m = 0,

z′′m + z′mGm + 2σmy′m = 0.

Далее, полагая, что ym = exp(λt)lm, а zm = exp(λt)pm, для λ получим систему алгеб-
раических уравнений для lm, pm, определитель которой равен нулю, т. е. характеристическое
уравнение

(λ2 + λGm)[λ2 + λ(Gm + 2b(πm)4ϕ2
m) + 2(πm)4ϕ2

m] + 4λ2σ2
m = 0.

Один из корней характеристического уравнения — λ1 = 0, а остальные его корни лежат
в левой полуплоскости, что проверяется при помощи критерия Рауса–Гурвица, примененного
к уравнению

λ3 + Smλ2 + Jmλ+ Lm = 0,

где
Sm = 2Gm + 2b(πm)4ϕ2

m, Lm = 2Gmϕ2
m(πm)4,

Jm = 2(πm)4ϕ2
m +Gm(Gm + 2b(πm)4ϕ2

m) + 4σ2
m.

Соответственно, в текущих обозначениях условие устойчивости будет выглядеть следующим
образом:

SmJm − Lm > 0,
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при условии, что Sm > 0, Jm > 0, Lm > 0, или же, вернувшись к первоначальной записи,

2Gm(πm)4ϕ2
m +Mm > 0,

где

Mm = 2G2
m(Gm + 2b(πm)4ϕ2

m) + 8Gmσ2
m +

+ 4b(πm)8ϕ4
m + 8b(πm)4ϕ2

mσ2
m + 2Gmb(Gm + 2b(πm)4ϕ2

m).

Следовательно, критерий Рауса–Гурвица выполнен для любого номера m (номера одномодо-
вого периодического решения), если, конечно, такое решение существует (ωm > ω∗).

Перейдем теперь к анализу устойчивости решений уравнений (4.3), т. е. уравнений с номе-
рами n 6= m. В уравнении положим wn = exp(λt)vn. Тогда, повторяя основные конструкции
из предыдущих разделов, вопрос об устойчивости решений дифференциальных уравнений (4.3)
сведется к анализу характеристического уравнения

λ4 + 2Gnλ
3 + λ2(G2

n + 2dm,n) + 2Gnλdm,n + (d2m,n + c2n) = 0,

где

dm,n = (πn)4 + (πm)2(πn)2ϕ2
m, cn = −ω(πn)4.

Проверка условий критерия Рауса–Гурвица может быть сведена к анализу неравенства

G2
ndm,n − c2n > 0.

Если вернуться к первоначальным обозначениям, то последнее неравенство выполнено, если
справедливо эквивалентное ему неравенство

ω2
n − ω2 + ω2

n

(
ϕ2
m

(m
n

)2
)

> 0, ω2
n =

Gn

(πn)4
,

или в симметричной форме

(
1− ω2

ω2
n

)
(πn)2 +

(
ω2

ω2
m

− 1

)
(πm)2 > 0. (4.5)

Теорема 2. Одномодовое решение

u(t, x) = ηm exp(iσmt) sin(πmx)

устойчиво, если при всех натуральных n выполнено неравенство (4.5).

С прикладной точки зрения неравенство (4.5) было бы полезно упростить, но в общем случае
это делать затруднительно, так как левая часть этого неравенства зависит от трех параметров —
g1, g2, n. Далее будет рассмотрен вопрос о следствиях из него в частных, но важных для прило-
жений, случаях.

§5. Частные случаи

Пусть выполнены неравенства ω1 < ω2 < ω3 < . . ., т. е. minωn = ω1 = ω∗. Рассмот-
рим вариант, при котором ω ∈ (ω1, ω2]. Тогда существует только одно автомодельное решение
u(t, x) = η1 exp(iσ1t) sin(πx). Тогда из неравенства (4.5) вытекает справедливость следующего
утверждения.

Следствие 1. Решение u1(t, x) = η1 exp(iσ1t) sin(πx) асимптотически устойчиво, если

ω ∈ (ω1, ω2].
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Справедливость этого утверждения очевидна, так как в такой ситуации справедливы два
неравенства:

1− ω2

ω2
n

> 0,
ω2

ω2
1

− 1 > 0,

если n = 2, 3, 4, . . ..
Аналогичное утверждение имеет место, если ω∗ = ωk при любом k. Тогда при ω ∈ (ωk, ω̃],

где ω̃ = min(ωk−1, ωk+1).
Рассмотрим более детально вопрос об устойчивости решения с номером m = 1. Неравен-

ство (4.5) можно переписать в следующей форме:

(πn)2 − π2 > ω2

(
(πn)2

ω2
n

− π2

ω2
1

)
.

Напомним, что ω2
n =

G2
n

(πn)4
. Положим γ = g1/g2π

4. Тогда Gn = g2π
4(γ+n4), и, следовательно,

последнее неравенство можно переписать в виде

n2 − 1 > ω2π4

(
n6

(g22π
8(γ + n4)2)

− 1

(g22π
8(γ + 1)2)

)
.

После элементарных преобразований получим неравенство

(n + 1)(γ + n4)2 > A2
(
(n4 + (1 + γ)n3 + γ)(γ(n2 + n+ 1)− n3)

)
, A2 =

ω2

g22π
4(1 + γ)2

.

В свою очередь, последнее неравенство заведомо выполнено, если γ <
8

7
, так как при таких γ

справедливо уже следующее неравенство:

γ(n2 + n+ 1)− n3
6 0

при всех натуральных значениях n.

Следствие 2. Решение u1(t, x) = η1 exp(iσ1t) sin(πx) асимптотически устойчиво, если вы-

полняется g1 6 8g2π
4/7.

Рассмотрим еще один частный случай, при котором g1 = 0. В этой ситуации решение с номе-
ром m существует, если ω2 > (πm)4g22 или ω > (πm)2g2. Анализ условий устойчивости приводит
к выводу, что решение с номером m = 1 всегда устойчиво (если существует, т. е. выполняется
неравенство ω > π2g2). Все остальные — неустойчивы.

§6. Заключение

В работе исследован вопрос об устойчивости нулевого решения краевой задачи, описываю-
щей поперечные колебания ротора. Показано, что незатухающие поперечные колебания ротора
возникают при превышении некоторой критической скорости ω∗. Найдены точные решения рас-
смотренной краевой задачи, описывающей такие незатухающие колебания. В частности, под-
тверждены с математической точки зрения физические представления А.Л. Кимбала о влиянии
внутреннего трения на характер колебаний ротора.
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We consider a boundary-value problem for the nonlinear evolution partial differential equation, given in
renormalized form. This problem appears in rotary system mechanics and describes the transverse vibrations
of the rotating rotor of a constant cross-section from a viscoelastic material whose ends are pivotally fixed.
The question of the stability of the zero equilibrium state is studied, the critical value of the rotor speed is
found, above which continuous oscillations occur. Exact solutions of the boundary-value problem are found
in the form of single-mode functions with respect to the spatial variable and functions periodic in time. The
stability conditions for such solutions are derived, and in some cases an analysis of the stability conditions
is given. The paper shows the absence of multimode time-periodic solutions. The basic and important (from
an applied point of view) particular cases of this nonlinear boundary-value problem are analyzed. All the
results of the analysis of a nonlinear boundary-value problem are analytical. Their conclusion is based on the
qualitative theory of infinite-dimensional dynamical systems.
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