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ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì è ðàçðûâíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿ-

æåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà äëÿ ìîäåëüíîãî íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ãèïåðáîëî-

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Â ïàðàáîëè÷åñêîé îáëàñòè óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äðîáíîé

äè��óçèè, â ãèïåðáîëè÷åñêîé � õàðàêòåðèñòè÷åñêè íàãðóæåííîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîý��èöèåíòû çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ìå-

òîäîì Òðèêîìè. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-

ãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ñëåäà èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà. Îäíîçíà÷íàÿ

ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïîñëå ðåøåíèÿ

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

äðîáíîé äè��óçèè â ïàðàáîëè÷åñêîé îáëàñòè è ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ â ãèïåðáîëè÷åñêîé. Âûïèñàíû �îðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé èññëåäóåìûõ çàäà÷ â ïàðà-

áîëè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé îáëàñòÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à, çàäà÷à ñî ñìåùåíèåì, íàãðóæåííîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå ñìå-

øàííîãî òèïà, ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, îïåðàòîð äðîáíîé äè��óçèè.
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Ââåäåíèå

Èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñî

ñìåùåíèåì, íà÷àëîñü â 1969 ãîäó ñ ðàáîòû À.Ì. Íàõóøåâà [1℄. Êàê îêàçàëîñü, íåëîêàëüíûå

çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ íàãðóæåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè [2℄. Òàêæå â [2℄ áû-

ëè ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ çàäà÷, èçó÷åíû íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ

íàãðóæåííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è äëÿ óðàâíåíèÿ Ôóðüå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ âåñüìà ý��åêòèâåí ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà ñâåäåíèè èõ ê ëîêàëüíûì çàäà÷àì äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ [3�5℄. Âåñüìà øèðîêèé

îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ñî ñìåùåíèåì ïðèâîäèòñÿ â ìîíîãðà�èè [6℄.

Èññëåäîâàíèþ ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. [3, 7℄

è áèáëèîãðà�èþ òàì). Òåîðèÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ïðîäîëæàåò èíòåíñèâíî ðàçâèâàòü-

ñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Îòìåòèì íåêîòîðûå ðàáîòû [8�19℄, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ëîêàëü-

íûå è íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî è ãèïåðáîëè-

÷åñêîãî òèïîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Â [8℄ èññëåäóþòñÿ êðàåâûå çàäà-

÷è äëÿ ìîäåëüíûõ íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà âòîðîãî ïîðÿä-

êà, êîãäà ëèíèÿ èçìåíåíèÿ òèïà ÿâëÿåòñÿ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé, è òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîãäà

ëèíèÿ èçìåíåíèÿ òèïà ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé. Â [9℄ èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðå-

øèìîñòü àíàëîãîâ çàäà÷è Äàðáó è êðàåâûõ çàäà÷ òèïà çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ íàãðóæåííî-

ãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì è ïàðàáîëî-

ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñîîòâåòñòâåííî. Â [10℄ äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî

òèïà èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ îáîáùåííûìè îïåðàòîðàìè

äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ â êðàåâîì óñëîâèè. Â [11℄ èññëåäîâàíà ïåðâàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Ëàâðåíòüåâà�Áèöàäçå â ïðÿìîóãîëüíîé îá-

ëàñòè. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé

http://dx.doi.org/10.20537/vm180108
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çàäà÷è, ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåé

îäíîìåðíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îò ãðàíè÷íûõ

�óíêöèé. Â [12℄ äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ íàãðóæåííûìè

ñëàãàåìûìè óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è â ïðÿ-

ìîóãîëüíîé îáëàñòè. �åøåíèÿ ïîñòðîåíû â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ñîîò-

âåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â [13℄ äëÿ ïðåäëîæåííûõ â êà÷åñòâå

ìîäåëåé íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà êàê ñ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì, òàê è ñ íåõàðàêòåðèñòè÷åñêèì èçìåíåíèåì òèïà óðàâíåíèé èññëåäîâàíû êðàåâûå

çàäà÷è, âûïèñàíû ðåøåíèÿ çàäà÷ â ÿâíîì âèäå. Â ðàáîòå [14℄ äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàç-

ðåøèìîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåííîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Â [15℄ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ðàçðûâíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ äëÿ íàãðóæåííîãî

ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî è èíòåãðàëüíîé íàãðóç-

êîé. Â ðàáîòå [16℄ èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñ äàííûìè íà îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê äëÿ íàãðóæåííî-

ãî âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì �åëëåðñòåäòà â ãëàâíîé ÷àñòè

è íàãðóçêîé íà ëèíèè âûðîæäåíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè îáëàñòè. Â [17℄ äëÿ íàãðóæåííîãî

óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà èññëåäîâàíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûì

óñëîâèåì â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè. Â [18℄ äîêàçàí ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêè

íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îáùåãî âèäà, íà åãî îñíîâå â [19℄

èññëåäîâàí àíàëîã çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ íàãðóæåííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåí-

òàìè.

Îòìåòèì òàêæå íåêîòîðûå ðàáîòû, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ íåëîêàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíå-

íèé, ñîäåðæàùèõ îïåðàòîð äðîáíîé äè��óçèè. Â [20℄ áûëè èññëåäîâàíû ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

è çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, àíàëîãè çàäà-

÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì äðîáíîé äè��óçèè

â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ è äëÿ óðàâíåíèé ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ äðîáíîé ïðîèç-

âîäíîé âòîðîãî ðîäà. Â [21℄ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà, ñîäåðæàùå-

ãî óðàâíåíèå äè��óçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâàíà â áåñêîíå÷íîé îáëàñòè íåëîêàëüíàÿ

çàäà÷à ñ ðàçðûâíûìè óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ. Â [22℄ èññëåäîâàíû ñìåøàííûå êðàåâûå çàäà-

÷è â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè äëÿ íàãðóæåííîãî äè��óçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé. Â [23℄ äëÿ ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

�èìàíà�Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ îáîáùåííûì îïåðàòîðîì

äðîáíîãî èíòåãðî-äè��åðåíöèðîâàíèÿ â êðàåâîì óñëîâèè.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñî ñìåùåíèåì äëÿ ìîäåëüíîãî íàãðóæåííî-

ãî [3℄ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ãèïåðáîëî-ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì äðîáíîé äè��óçèè.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

{
uxx −Dα

0yu = 0, y > 0,

uxx − uyy + µ1(x− y)u(x− y, 0) + µ2(x+ y)u(x+ y, 0) = 0, y < 0,
(1)

â îáëàñòè Ω = Ω+ ∪ Ω−
, ãäå Ω+ = {(x, y) : 0 < x < 1, y > 0}, Ω−

� îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ

õàðàêòåðèñòèêàìè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ AC : x+ y = 0, BC : x − y = 1 ïðè y < 0 è îòðåç-

êîì [0, 1] ïðÿìîé y = 0, 0 < α < 1, Dα
axϕ(t) � îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ

�èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ñ íà÷àëîì â òî÷êå a è ñ êîíöîì â òî÷êå x [24, ñ. 9℄:

Dα
axϕ(t) =





sign(x− a)

Γ(−α)

∫ x

a

ϕ(t) dt

|x− t|α+1
, α < 0,

ϕ(x), α = 0,

sign[α]+1(x− a)
∂[α]+1

∂x[α]+1
Dα−[α]−1

ax ϕ(t) α > 0,

ãäå [α] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó [α] 6 α < [α] + 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç J èíòåðâàë 0 < x < 1 ïðÿìîé y = 0, à ÷åðåç θ0(x) =
(
x
2 ,−

x
2

)
,

θ1(x) =
(
x+1
2 , x−1

2

)
� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âûõîäÿùèõ èç òî÷-

êè (x, 0), ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω áóäåì ïîíèìàòü

�óíêöèþ u = u(x, y) èç êëàññà y1−αu ∈ C(Ω
+
), y1−α(y1−αu)y ∈ C(Ω+ ∪ J), uxx ∈ C(Ω+),

u ∈ C(Ω
−

) ∩ C2(Ω−), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â Ω+ ∪ Ω−
.

� 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à N1. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèÿì

u(0, y) = ϕ0(y), u(1, y) = ϕ1(y), y > 0, (2)

au[θ0(x)] + bu[θ1(x)] = ψ1(x), 0 6 x 6 1. (3)

Êðîìå òîãî, íà ëèíèè y = 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ:

lim
y→0+

y1−αu(x, y) = lim
y→0−

u(x, y), (4)

lim
y→0+

y1−α
(
y1−αu(x, y)

)
y
= lim

y→0−
uy(x, y), (5)

ãäå ϕ0(y), ϕ1(y), ψ1(x) � çàäàííûå �óíêöèè, a, b � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,

a2 + b2 6= 0.
Çàäà÷à N2. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (2) è óñëîâèþ

a
d

dx
u[θ0(x)] + b

d

dx
u[θ1(x)] = ψ2(x), 0 < x < 1, (6)

íà ëèíèè y = 0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (4), (5), ψ2(x) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, a, b �
çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì a2 + b2 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè b = 0 çàäà÷à N1 ïåðåõîäèò â àíàëîã çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ (1),

èññëåäîâàííûé â îáëàñòè Ω â ðàáîòå [20, ñ. 55℄ äëÿ ñëó÷àÿ µi = 0, i = 1, 2.

� 2. Çàäà÷à N1

Òåîðåìà 1. Åñëè çàäàíû �óíêöèè y1−αϕ0(y), y
1−αϕ1(y) ∈ C(Ω

+
), ψ1(x) ∈ C

1[0, 1]∩C2]0, 1[,
µ1(x), µ2(x) ∈ C[0, 1] ∩ C1]0, 1[ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ab 6 0, µ1(x) > 0, µ2(x) > 0, µ′1(x) 6 0, µ′2(x) > 0,

ïðè÷åì

a2 lim
y→0+

y1−αϕ0(y)− b2 lim
y→0+

y1−αϕ1(y) = aψ1(0)− bψ1(1), (7)

òî çàäà÷à N1 èìååò ðåøåíèå (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è N1.

Îáîçíà÷èì

τ(x) = lim
y→0+

y1−αu(x, y), x ∈ J, (8)

ν(x) = lim
y→0+

y1−α
(
y1−αu(x, y)

)
y
, x ∈ J,
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à èç óñëîâèé çàäà÷è ïîëó÷èì

τ(0) = lim
y→0+

y1−αϕ0(y) = ψ1(0), τ(1) = lim
y→0+

y1−αϕ1(y) = ϕ̃1. (9)

Â ðàáîòå [20, ñ. 48℄ �óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó τ(x) è ν(x) äëÿ óðàâíåíèÿ (1),

ïðèíåñåííîå èç ïàðàáîëè÷åñêîé îáëàñòè Ω+
, ïîëó÷åíî â âèäå

ν(x) =
1

Γ(α+ 1)
τ ′′(x). (10)

Åñëè µi(x) ∈ C[0, 1], i = 1, 2, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω−

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(x, y) =
τ(x+ y) + τ(x− y)

2
−

1

2

∫ x−y

x+y

ν(ξ) dξ +

+
1

2

∫ 0

y

∫ x−y+η

x+y−η

µ1(ξ − η)τ(ξ − η) + µ2(ξ + η)τ(ξ + η) dξ dη. (11)

Óäîâëåòâîðÿÿ (11), óñëîâèþ (3) è äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷èâøååñÿ òîæäåñòâî, èìååì

(a+ b)τ ′(x) +
1

2

[
axµ1(x)− b(1− x)µ2(x)

]
τ(x) +

+
a

2

∫ x

0
µ2(ξ)τ(ξ) dξ −

b

2

∫ 1

x

µ1(ξ)τ(ξ) dξ − (a− b)ν(x) = 2ψ′

1(x), (12)

ïðè÷åì èç óñëîâèÿ çàäà÷è N1 a
2 + b2 6= 0 è óñëîâèÿ òåîðåìû 1 ab 6 0 ñëåäóåò, ÷òî a 6= b.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è N1. Ïóñòü ϕ0(y) ≡ ϕ1(y) = 0, ψ1(x) = 0. Òîãäà
τ(0) = 0, τ(1) = ϕ̃1 = 0. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óìíîæàÿ (10) íà �óíêöèþ τ(x) è èíòåãðèðóÿ îò 0 äî 1,
ïîëó÷èì

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ =

1

Γ(1 + α)

∫ 1

0
τ(ξ)τ ′′(ξ)2 dξ = −

1

Γ(1 + α)

∫ 1

0
[τ ′(ξ)]2 dξ 6 0. (13)

Âûðàæàÿ ν(x) èç (12) è ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ ïðè ψ1(x) ≡ 0, ïîëó÷èì

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ =

∫ 1

0
τ(ξ)

{
a+ b

a− b
τ ′(ξ) +

1

2(a− b)

[
aξµ1(ξ)− b(1− ξ)µ2(ξ)

]
τ(ξ) +

+
a

2(a− b)

∫ ξ

0
µ2(t)τ(t) dt −

b

2(a− b)

∫ 1

ξ

µ1(t)τ(t) dt

}
dξ. (14)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∫ 1

0
τ(ξ)τ ′(ξ) dξ =

∫ 1

0
[τ2(ξ)]′ dξ = τ2(1) − τ2(0) = 0,

∫ 1

0
τ(ξ)

∫ ξ

0
µ2(t)τ(t) dt dξ =

∫ 1

0
µ2(t)τ(t)

∫ 1

t

τ(ξ) dξ dt = −
1

2

∫ 1

0
µ2(t)

[(∫ 1

t

τ(ξ) dξ

)2]′
dt =

=
1

2
µ2(0)

(∫ 1

0
τ(ξ) dξ

)2

+
1

2

∫ 1

0
µ′2(t)

(∫ 1

t

τ(ξ) dξ

)2

dt,

∫ 1

0
τ(ξ)

∫ 1

ξ

µ1(t)τ(t) dt dξ =

∫ 1

0
µ1(t)τ(t)

∫ t

0
τ(ξ) dξ dt =

1

2

∫ 1

0
µ1(t)

[(∫ t

0
τ(ξ) dξ

)2]′
dt =
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=
1

2
µ1(1)

(∫ 1

0
τ(ξ) dξ

)2

−
1

2

∫ 1

0
µ′1(t)

(∫ t

0
τ(ξ) dξ

)2

dt,

èíòåãðàë (14) ïðèìåò âèä

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ =

a

2(a− b)

∫ 1

0
ξµ1(ξ)τ

2(ξ) dξ −
b

2(a− b)

∫ 1

0
(1− ξ)µ2(ξ)τ

2(ξ) dξ +

+
a

4(a− b)

[
µ2(0)

(∫ 1

0
τ(ξ) dξ

)2

+

∫ 1

0
µ′2(t)

(∫ 1

t

τ(ξ) dξ

)2

dt

]
−

−
b

4(a− b)

[
µ1(1)

(∫ 1

0
τ(ξ) dξ

)2

−

∫ 1

0
µ′1(t)

(∫ t

0
τ(ξ) dξ

)2

dt

]
. (15)

Òàê êàê èç óñëîâèÿ ab 6 0 ñëåäóåò, ÷òî

a

a− b
> 0,

b

a− b
6 0, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

òåîðåìû 1 íà �óíêöèè µi(x), i = 1, 2, èç (15) ïîëó÷àåì

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ > 0.

Îòñþäà è èç (13) çàêëþ÷àåì, ÷òî

∫ 1

0
τ(ξ)ν(ξ) dξ = 0.Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü (13) ðàâíà íóëþ,

ïîëó÷èì, ÷òî τ(x) = const, îòêóäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî τ(0) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî τ(x) ≡ 0, à èç (10)

ïîëó÷èì, ÷òî è ν(x) ≡ 0. Îòñþäà è èç �îðìóëû (12) çàêëþ÷àåì, ÷òî u(x, y) ≡ 0 â îáëàñòè Ω−
.

Â îáëàñòè æå Ω+
ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (2), (8) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàåòñÿ �îð-

ìóëîé [25℄

u(x, y) =

∫ y

0

∂G

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

ϕ0(η) dη −

∫ y

0

∂G

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

ϕ1(η) dη +

∫ 1

0
G(x, y; ξ, 0)τ(ξ) dξ, (16)

ãäå

G = G(x, y; ξ, η) =
Γ(α)

2
(y − η)δ−1

∞∑

n=−∞

[
e1,δ1,δ

(
−

|x− ξ + 2n|

(y − η)δ

)]
−

[
e1,δ1,δ

(
−

|x+ ξ + 2n|

(y − η)δ

)]
,

δ = α/2, ec,da,b =

∞∑

k=0

zk

Γ(c+ ka)Γ(d− bk)
� �óíêöèÿ �àéòà, a > b [25℄. Èç �îðìóëû (16) ñëåäóåò,

÷òî ïðè ϕ0(y) = ϕ1(y) = τ(x) ≡ 0 è â îáëàñòè Ω+ u(x, y) ≡ 0. Èç òîãî, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷å N1, èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, çàêëþ÷àåì åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è N1 â îáëàñòè Ω.
Äîêàæåì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïîäñòàâëÿÿ ν(x) èç (10) â (12), ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

τ ′′(x)− pτ ′(x) = g(x), (17)

ãäå

p =
a+ b

a− b
Γ(α+ 1), g(x) = q(x)τ(x) + r(x), q(x) =

Γ(α+ 1)

2(a − b)

(
axµ1(x) + b(1− x)µ2(x)

)
,

r(x) =
aΓ(α+ 1)

2(a− b)

∫ x

0
µ2(ξ)τ(ξ) dξ −

bΓ(α+ 1)

2(a− b)

∫ 1

x

µ1(ξ)τ(ξ) dξ −
2Γ(α+ 1)

a− b
ψ′

1(x).

�åøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (9) äëÿ óðàâíåíèÿ (17) ïðåäñòàâèìî â âèäå

τ(x) =
1

p

∫ 1

0
G1(x, ξ)g(ξ) dξ +G1ξ(x, 1)ϕ̃1 −G1ξ(x, 0)ψ1(0), (18)
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ãäå G1(x, ξ) � �óíêöèÿ �ðèíà:

G1(x, ξ) =





(epx − ep)(1− e−pξ)

ep − 1
, 0 6 ξ 6 x,

(epx − 1)(1− ep(1−ξ))

ep − 1
, x 6 ξ 6 1,

G1ξ(x, 1) =
epx − 1

ep − 1
, G1ξ(x, 0) =

epx − ep

ep − 1
.

Ïîäñòàâëÿÿ g(x) â (18), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

τ(x) +

∫ 1

0
K(x, ξ)τ(ξ)d ξ = f(x),

ãäå

K(x, ξ) =
bµ1(ξ)

2(a+ b)

∫ ξ

0
G1(x, t) dt −

aµ2(ξ)

2(a+ b)

∫ 1

ξ

G1(x, t) dt −
1

p
G1(x, ξ)q(ξ),

f(x) = G1ξ(x, 1)ϕ̃1 −G1ξ(x, 0)ψ1(0)−
2

a+ b

∫ 1

0
G1(x, ξ)ψ

′

1(ξ) dξ.

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ �óíêöèé µ1(x), µ2(x), ψ1(x) è G1(x, ξ) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíå-
íèå åñòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, áåçóñëîâíàÿ ðàçðåøèìîñòü êîòî-

ðîãî ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è N1, ïðè÷åì τ(x) ∈ C[0, 1]∪C2]0, 1[. Äàëåå ν(x)
íàõîäèì èç (12), ïðè÷åì ν(x) ∈ C1]0, 1[.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ �óíêöèé τ(x) è ν(x) çàäà÷àN1 ðåøàåòñÿ â Ω
+
êàê ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

äëÿ óðàâíåíèÿ äðîáíîé äè��óçèè ïî �îðìóëå (16) [25℄, à â Ω−
ðåøåíèå çàäàåòñÿ �îðìóëîé (11).

Èç óñëîâèÿ (7) òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (4), (5).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

� 3. Çàäà÷à N2

Äëÿ çàäà÷è N2 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Åñëè çàäàíû �óíêöèè y1−αϕ0(y), y
1−αϕ1(y) ∈ C(Ω

+
), ψ2(x) ∈ C[0, 1]∩C1]0, 1[,

µ1(x), µ2(x) ∈ C[0, 1] ∩ C1]0, 1[ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ab 6 0, µ1(x) > 0, µ2(x) > 0, µ′1(x) 6 0, µ′2(x) > 0,

òî çàäà÷à N2 èìååò ðåøåíèå (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïàðàáîëè÷åñêîé îáëàñòè Ω+
�óíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó �óíêöèÿìè τ(x) è ν(x) äëÿ çàäà÷è N2 áóäåò çàäàâàòüñÿ �îðìóëîé (10).

Èç Ω−
, óäîâëåòâîðÿÿ (11), óñëîâèþ (6), ïîëó÷èì

(a+ b)τ ′(x) +
1

2

[
axµ1(x)− b(1− x)µ2(x)

]
τ(x) +

+
a

2

∫ x

0
µ2(ξ)τ(ξ) dξ −

b

2

∫ 1

x

µ1(ξ)τ(ξ) dξ − (a− b)ν(x) = 2ψ2(x), (19)

ïðè÷åì èç óñëîâèÿ çàäà÷è N2 a
2 + b2 6= 0 è óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ab 6 0 ñëåäóåò, ÷òî a 6= b.

Òàêèì îáðàçîì, (19) ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (12) (çà èñêëþ÷åíèåì ïðàâîé ÷àñòè). Ñëå-

äîâàòåëüíî, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2. �
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The paper deals with non-lo
al boundary-value problems with shift and dis
ontinuous 
onjugation 
onditions

in the line of type 
hanging for a model loaded hyperboli
-paraboli
 type equation. The paraboli
 domain

presents a fra
tional di�usion equation while the hyperboli
 one presents a 
hara
teristi
ally loaded wave

equation. The uniqueness of the solution to the 
onsidered problems under 
ertain 
onditions on the 
oe�-


ients is proved by the Tri
omi method. The existen
e of the solution involves solving the Fredholm integral

equation of the se
ond kind with respe
t to the tra
e of the sought solution in the line of type 
hanging. The

unique solvability of the integral equation implies the uniqueness of the solution to the problems. On
e the

integral equation is solved, the solution to the problems is redu
ed to solving the �rst boundary value problem

for the fra
tional di�usion equation in the paraboli
 domain and the Cau
hy problem for the inhomogeneous

wave equation in the hyperboli
 one. In addition, representation formulas are written out for solving the

problems under study in the paraboli
 and hyperboli
 domains.
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