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Îïðåäåëåíà êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé êàê îáîáùåíèå ïñåâäîðèìàíîâà ïðîñòðàí-

ñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Âû÷èñëåíà ìàòðèöà êðèâèçíû òàêîé ñâÿçíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî íà ìíîãîîáðà-

çèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé èìååòñÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñ íóëåâîé ìàòðèöåé

êðèâèçíû. Äàíî îïðåäåëåíèå ïåðåíîðìèðóåìîãî ñêàëÿðà è äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðåíîðìèðóåìûõ

ñêàëÿðîâ íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè, ãäå ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå åäèíèöû. Äîêàçàíî:

1) ñóùåñòâîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ íóëåâîé ìàòðèöåé êðèâèçíû êîí�îðìíîé

ñâÿçíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíîé, îòðèöàòåëüíîé è çíàêîïåðåìåííîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé; 2) ñóùåñòâîâàíèå

íà ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ãëîáàëüíîé êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêè; 3) íà ãèïåð-

ïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðîâàííàÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü íå ìîæåò áûòü ñ íåíó-

ëåâîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîîáðàçèå êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè, ìàòðèöà ñâÿçíîñòè, ìàòðèöà êðèâèçíû ñâÿçíî-

ñòè, êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð, êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé

êðèâèçíîé, ðàçáèåíèå åäèíèöû, êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà.
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Ââåäåíèå

Ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé óãëîâîé ìåòðèêîé áûëè

ââåäåíû Êàðòàíîì [1℄. Â ñòàòüå [2℄ äàåòñÿ àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿMn

êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ óãëîâîé ìåòðèêîé ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû s. Íà êàæäîé êàðòå Uα

íåêîòîðîãî àòëàñà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîëæíà áûòü çàäàíà ìàòðèöà ñâÿçíîñòè

Ωα =



ω0
0 ω0

j 0

ωi ωi
j −ηikω0

k

0 −ηjkωk −ω0
0


, ηikω

k
j + ηjkω

k
i = 0, i, j, k = 1, 2, . . . , n, (0.1)

ðàçìåðíîñòè (n + 2) × (n + 2), ñîñòîÿùàÿ èç ãëàäêèõ 1-�îðì; ηij � òåíçîð óãëîâîé ìåòðè-

êè ηijω
iωj

,

ηii = ±1, ηij = 0 ïðè i 6= j, (0.2)

à ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ηii ðàâíà s. Ôîðìû ωi

ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ìû äëÿ óäîáñòâà îïóñêàåì èíäåêñ 0 â �îðìàõ ωi
0). Íà ïåðåñå÷åíèè

êàðò Uα ∩ Uβ 6= ∅ ìàòðèöû ñâÿçíîñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

Ωβ = (hαβ)
−1 dhαβ + (hαβ)

−1Ωαhαβ , (0.3)

ãäå hαβ � ìàòðèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïå Hn,s, ÿâëÿþùåéñÿ ïîäãðóïïîé ñòà-

öèîíàðíîñòè êîí�îðìíîé ãðóïïû Cn,s. Êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ñâîèìè ïîä-
ãðóïïàìè:

1) êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåíîðìèðîâêè îò îäíîãî ïàðàìåòðà λ, ñîñòîÿ-
ùåé èç ìàòðèö âèäà

p =



λ 0 0
0 δij 0

0 0 1
λ


 ,

(
δij
)
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; (0.4)

http://dx.doi.org/10.20537/vm180103


Êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé 23

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 1

2) êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé íîðìàëèçàöèè îò n ïàðàìåòðîâ λi, ñîñòîÿùåé èç

ìàòðèö âèäà

q =



1 λj −1

2η
klλkλl

0 δij −ηikλk
0 0 1


; (0.5)

3) ãðóïïîé η-îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò

n(n−1)
2 ïàðàìåòðîâ λij, ñîñòîÿùåé èç ìàòðèö

âèäà

l =



1 0 0
0 λij 0

0 0 1


, ηijλ

i
mλ

j
k = ηmk. (0.6)

Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû

pl = lp, pq = q̃p, lq = q′l,

ãäå q̃ � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìàëèçàöèè ñ ïàðàìåòðàìè λλi, à q
′
� ìàòðèöà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ íîðìàëèçàöèè ñ ïàðàìåòðàìè

(
λ−1

)k
j
λk, ãäå

(
λ−1

)k
j
� êîìïîíåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé

ê

(
λkj

)
. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà h ∈ Hn,s ïðîèçâîëüíîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå h = plq. Îòñþäà

h =



λ λλj −1

2λη
klλkλl

0 λij −λipηpkλk
0 0 1

λ


, h−1 =




1
λ

−λk
(
λ−1

)k
j

−1
2λη

klλkλl

0
(
λ−1

)i
j

ληikλk
0 0 λ


. (0.7)

Ïàðàìåòð λ = λ (h) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè p ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìàòðèöû h, ñòî-
ÿùèì â ëåâîì âåðõíåì óãëó. Äëÿ ëþáûõ h1, h2 ∈ Hn,s ñïðàâåäëèâà �îðìóëà λ (h1h2) =
= λ (h1)λ (h2).

Íà êàæäîé êàðòå Uα ìàòðèöà ñâÿçíîñòè Ωα îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðî-

âî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ h ∈ Hn,s. Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå h èçìåíÿåò åå ïî çàêîíó,

àíàëîãè÷íîìó (0.3): Ω̃α = h−1dh + h−1Ωαh. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåíîðìèðîâêè (0.4)

ïðåâðàùàåò Ωα èç (0.1) â

Ω̃α =



ω0
0 +

dλ
λ

1
λ
ω0
j 0

λωi ωi
j − 1

λ
ηikω0

k

0 −ληjkωk −ω0
0 − dλ

λ


. (0.8)

Åñëè îñòàâèòü ìàòðèöû ñâÿçíîñòè Ωβ íåèçìåííûìè íà âñåõ îñòàëüíûõ êàðòàõ Uβ∩ Uα 6= ∅, òî

äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (0.3) íåîáõîäèìî âçÿòü h̃αβ = hαβh
−1.

Ìàòðèöà êðèâèçíû ñâÿçíîñòè íà êàðòå Uα ñîñòîèò èç âíåøíèõ 2-�îðì è èìååò âèä

Φα ≡ dΩα +Ωα ∧ Ωα =



Φ0
0 Φ0

j 0

Φi Φi
j −ηikΦ0

k

0 −ηjkΦk −Φ0
0


, ηikΦ

k
j + ηjkΦ

k
i = 0. (0.9)

Åñëè íà êàæäîé êàðòå âûïîëíÿåòñÿ Φi = 0, ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî áåç êðó÷åíèÿ. Â òàêîì

ïðîñòðàíñòâå ìû îáîçíà÷àåì

Φi
j ≡

1

2
Φi
jklω

k ∧ ωl, Φi
jkl = −Φi

jlk, ηipΦ
p
jkl ≡ Φijkl, Φ0

0 ≡
1

2
Φ0
0klω

k ∧ ωl. (0.10)
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Ìàòðèöà Φα ïîä äåéñòâèåì êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ h ∈ Hn,s èçìåíÿåòñÿ ïî çàêî-

íó Φ̃α = h−1Φαh. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå (0.4) ïðåâðàùàåò Φα â

Φ̃α =




Φ0
0

1
λ
Φ0
j 0

λΦi Φi
j − 1

λ
ηikΦ0

k

0 −ληjkΦk −Φ0
0


. (0.11)

Â [3, ñ. 401℄ ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå îñíîâíîãî òåíçîðà Φijkl íà èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèÿ íîðìàëèçàöèè ñëàãàåìûå â 4-ïðîñòðàíñòâå áåç êðó÷åíèÿ. Â [2℄ ýòà �îðìóëà

áûëà îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n:

Φijkl = Cijkl −
1

n− 2
ηij ◦ Ekl −

1

2
ηij ◦ Φ0

0kl −
F

2n (n− 1)
ηij ◦ ηkl. (0.12)

Çäåñü êðóæêîì ◦ îáîçíà÷åíî ïðîèçâåäåíèå Êóëêàðíè�Íîìèäçó äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äâàæäû

êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ

aij ◦ bkp ≡ aikbjp − aipbjk + ajpbik − ajkbip, (0.13)

Cijkl � òåíçîð Âåéëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû óãëîâîé ìåòðèêè ηijω
iωj

; îñòàëüíûå âåëè÷èíû âû-

ðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíîé òåíçîð Φijkl:

F ≡ ηilηjkΦijkl, Φjk ≡ ηilΦijkl, Eij =
1

2
(Φij +Φji)−

1

n
Fηij , Φ0

0ij =
Φij − Φji

n− 2
. (0.14)

Ôóíêöèÿ F ïðè çàìåíå êîîðäèíàò èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ñêàëÿðà. Êàê âèäíî èç (0.11) è (0.8),

ïðè ïåðåíîðìèðîâêå (0.4) 2-�îðìû Φi
j íå ìåíÿþòñÿ, à ω̃

i = λωi
, ïîýòîìó òåíçîð Φi

jkl èç (0.10),

òàê æå, êàê è Φijkl, ïðè ïåðåíîðìèðîâêå óìíîæàåòñÿ íà

1
λ2 . Ñëåäîâàòåëüíî, è �óíêöèÿ F,

îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç Φijkl, èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó F̃ = 1
λ2F. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ïðå-

îáðàçîâàíèÿõ (0.5) è (0.6) F íå èçìåíÿåòñÿ (âñå �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèé êîìïîíåíò Ωα è Φα

ïðèâåäåíû â [4, ñ. 182�183℄. Êðîìå òîãî, íà ïåðåñå÷åíèè Uα ∩Uβ 6= ∅ äâóõ êàðò àòëàñà, ñ ïîìî-

ùüþ êîòîðîãî çàäàíà êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, �óíêöèè Fα è Fβ íà ýòèõ êàðòàõ

ñâÿçàíû �îðìóëîé

Fβ

(
u1β
(
uiα
)
, . . . , unβ

(
uiα
))

=
1

λ2 (hαβ)
Fα

(
u1α, . . . , u

n
α

)
,

ãäå hαβ � ìàòðèöà êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, óêàçàííîãî â (0.3), λ (hαβ)� ëåâûé âåðõíèé

ýëåìåíò ìàòðèöû hαβ , à u
i
α è uiβ � êîîðäèíàòû íà Uα è Uβ.

Åñëè íà êàæäîé êàðòå Uα çàäàíà ãëàäêàÿ �óíêöèÿ Kα ñ òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, êàê

è ó �óíêöèé Fα èç ñåìåéñòâà {Fα}:

K̃α =
1

λ2
Kα, Kβ

(
u1β
(
uiα
)
, . . . , unβ

(
uiα
))

=
1

λ2 (hαβ)
Kα

(
u1α, . . . , u

n
α

)
, (0.15)

ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî {Kα} åñòü ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð. Â ÷àñòíîñòè, ñåìåé-

ñòâî {Fα} áóäåì íàçûâàòü ãëàâíûì ïåðåíîðìèðóåìûì ñêàëÿðîì. Åñëè r ∈ R, òî âìåñòå ñ {Kα}
ñåìåéñòâî {rKα} òîæå áóäåò ïåðåíîðìèðóåìûì ñêàëÿðîì. Åñëè �óíêöèÿ Kα çíàêîïîñòîÿííà

íà êàðòå Uα äëÿ êàæäîãî α, òî íà ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè Mn â ñèëó (0.15) ýòîò çíàê áóäåò îäèí

è òîò æå äëÿ âñåõ êàðò. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Kα}
çíàêîïîñòîÿííûé (ïîëîæèòåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé èëè íóëåâîé).

Îáðàùåíèå â íóëü ëþáûõ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ (0.12) ïðèâîäèò ê ñïåöèàëüíûì êëàññàì

ïðîñòðàíñòâ êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ (Φi = 0). Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ïðè

Cijkl = 0, Ekl = 0, Φ0
0kl = 0, Φijkl = − F

2n (n− 1)
ηij ◦ ηkl, (0.16)



Êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé 25

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 1

÷òî â ñèëó (0.10) è (0.13) ðàâíîñèëüíî Φi
j = Kηjkω

k ∧ ωi
è K ≡ F

n(n−1) . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè (è ñàìà ñâÿçíîñòü) èìååò ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó, åñëè íà

êàæäîé êàðòå Uα

Φi = 0, Φi
j = Kαηjkω

i ∧ ωk, (0.17)

ãäå {Kα} � ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð. Òàêîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì

ïîíÿòèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû �è÷÷è [5, ñ. 10℄ èëè ïñåâäîðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû [6, ñ. 74℄.

� 1. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû êðèâèçíû êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñî ñêàëÿðíîé

êðèâèçíîé

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè óñëîâèÿõ (0.17) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ìàò-

ðèöû êîí�îðìíîé êðèâèçíû (0.9).

Òåîðåìà 1. Åñëè n > 4, òî íà êàæäîé êàðòå Uα ïðè âûïîëíåíèè (0.17) èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

Φ0
0 = 0, Φ0

j = ηjkω
k ∧

(
1

2
dKα +Kαω

0
0

)
. (1.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðàâíîñèëüíîñòè (0.17) è (0.16) ñëåäóåò Φ0
0kl = 0, ÷òî, ñ ó÷åòîì

îáîçíà÷åíèé (0.10), ïðèâîäèò ê Φ0
0 = 0 ïðè ëþáîì n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà (1.1) çàïèøåì òîæäåñòâà Áèàíêè dΦ+Ω∧Φ−Φ∧Ω= 0
äëÿ 2-�îðì Φi

j :

dΦi
j + ωi ∧ Φ0

j + ωi
k ∧ Φk

j − Φi
k ∧ ωk

j − ηipηjqΦ
0
p ∧ ωq = 0. (1.2)

Èç Φi = 0 è (0.9) ñëåäóåò, ÷òî dωi = ωk ∧ ωi
k + ω0

0 ∧ ωi. Äè��åðåíöèðóåì âíåøíå (0.17)2

dΦi
j = dKα ∧ ηjkωk ∧ ωi +Kαηjkω

p ∧ ωk
p ∧ ωi −Kαηjkω

k ∧ ωp ∧ ωi
p + 2Kαηjkω

0
0 ∧ ωk ∧ ωi.

Ïîäñòàâëÿåì ýòî â (1.2) è, èñïîëüçóÿ (0.17)2, ïîëó÷àåì

(
dKα + 2Kαω

0
0

)
∧ ηjkωk ∧ ωi + ωi ∧ Φ0

j − ηipηjqΦ
0
p ∧ ωq = 0. (1.3)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (1.3) âíåøíå íà ωi
, èñïîëüçóÿ (0.2), è ïðèäåì ê Φ0

i ∧ ωi ∧ ωj = 0 (íåò ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî i). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âíåøíÿÿ 3-�îðìà Φ0

i ∧ωi
(íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî i), â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè j, ñîäåðæèò ìíîæèòåëåì êàæäóþ èç âíåøíèõ �îðì ω1, ω2, . . . , ωn
. Ïðè n > 4

ýòî ðàâíîñèëüíî Φ0
i ∧ ωi = 0, ñíîâà íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíÿÿ 2-�îð-

ìà Φ0
i ñîäåðæèò ìíîæèòåëåì ωi

, òî åñòü ñóùåñòâóþò òàêèå 1-�îðìû θi, ÷òî

Φ0
i =

∑

k

ηikθ
k ∧ ωk. (1.4)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (1.3):

(
dKα + 2Kαω

0
0

)
ηjkω

k ∧ ωi + ωi ∧
∑

k

ηjkθ
k ∧ ωk − ηjkθ

i ∧ ωi ∧ ωk = 0

è ñâåðíåì ñ ηlj :
(
dKα + 2Kαω

0
0 + θl + θi

)
∧ ωl ∧ ωi = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 1-�îðìà dKα + 2Kαω
0
0 + θl + θi âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ωl

è ωi, òî åñòü

dKα + 2Kαω
0
0 + θl + θi = α1ω

l + β1ω
i, α1, β1 ∈ R.
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Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè êàæäîì l è ëþáîì i 6= l. Âîçüìåì êàêîé-íèáóäü ïðîèçâîëü-

íûé èíäåêñ k, îòëè÷íûé îò l è i, è çàïèøåì

dKα + 2Kαω
0
0 + θl + θk = α2ω

l + β2ω
k, α2, β2 ∈ R.

dKα + 2Kαω
0
0 + θk + θi = α3ω

k + β3ω
i, α3, β3 ∈ R.

Èç ïîñëåäíèõ òðåõ óðàâíåíèé ñëîæèì ïåðâûå äâà, à òðåòüå âû÷òåì:

dKα + 2Kαω
0
0 + 2θl = (α1 + α2)ω

l + (β1 + β3)ω
i + (β2 + α3)ω

k.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè i è k ïîëó÷àåì β1 + β3 = β2 + α3 = 0, òî åñòü

θl =
1

2
(α1 + α2)ω

l − 1

2
dKα −Kαω

0
0 .

Ïîäñòàâèì ýòî â (1.4) è ïîëó÷èì (1.1)2. �

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìà Êàðòàíà). Åñëè Φi = 0 è Φi
j = 0, òî â ðàçìåðíîñòè n > 4 ìàòðè-

öà (0.9) êðèâèçíû êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè � íóëåâàÿ.

Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî Êàðòàíîì [1, ñ. 167℄, íî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíî-

îïðåäåëåííîé óãëîâîé ìåòðèêè.

� 2. Êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü, ïîðîæäåííàÿ ïåðåíîðìèðóåìûì ñêàëÿðîì

Ïóñòü {Kα} � ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð è {Ωα} � ñåìåéñòâî ìàòðèö êîí�îðìíîé ñâÿçíî-

ñòè (íå îáÿçàòåëüíî áåç êðó÷åíèÿ) ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Ïóñòü íà êàæäîé êàðòå Uα ìàòðèöà Ω̃α

îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû Ωα òîëüêî çàìåíîé 1-�îðì ω
α

0

j
1-�îðìàìè

ω̃
α

0

j
= ω

α

0

j
+

1

2
Kαηjkω

α

k. (2.1)

Ìû ïîìå÷àåì èíäåêñîì α âíèçó ýëåìåíòû ìàòðèö Ωα è Ω̃α.

Òåîðåìà 2. Ñåìåéñòâî ìàòðèö

{
Ω̃α

}
çàäàåò íà Mn íîâóþ êîí�îðìíóþ ñâÿçíîñòü ñ òå-

ìè æå ïåðåõîäíûìè êàëèáðîâî÷íûìè ìàòðèöàìè hαβ , ÷òî è â �îðìóëå (0.3). Ïðè ýòîì íà

êàæäîé êàðòå Uα áóäåò

Φ̃i = Φi, Φ̃0
0 = Φ0

0, Φ̃i
j = Φi

j +Kηjkω
i ∧ ωk

(2.2)

(ìû óáðàëè äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñ α).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

Ω̃α − Ωα ≡ θα =



0 1

2Kαηjkω
α

k 0

0 0 −1
2Kαω

α

i

0 0 0


.

Ïåðåõîäíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà hαβ èìååò âèä (0.7). Ïîäñòàâèì Ω̃α = Ωα + θα â ïðàâóþ

÷àñòü (0.3):

(hαβ)
−1 dhαβ + (hαβ)

−1 Ω̃αhαβ = Ωβ + (hαβ)
−1 θαhαβ =

= Ωβ +



0 1

2λKαηpkω
α

kλpj 0

0 0 − 1
2λKα

(
λ−1

)i
k
ω
α

k

0 0 0


 =

= Ωβ +




0 1
2Kβηjkω

β

k 0

0 0 −1
2Kβω

β

i

0 0 0


 = Ωβ + θβ = Ω̃β.
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Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî Kβ = 1
λ2Kα, è �îðìóëó

ω
β

i =
(
λ−1

)i
k
λω
α

k, (2.3)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé ñëåäóåò èç [4, ñ. 182�183℄ è êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, êàê èçìåíÿþòñÿ �îð-

ìû ωk
ïðè äåéñòâèè âñåõ òðåõ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (0.4)�(0.6). Ôîðìóëà (0.3) äëÿ

ñâÿçè Ω̃α è Ω̃β äîêàçàíà, çíà÷èò, ñåìåéñòâî

{
Ω̃α

}
çàäàåò íà Mn íîâóþ êîí�îðìíóþ ñâÿçíîñòü.

Îñòàëîñü äîêàçàòü (2.2).

Èç (0.9) ñëåäóåò, ÷òî íà êàðòå Uα �îðìû Φi = dωi + ωi
k ∧ ωk

íå ñîäåðæàò ω0
j , ïîýòîìó

íå ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèÿõ (2.1). Äàëåå,

Φ̃0
0 = dω̃0

0 + ω̃0
k ∧ ω̃k = dω0

0 +

(
ω0
k +

1

2
Kαηjkω

j

)
∧ ωk = dω0

0 + ω0
k ∧ ωk = Φ0

0,

òàê êàê ηjkω
j ∧ ωk = 0 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ηjk. Íàêîíåö,

Φ̃i
j = dω̃i

j + ω̃i
k ∧ ω̃k

j + ω̃i ∧ ω̃0
j + ηikω̃0

k ∧ ηjlω̃l =

= dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j + ωi ∧

(
ω0
j +

K

2
ηjkω

k

)
+ ηik

(
ω0
k +

K

2
ηpkω

p

)
∧ ηjlωl = Φi

j +Kηjkω
i ∧ ωk,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 2. Íà âñÿêîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ èìååòñÿ êîí-

�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü, ó êîòîðîé ãëàâíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Fα} ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìíîãîîáðàçèå áåç êðó÷åíèÿ, òî íà êàæäîé êàðòå ñïðà-

âåäëèâî ðàçëîæåíèå (0.12). Íà êàæäîé êàðòå èçìåíèì ìàòðèöû ñâÿçíîñòè ïî ïðàâèëó (2.1)

ω̃0
j = ω0

j − 1
4nFηjkω

k
è ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷èì íîâóþ êîí�îðìíóþ ñâÿçíîñòü, ó êîòîðîé

Φ̃i
j = Φi

j − 1
2nFηjkω

i ∧ ωk
èëè, ñîãëàñíî (0.10),

1

2
Φ̃i
jpkω

p ∧ ωk =
1

2
Φi
jpkω

p ∧ ωk − 1

2n
Fηjkδ

i
pω

p ∧ ωk.

Îòñþäà Φ̃i
jpk = Φi

jpk − 1
n
Fηjkδ

i
p. Ñâåðíåì ïî èíäåêñàì i è k, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (0.14)2

Φ̃jp = Φjp −
1

n
Fηjp.

Ñâåðòêà ñ ηjp äàåò F̃ = F − F = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 2. �

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè n > 4 íà âñÿêîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè Mn ñî ñêàëÿðíîé

êðèâèçíîé èìååòñÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñ íóëåâîé ìàòðèöåé êðèâèçíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìíîãîîáðàçèå èìååò ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó, òî, ñîãëàñíî (0.17),

íà êàæäîé êàðòå Uα áóäåò Φi = 0, Φi
j = Kαηjkω

i∧ωk. Èçìåíèâ êîìïîíåíòû ìàòðèöû ñâÿçíîñòè

ïî �îðìóëå, àíàëîãè÷íîé (2.1), ω̃0
j = ω0

j − 1
2Kαηjkω

k, ïîëó÷èì íîâóþ êîí�îðìíóþ ñâÿçíîñòü

ñ Φ̃i = 0, Φ̃i
j = 0. Ïî 
ëåäñòâèþ 1, âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû êðèâèçíû òàêæå áóäóò

ðàâíû íóëþ. �

Îòâåò íà îáðàòíûé âîïðîñ (ñóùåñòâóåò ëè íà ìíîãîîáðàçèè ñ íóëåâîé ìàòðèöåé êîí�îðìíîé

êðèâèçíû êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñ íåíóëåâîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé?) çàâèñèò îò ñóùåñòâîâàíèÿ

íåíóëåâûõ ïåðåíîðìèðóåìûõ ñêàëÿðîâ. Íà ýòîò âîïðîñ ìû îòâåòèì â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.
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� 3. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåíîðìèðóåìûõ ñêàëÿðîâ

Ïóñòü íàì çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå Mn ñ êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîêðûòîå êî-

îðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè {Uα} ñ çàäàííûìè íà íèõ ìàòðèöàìè (0.1) è ïåðåõîäíûìè êà-

ëèáðîâî÷íûìè ìàòðèöàìè hαβ èç (0.3). Íà ëþáîì ïåðåñå÷åíèè Uα ∩ Uβ 6= ∅ çàäàíà �óíê-

öèÿ λαβ = λ (hαβ) � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé

ìàòðèöåé hαβ (åå ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò). Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ λαβ íà âñåì ìíîæåñòâå Uα,
ïîëîæèâ åå ðàâíîé 1 íà Uα \ Uβ. Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì íà âñåõ îñòàëüíûõ êàðòàõ

ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Îïðåäåëèì òåïåðü íà êàðòå Uα �óíêöèþ

Tα ≡
∑

β

(λαβ)
2 ϕβ, (3.1)

ãäå {ϕα} � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ {Uα} . Î÷åâèäíî, Tα > 0. Ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì β, ïîëàãàÿ, ÷òî λαβ = 0, åñëè Uα ∩Uβ = ∅. Ïðè β = α
áåðåì λαα = 1 � ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè â òîæäåñòâåííîì ïðåîáðàçîâà-

íèè hαα ìàòðèöû Ωα íà êàðòå Uα, òàê êàê åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà hαα óäîâëåòâîðÿåò (0.3):

Ωα = (hαα)
−1 dhαα + (hαα)

−1 Ωαhαα.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ Tα ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà êàðòå Uα.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì îäíî ñëàãàåìîå èç �îðìóëû (3.1) (λαβ)
2 ϕβ è äîêà-

æåì, ÷òî îíî ãëàäêîå íà Uα. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X ∈ Uα è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïåðâûé ñëó÷àé. Òî÷êà X ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ �óíêöèè ϕβ , òî åñòü X ∈ Supp (ϕβ) . Òîãäà
X ∈ Uα ∩ Uβ. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Uα ∩ Uβ îòêðûòî è îáå �óíêöèè, λαβ è ϕβ , ÿâëÿþòñÿ

ãëàäêèìè íà Uα ∩ Uβ, òî è ñëàãàåìîå (λαβ)
2 ϕβ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â òî÷êå X. Âòîðîé ñëó÷àé:

X /∈ Supp (ϕβ) . Òàê êàê Supp (ϕβ) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ðàçíîñòü Uα \ Supp (ϕβ) ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè X. Â ýòîé îêðåñòíîñòè �óíêöèÿ (λαβ)

2 ϕβ ≡ 0, òàê êàê ϕβ ≡ 0,
ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ (λαβ)

2 ϕβ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé â òî÷êå X. Íàêîíåö, ÷àñòíûé ñëó÷àé

β = α äàåò ñëàãàåìîå (λαα)
2 ϕα = ϕα, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì íà Uα. �

Íà âñåõ îñòàëüíûõ êàðòàõ Uβ ïîñòðîèì �óíêöèè Tβ ïî �îðìóëå, àíàëîãè÷íîé (3.1). Ïðè

ýòîì íà Uα ∩ Uβ 6= ∅ â ñèëó (0.7) áóäåò λαβ = 1
λβα

.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèè Tα è Tβ íà ïåðåñå÷åíèè Uα∩ Uβ 6= ∅ ñâÿçàíû �îðìóëîé

Tβ =
1

(λαβ)
2Tα = (λβα)

2 Tα. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (3.1) èìååì

Tα = ϕα + (λαβ)
2 ϕβ + (λαγ)

2 ϕγ + . . . ,

Tβ = ϕβ + (λβα)
2 ϕα + (λβγ)

2 ϕγ + . . . = (λβα)
2

(
ϕα +

1

(λβα)
2ϕβ +

(λβγ)
2

(λβα)
2ϕγ + . . .

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî

(λβγ)
2

(λβα)
2ϕγ = (λαγ)

2 ϕγ . (3.3)

Ïåðâûé ñëó÷àé: ïóñòü òî÷êà X ∈ Uα∩ Uβ∩ Uγ . Òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ êîöèêëà [7, ñ. 153℄,

hβγhαβ = hαγ . Îòñþäà ñëåäóåò λβγλαβ = λαγ . Èìååì
λβγ

λβα
=

λαγ

λβαλαβ
= λαγ , ñëåäîâàòåëüíî,

ðàâåíñòâî (3.3) â òî÷êå X âûïîëíÿåòñÿ. Âòîðîé ñëó÷àé: X /∈ Uα∩Uβ∩Uγ . Òàê êàê X ∈ Uα ∩ Uβ ,
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òî X /∈ Uγ . Ïîñêîëüêó Supp (ϕγ) ⊂ Uγ , òî X /∈ Supp (ϕγ), è ϕγ (X) = 0. �àâåíñòâî (3.3) ñíîâà

âûïîëíÿåòñÿ. Èòàê,

Tβ = (λβα)
2
(
ϕα + (λαβ)

2 ϕβ + (λαγ)
2 ϕγ + . . .

)
= (λβα)

2 Tα =
1

(λαβ)
2Tα.

Ôîðìóëà (3.2) äîêàçàíà. �

Óòâåðæäåíèå 3. Ôóíêöèÿ Tα, çàäàííàÿ �îðìóëîé (3.1), íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíè-

ÿõ íîðìàëèçàöèè è η-îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, à ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïåðåíîðìèðîâêè

ñ ïàðàìåòðîì λ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

T̃α =
1

λ2
Tα.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ìàòðèöó êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè Ωα ïîäâåðãíóòü êàëèáðî-

âî÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ h, òî, êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, äëÿ ñîõðàíåíèÿ ðàâåíñòâà (0.3)

ïåðåõîäíóþ êàëèáðîâî÷íóþ ìàòðèöó hαβ ñëåäóåò çàìåíèòü íà h̃αβ = hαβh
−1. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ

ïåðåõîäíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ ïàðû ìàòðèö êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè Ω̃α è Ωβ. Ñî-
ãëàñíî �îðìóëå (0.7) ëåâûå âåðõíèå ýëåìåíòû ìàòðèö hαβ è h−1

áóäóò ñîîòâåòñòâåííî λαβ

è

1
λ
. Òîãäà ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò ìàòðèöû h̃αβ = hαβh

−1
áóäåò λ̃αβ =

λαβ

λ
. Ïðè β = α èìååì

h̃αα = hααh
−1 = h−1, ïîýòîìó âñå ðàâíî λ̃αα = 1

λ
= λαα

λ
. Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé

÷àñòè (3.1) ïðè ïåðåíîðìèðîâêå óìíîæàòñÿ íà

1
λ2 , ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 3. �

Óòâåðæäåíèÿ 1, 2 è 3 îçíà÷àþò, ÷òî ñåìåéñòâî �óíêöèé {Tα}, ïîñòðîåííûõ ïî �îðìóëå (3.1),
åñòü ïîëîæèòåëüíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð. Ñåìåéñòâî {−Tα} áóäåò îòðèöàòåëüíûì ïåðå-

íîðìèðóåìûì ñêàëÿðîì.

Åñëè ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Tα} çíàêîïîñòîÿíåí (ïîëîæèòåëåí èëè îòðèöàòåëåí) è íå

ðàâåí íóëþ, òî íà ëþáîé êàðòå Uα ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè (0.4) ñ ïàðà-

ìåòðîì λ =
√

|Tα| �óíêöèþ Tα ìîæíî ñâåñòè ê 1 èëè ê −1. Ïðè ýòîì ìàòðèöà ñâÿçíîñòè Ωα

èçìåíèòñÿ. Êàê îòìå÷àëîñü â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 3, äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèé (0.3)

ïðè íåèçìåííûõ ìàòðèöàõ Ωβ íåîáõîäèìî âñå ïåðåõîäíûå ìàòðèöû hαβ óìíîæèòü íà ìàòðèöó

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè ñ ïàðàìåòðîì

1
λ

= 1√
|Tα|

. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Ωβ îñòàëèñü

íåèçìåííûìè, íà êàðòàõ Uβ íèêàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íå ïðîèçâîäèëîñü, âñå �óíêöèè Tβ îñòà-

ëèñü ïðåæíèìè, íî ñòàëî Tα ≡ ±1. Íà ëþáîé äðóãîé êàðòå Uβ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

äîáèòüñÿ, ÷òîáû Tβ = ±1, à âñå îñòàëüíûå �óíêöèè èç ñåìåéñòâà {Tα} îñòàëèñü áû íåèçìåííû-

ìè. Òàêèì îáðàçîì, íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü òàê,

÷òîáû íà âñåõ êàðòàõ Uα îäíîâðåìåííî áûëî Tα ≡ ±1. Â ýòîì ñëó÷àå íåíóëåâîé çíàêîïîñòî-

ÿííûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Tα} ïðåâðàòèòñÿ â ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ T = 1 èëè T = −1,
îïðåäåëåííóþ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè Mn. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç (0.15), âñå ïåðåõîäíûå ìàòðè-

öû hαβ (0.7) áóäóò èìåòü âèä

hαβ =



1 λj −1

2η
klλkλl

0 λij −λipηpkλk
0 0 1


, λαβ = 1.

Ïîñêîëüêó ëþáîé äðóãîé çíàêîïîñòîÿííûé íå ðàâíûé íóëþ ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Hα}
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðåíîðìèðîâêè òàêæå ìîæíî íà âñåõ êàðòàõ îäíîâðåìåííî ñâåñòè ê ±1,
òî, î÷åâèäíî, ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåíîðìèðîâêè îäèí çíàêîïîñòîÿííûé ñêàëÿð {Tα}
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â äðóãîé {Hα}, ëèøü áû îíè áûëè îäíîãî çíàêà. Ýòî ðàññóæäåíèå

äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü çíàêîïîñòîÿííûõ ïåðåíîðìèðóåìûõ ñêàëÿðîâ {Tα} ñ òî÷íîñòüþ äî

ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåíîðìèðîâêè íà êàæäîé êàðòå, ïîýòîìó äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè, ãäå ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçáè-

åíèå åäèíèöû, ñóùåñòâóþò ðîâíî òðè çíàêîïîñòîÿííûõ ïåðåíîðìèðóåìûõ ñêàëÿðà: ïîëîæè-

òåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé è íóëåâîé.
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�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çíàêîïåðåìåííóþ �óíêöèþ f (X) , ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò òî÷-

êè X ∈Mn, îïðåäåëåííóþ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè Mn. Íàïðèìåð, åå ìîæíî ïîñòðîèòü òàê:

f (X) = ϕ1 − ϕ2 + ϕ3 − ϕ4 + . . . ,

ãäå {ϕα} � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ {Uα} ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Ïóñòü {Tα} �
ïîëîæèòåëüíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð. Òîãäà ñåìåéñòâî {Kα} ≡ {f (X)Tα} ÿâëÿåòñÿ çíà-

êîïåðåìåííûì ïåðåíîðìèðóåìûì ñêàëÿðîì, ïîòîìó ÷òî óñëîâèÿ (0.15) âûïîëíåíû â ñèëó òîãî,

÷òî {Tα} � ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð, à ãëàäêîñòü è çíàêîïåðåìåííîñòü �óíêöèé f (X)Tα î÷å-

âèäíà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. Íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè, ãäå ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçáè-

åíèå åäèíèöû, ñóùåñòâóþò çíàêîïåðåìåííûå ïåðåíîðìèðóåìûå ñêàëÿðû.

Èç òåîðåì 2, 3 è 4 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ, îáðàòíîãî 
ëåäñòâèþ 3.

Òåîðåìà 5. Íà âñÿêîì ìíîãîîáðàçèè Mn êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ íóëåâîé ìàòðèöåé êðè-

âèçíû ñóùåñòâóåò êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ëþáîãî âèäà: ïîëîæèòåëü-

íîé, îòðèöàòåëüíîé è çíàêîïåðåìåííîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåíèì íà êàæäîé êàðòå Uα ìíîãîîáðàçèÿ Mn â ìàòðèöàõ ñâÿç-

íîñòè Ωα �îðìû ω
α

0

j
ïî �îðìóëå (2.1): ω̃

α

0

j
= ω

α

0

j
+ 1

2Kαηjkω
α

k
, ãäå {Kα}� ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð

(ïîëîæèòåëüíûé, îòðèöàòåëüíûé èëè çíàêîïåðåìåííûé), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óñòàíàâëè-

âàåòñÿ òåîðåìàìè 3 è 4. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, áóäåò

Φ̃i = Φi = 0, Φ̃i
j = Φi

j +Kαηjkω
i ∧ ωk = Kαηjkω

i ∧ ωk,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 5. �

Íà êàæäîé êàðòå Uα ìíîãîîáðàçèÿ Mn èìååòñÿ ëîêàëüíàÿ óãëîâàÿ ìåòðèêà ψα = ηijω
α

iω
α

j ,

êîòîðàÿ áûëà ïîñòðîåíà åùå Êàðòàíîì [1, 
. 162℄ â ïðîñòðàíñòâå êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñ ïî-

ëîæèòåëüíîé ñèãíàòóðîé s = n. Ôîðìóëû (2.3) è (0.6) ïîêàçûâàþò, ÷òî îíà èíâàðèàíòíà îòíî-

ñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íîðìàëèçàöèè è η-îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ìåíÿåòñÿ ëèøü

ïðè ïåðåíîðìèðîâêå ïî çàêîíó ψ̃α = λ2ψα. Ïîëîæèòåëüíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð {Tα}
ïîçâîëÿåò ñêëåèòü èç ýòèõ ìåòðèê ãëîáàëüíóþ êîí�îðìíî-èíâàðèàíòíóþ ìåòðèêó.

Òåîðåìà 6. Íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè Mn êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñèãíàòóðû s, ãäå ìîæíî

ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå åäèíèöû, ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíàÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà

ñèãíàòóðû s.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X ∈Mn � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Åñëè X ∈ Uα, ïîëîæèì

ψ (X) ≡ Tαψα = Tαηijω
α

iω
α

j, (3.4)

ãäå {Tα} � ïîëîæèòåëüíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ñëåäóåò èç òåî-

ðåìû 3. Ïóñòü åùå X ∈ Uβ, hαβ � ïåðåõîäíàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðèöà äëÿ Uα ∩ Uβ èç (0.3),

à λαβ � ëåâûé âåðõíèé ýëåìåíò ìàòðèöû hαβ (ïàðàìåòð ïåðåíîðìèðîâêè). Òîãäà, â ñèëó (3.2),

(2.3) è (0.6), â òî÷êå X

Tβ =
1

(λαβ)
2Tα, ψβ = ηijω

β

iω
β

j = (λαβ)
2 ηijω

α

iω
α

j = (λαβ)
2 ψα.

Îòñþäà Tβψβ = Tαψα. Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà (3.4) îïðåäåëåíà êîððåêòíî è, î÷å-

âèäíî, ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé. �
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� 4. Èíäóöèðîâàííàÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü ñî ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé

íà ãèïåðïîâåðõíîñòè êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà

Êîí�îðìíîå ïðîñòðàíñòâî ñèãíàòóðû s � ýòî ãèïåðêâàäðèêà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Pn+1, çàäàííàÿ â ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

ηijx
ixj + 2x0xn+1 = 0, i, j = 1, 2, . . . , n, (4.1)

ηij = 0 ïðè i 6= j, ηii = ±1, ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ηii
ðàâíà s. Ñ ïîìîùüþ áèëèíåéíîé �îðìû, ïîëÿðíîé �îðìå (4.1), â Pn+1 îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå òî÷åê X = (xv) è Y = (yw), v,w = 0, 1, . . . , n+ 1:

(X,Y ) = ηijx
iyj + x0yn+1 + xn+1y0.

Çàäàäèì íà êâàäðèêå (4.1) ïîäâèæíîé îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñêàëÿðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ ðåïåð {Xv} òàê, ÷òîáû X0 è Xn+1 ïðèíàäëåæàëè áû êâàäðèêå (4.1), à Xi ïðèíàäëå-

æàëè áû ïåðåñå÷åíèþ êàñàòåëüíûõ ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòåé ê êâàäðèêå â òî÷êàõ X0 è Xn+1.
Óðàâíåíèÿ èí�èíèòåçèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ýòîãî ðåïåðà òàêîâû:

dXw = Xvω
v
w,

ãäå ìàòðèöà (ωv
w) èìååò âèä (0.1). Êàê èçâåñòíî, ï�à��îâû �îðìû íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëü-

íûìè. Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà:

dωv
w + ωv

z ∧ ωz
w = 0, z = 0, 1, . . . , n+ 1. (4.2)

Çàäàäèì íà êâàäðèêå (4.1) ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ñ ïîìîùüþ âïîëíå èíòåãðèðóåìîãî äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ωn = 0, (4.3)

ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ηnn = 1 (ñëó÷àé ηnn = −1 àíàëîãè÷åí). Âíåøíåå äè��åðåíöèðîâà-
íèå (4.3) â ñèëó (4.2) ïðèâîäèò ê ωn

i ∧ ωi = 0, i = 1, 2, . . . , n − 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî

ωn
i = αijω

j, αij = αji. (4.4)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñû i, j, k, l,m, p, q áóäóò ïðîáåãàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , n−1. Äè��åðåíöèàëü-
íîå ïðîäîëæåíèå ðàâåíñòâà (4.4) èìååò âèä

dαij − αikω
k
j − αjkω

k
i = −αijω

0
0 − ηijω

0
0 + βijkω

k, (4.5)

ãäå βijk ñèììåòðè÷íû ïî âñåì èíäåêñàì. Ñâåðòêà ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ηij äàåò

da = −aω0
0 − (n− 1)ω0

n + βkω
k, a ≡ ηijαij , βk ≡ ηijβijk. (4.6)

Èç �îðìóë (4.5) è (4.6) âûòåêàåò, ÷òî âåëè÷èíû

aij ≡ αij −
a

n− 1
ηij (4.7)

óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

daij − aikω
k
j − ajkω

k
i = −aijω0

0 + βijkω
k, βijk

def
= βijk −

1

n− 1
ηijβk

è ïîòîìó îáðàçóþò îòíîñèòåëüíûé òåíçîð. Óäàëèì èç ìàòðèöû (ωw
v ) ñòðîêó è ñòîëáåö ñ íîìå-

ðàìè n. Ïîëó÷èòñÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n+ 1 ñíîâà âèäà (0.1):

Ω =



ω0
0 ω0

j 0

ωi ωi
j −ηikω0

k

0 −ηjkωk −ω0
0


, ηikω

k
j + ηjkω

k
i = 0, i, j, k = 1, 2, . . . , n− 1. (4.8)
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Îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì àëãåáðàè÷åñêèì óñëîâèÿì, íåîáõîäèìûì äëÿ ìàòðèöû êîí�îðìíîé

ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà ñèãíàòóðû s èíäóöèðó-
åòñÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè ñèãíàòóðû s − 1, åñëè ηnn = 1 (è ñèãíà-

òóðû s+ 1, åñëè ηnn = −1). Êîìïîíåíòû ìàòðèöû êîí�îðìíîé êðèâèçíû, â ñèëó (4.2) è (0.9),

èìåþò âèä

Φ0
0 = dω0

0 + ω0
i ∧ ωi = 0,

Φi = dωi + ωi ∧ ω0
0 + ωi

k ∧ ωk = 0,

Φi
j = dωi

j + ωi
k ∧ ωk

j + ωi ∧ ω0
j + ηikηjlω

0
k ∧ ωl = −ωi

n ∧ ωn
j = ηikωn

k ∧ ωn
j ,

Φ0
j = dω0

j + ω0
0 ∧ ω0

j + ω0
k ∧ ωk

j = −ω0
n ∧ ωn

j .

Çäåñü n� èíäèâèäóàëüíûé èíäåêñ, ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî íåìó

íåò ñóììèðîâàíèÿ. Ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿç-

íîñòü íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ êâàäðèêè (4.1) âñåãäà ýêâèêîí�îðìíàÿ (òåðìèí ââåäåí À.Â. Ñòî-

ëÿðîâûì [8℄). Òðåòüå ðàâåíñòâî, â ñèëó (4.4), ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíîé òåíçîð êîí�îðìíîé

ñâÿçíîñòè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíû αij è ηij :

Φi
jkm = ηip (αpkαmj − αpmαkj) = ηipαp[kαm]j . (4.9)

Òî÷êà Xn ïîäâèæíîãî ðåïåðà îðòîãîíàëüíà âñåì òî÷êàì êàñàòåëüíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-

ñòè â òî÷êå X0 ãèïåðïîâåðõíîñòè. Íî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëþáàÿ òî÷êà ïðîåêòèâíîé

ïðÿìîé

λX0 +Xn. (4.10)

Åñëè îñóùåñòâèòü êîí�îðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ðåïåðà

X̃0 = X0, X̃i = Xi, X̃n = λX0 +Xn, X̃n+1 = Xn+1 − λXn − 1

2
λ2X0,

òî â ìàòðèöå êîí�îðìíîé ñâÿçíîñòè (4.8) èçìåíÿòñÿ òîëüêî êîìïîíåíòû ω0
j :

ω̃0
j = ω0

j +
1

2
λ2ηjkω

k − λωn
j ,

à â ìàòðèöå (ωw
v ) åùå è ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

ω̃n
j = ωn

j − ληjkω
k, ω̃0

n = ω0
n + dλ+ λω0

0 . (4.11)

Èòàê, èíäóöèðîâàííàÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà êîí�îðìíàÿ

ñâÿçíîñòü çàâèñèò îò âûáîðà �óíêöèè λ. Ñðåäè òî÷åê âèäà (4.10) èìååòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ

öåíòðàëüíàÿ òî÷êà [9, ñ. 59℄. Îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè λ = a
n−1 . Åñëè çà òî÷êó Xn ïîäâèæíîãî

ðåïåðà âûáðàòü öåíòðàëüíóþ òî÷êó, òî â ñèëó (4.11) áóäåò ωn
j = ajkω

k
, ãäå ajk îïðåäåëåíû

�îðìóëîé (4.7),

ηijaij = 0. (4.12)

Ïðè ýòîì �îðìóëà (4.9) ïðèìåò âèä

Φi
jkm = ηipap[kam]j . (4.13)

Êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü, èíäóöèðîâàííàÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ïðè λ = a
n−1 , óæå èíâàðèàíò-

íî îïðåäåëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Òåïåðü ê òåíçîðó (4.13) ïðèìåíèì ñòðóêòóðíóþ �îðìó-

ëó (0.12). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ãëàâíûé ïåðåíîðìèðóåìûé ñêàëÿð F , òåíçîð Âåéëÿ Cijkl è âåëè-

÷èíó Eij èç (0.14) è (0.12). Ñâåðòêà ðàâåíñòâà (4.13) ïî èíäåêñàì i è m ñ ó÷åòîì (4.12) äàåò
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Φjk = ηlpajlapk. Îòñþäà

F = ηjkηlpaljapk, Eik = ηlpailapk −
F

n− 1
ηik,

Cijkp = ai[kap]j +
1

n− 3
ηij ◦Ekp +

F

2 (n− 1) (n− 2)
ηij ◦ ηkp.

Âûÿñíèì, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå òåíçîðû apk, äëÿ êîòîðûõ

Eik = 0, Cijkp = 0, F 6= 0. (4.14)

Òåîðåìà 7. Èíäóöèðîâàííàÿ èíâàðèàíòíàÿ êîí�îðìíàÿ ñâÿçíîñòü íà ãèïåðïîâåðõíîñòè

êîí�îðìíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè n > 4 íå ìîæåò áûòü ñ íåíóëåâîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåñîâìåñòíîñòü óñëîâèé (4.14). Ïîäíèìåì èí-

äåêñ k â ðàâåíñòâå

Eik = ηlpailapk −
F

n− 1
ηik = 0

è ïîëó÷èì

api a
l
p =

F

n− 1
δli, api

def
= ηjpaij . (4.15)

�àâåíñòâî (4.15) ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàòîð api � ïðîñòîãî òèïà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

â åãî æîðäàíîâîì ïðåäñòàâëåíèè èìåëñÿ áû áëîê âèäà




λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ



.

Êâàäðàò ýòîãî áëîêà ðàâåí




λ2 2λ 1 . . . 0
0 λ2 2λ . . . 0
0 0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . λ2



.

Îí íå èìååò äèàãîíàëüíîãî âèäà, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.15) �

äèàãîíàëüíûé. Èòàê, â æîðäàíîâîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîð api äîëæåí èìåòü äèàãîíàëüíûé

âèä. Êâàäðàò äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâåí

F
n−1 , çíà÷èò, F > 0, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

ðàâíû ±
√

F
n−1 . Òàê êàê ñëåä îïåðàòîðà api , â ñèëó (4.12), ðàâåí íóëþ, òî ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ

è îòðèöàòåëüíûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ îäèíàêîâû. Ïðè ÷åòíîì n ýòî äàåò íåñîâìåñòíîñòü

óñëîâèé (4.14).

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîðå÷èâîñòè óñëîâèé (4.14) ïðèâëå÷åì ðà-

âåíñòâî Cijkp = 0, êîòîðîå ïðè Eik = 0 ïðèíèìàåò âèä

ai[kap]j = − F

2 (n− 1) (n− 2)
ηij ◦ ηkp.

Ïî �îðìóëå (0.13) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ηij ◦ ηkp = 2ηi[kηp]j, ïîýòîìó ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî

çàïèøåòñÿ â âèäå

ai[kap]j = − F

(n− 1) (n− 2)
ηi[kηp]j. (4.16)
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Îïóñêàíèå èíäåêñà â òåíçîðå api 
 ïîìîùüþ ηpk ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöû (api ) íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó (ηpk), ïðè÷åì ó âòîðîé ìàòðèöû ïî äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñ-

ëà±1. Ïîýòîìó ìàòðèöà (aik) äèàãîíàëüíàÿ, à ìîäóëè åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíû
√

F
n−1 .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè i = k = 1, p = j = 2 áóäåì èìåòü

a1[1a2]2 = a11a22 =
±F
n− 1

; − F

(n− 1) (n− 2)
η1[1η2]2 =

±F
(n− 1) (n− 2)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > 4 ðàâåíñòâî (4.16) íåâîçìîæíî. Òåîðåìà 7 äîêàçàíà. �
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onne
ted manifold with s
alar 
urvature there is a 
onformal 
onne
tion with zero 
urvature matrix. We give

a de�nition of a res
alable s
alar and prove the existen
e of res
alable s
alars on any manifold with 
onformal


onne
tion where a partition of unity exists. It is proved: 1) on any manifold with 
onformal 
onne
tion

and zero 
urvature matrix there exists a 
onformal 
onne
tion with positive, negative and alternating s
alar


urvature; 2) on any 
onformally 
onne
ted manifold there exists a global gauge-invariant metri
; 3) on a

hypersurfa
e of a 
onformal spa
e the indu
ed 
onformal 
onne
tion 
an not be of nonzero s
alar 
urvature.
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