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�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ àãåíòîâ.

Ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ äëÿ àãåíòîâ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå

èìååòñÿ îáùèé äëÿ âñåõ àãåíòîâ îïòèìèçèðóåìûé �óíêöèîíàë è îáùèé öåíòð óïðàâëåíèÿ, âûáèðàþùèé

ñòðàòåãèþ äëÿ àãåíòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûáèðàåìàÿ ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîçèöèîííîé. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äèíàìèêà ñîñòîÿíèé àãåíòîâ çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ìàðêîâñêîé

öåïüþ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà Êîëìîãîðîâà ýòîé öåïè â êàæäîì ñî-

ñòîÿíèè çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, âûáðàííîãî óïðàâëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ àãåíòîâ. Äëÿ

òàêîé çàäà÷è â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ìîæåò áûòü ïîñòðîå-

íî íà îñíîâå ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì �àçîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðêîâñêàÿ öåïü, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, ñðåäíåå ïîëå.
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Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà

îäíîòèïíûõ àãåíòîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå àãåíòû äåéñòâó-

þò êîàëèöèîííî è ñòðåìÿòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî ðåçóëüòàòà. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü íåêîòîðûé îáùèé öåíòð, âûáèðàþùèé ñòðàòåãèþ, îäèíàêîâóþ äëÿ âñåõ èã-

ðîêîâ. Â ðàáîòå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòà ñòðàòåãèÿ ñòðîèòñÿ ïîçèöèîííî, ò. å. îíà ñòðîèòñÿ

íà îñíîâå èí�îðìàöèè î òåêóùåì ïîëîæåíèè êîíêðåòíîãî àãåíòà è î òåêóùåì ðàñïðåäåëåíèè

âñåõ àãåíòîâ.

Çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà àãåíòîâ, äåéñòâóþùèõ êîàëèöèîííî, ïðè-

íÿòî íàçûâàòü çàäà÷åé óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì [1℄. Òàêèå çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ èãðàìè

ñðåäíåãî ïîëÿ [10℄. Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì

àãåíòû äåéñòâóþò êîàëèöèîííî, â òî âðåìÿ êàê â òåîðèè èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî êàæäûé àãåíò ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ñâîåãî âûèãðûøà.

Ïðåæäå âñåãî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì ðàññìàòðèâàëèñü ïîñòàíîâêè, êîãäà äè-

íàìèêà êàæäîãî àãåíòà çàäàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì èëè ñòîõàñòè÷åñêèì äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì [2, 4�6, 11℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû àíàëîãè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

è ïðèíöèïà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêæå îòìåòèì ðàáîòû [3,7,9℄, â êîòîðûõ èçó-

÷àëèñü çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ÷èñëà àãåíòîâ íà îñíîâå ðåøåíèÿ

äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñòðàòå-

ãèè íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî àãåíòà, à èçìåíÿþò ñðàçó âñþ äèíàìèêó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé àãåí-

òîâ êîíå÷íî, è äèíàìèêà ýòèõ ñîñòîÿíèé ïîä÷èíÿåòñÿ íåêîòîðîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ íåïðåðûâ-

íûì âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè â êàæäîì ñîñòîÿíèè çà-

âèñÿò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, âûáðàííîãî óïðàâëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ àãåíòîâ. Äëÿ ýòîé

çàäà÷è â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî

íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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� 1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

�àññìîòðèì ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì ñ êîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ñîñòîÿíèé. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî (êîíòèíóàëüíîãî) ÷èñëà àãåíòîâ, êàæäûé

àãåíò ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç N ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì äèíàìèêà êàæäîãî àãåíòà çàäàåòñÿ

óïðàâëÿåìîé ìàðêîâñêîé öåïüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Êîëìîãîðîâà ýòîé öåïè âêëþ÷àåò

òåêóùåå ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Ïóñòü äàëåå m = (m1, . . . ,mN ) îáîçíà-
÷àåò ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ ïî ñîñòîÿíèÿì. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íà N ñîñòîÿíèÿõ åñòü

ýëåìåíò N -ìåðíîãî ñèìïëåêñà ΣN
:

ΣN , {m = (m1, . . . ,mN ) ∈ R
N : mi > 0, m1 + . . . +mN = 1}.

Òàêèì îáðàçîì, m ∈ ΣN
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q(t,m, u) ìàòðèöó Êîëìîãîðîâà, êîòîðàÿ çàäàåò äèíàìèêó êàæäîãî àãåí-

òà. Çäåñü u � óïðàâëåíèå êàæäîãî àãåíòà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ], m ∈ ΣN , u ∈ U

ìàòðèöà Q(t,m, u) èìååò ðàçìåðû N ×N è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

• Qij(t,m, u) > 0, i 6= j;

•
∑

j

Qij(t,m, u) = 0.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àãåíòû äåéñòâóþò êîàëèöèîííî, ò. å. ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé îáùèé

öåíòð, êîòîðûé âûáèðàåò óïðàâëåíèå äëÿ âñåõ àãåíòîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîçèöèîííûå

ñòðàòåãèè. À èìåííî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t, â ñëó÷àå åñëè ðàñïðåäåëåíèå

èãðîêîâ åñòü m, à àãåíò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè i, îí èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ ui(t,m). Ñòðàòåãèÿ
u(t,m) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì (ui(t,m))i=1,N .

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü t0 ∈ [0, T ] � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, m0 ∈ ΣN
� íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå àãåíòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P,X,m(·)) ÿâëÿåòñÿ äâè-

æåíèåì, ïîðîæäåííûì ñòðàòåãèåé u(t,m) = (ui(t,m))i=1,N , åñëè

• (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ �èëüòðàöèåé;

• X � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïðåäåëåííûé íà [0, T ] ñî çíà÷åíèÿìè â {1, . . . , N}, ñîãëàñîâàí-
íûé ñ �èëüòðàöèåé {Ft}t∈[t0,T ];

• X(t) � ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõîäîâ Q̂ij(t) , Qij(t,m(t), ui(t,m(t)));

• m(·) : [t0, T ] → ΣN ;

• mi(t) = P (X(t) = i).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà

E

(
σ(X(T ),m(T )) +

∫ T

t0

g(t,X(t),m(t), uX(t)(t,m(t)))dt

)

Îáîçíà÷èì Q(t,m(t), u(t,m(t)) ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ Qij(t,m(t), ui(t,m(t))), ãäå
i, j = 1, N .



Ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ñðåäíèì ïîëåì 17

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 1

� 2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P,X,m(·)) ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì, ïîðîæäåííûì

ñòðàòåãèåé (ui(t,m))i=1,N . Òîãäà

d

dt
m(t) = m(t)Q(t,m(t), u(t,m(t))), (1)

E

(
σ(X(T ),m(T )) +

∫ T

t0

g(t,X(t),m(t), uX(t)(t,m(t))) dt

)
=

=
N∑

i=1

σ(i,m(T ))mi(T ) +

∫ T

t0

N∑

i=1

g(t, i,m(t), ui(t,m(t)))mi(t) dt =

= J(t0,m(·), u(·, ·)). (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óðàâíåíèå (1) � ýòî óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ ìàðêîâñêîé öå-

ïè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ìàòðèöåé Êîëìîãîðîâà Q(t,m(t), u(t,m(t)).
Äàëåå, ïîñêîëüêó mi(t) = P (X(t) = i),

E

(
σ(X(T ),m(T )) +

∫ T

t0

g(t,X(t),m(t), uX(t)(t,m(t))) dt

)
=

= E (σ(X(T ),m(T ))) +E

(∫ T

t0

g(t,X(t),m(t), uX(t)(t,m(t))) dt

)
=

=

N∑

i=1

σ(i,m(T ))P (X(T ) = i) +

N∑

i=1

(∫ T

t0

g(t, i,m(t), ui(t,m(t)))P (X(t) = i) dt

)
=

=
N∑

i=1

σ(i,m(T ))mi(T ) +

∫ T

t0

N∑

i=1

g(t, i,m(t), ui(t,m(t)))mi(t) dt

�

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ u∗(t,m) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â (t0,m0),
åñëè ñóùåñòâóåò ïîðîæäåííîå ýòîé ñòðàòåãèåé è íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì äâèæåíèå

(Ω∗,F∗, {F∗
t }t∈[t0,T ], P

∗,X∗,m∗(·)) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ñòðàòåãèè u(t,m) è ïîðîæäåí-

íîãî åé äâèæåíèÿ (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P,X,m(·))

J(t0,m
∗(·), u∗(·, ·)) > J(t0,m(·), u(·, ·)).

Äâèæåíèå, ïîðîæäåííîå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé, íàçîâåì îïòèìàëüíûì äâèæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ñòðàòåãèÿ u(t,m) òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèåm(·) óðàâíå-
íèÿ (1). Òîãäà ñóùåñòâóåò äâèæåíèå (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P,X,m(·)), ïîðîæäåííîå ñòðàòåãèåé

u(t,m), òàêîå, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Còðàòåãèþ u(t,m) ìîæíî ïîäñòàâèòü â ìàòðèöó ïåðåõîäîâ

Q(t,m(t), u(t,m(t))) è ïîëó÷èòü Q̂ij(t) = Qij(t,m(t), ui(t,m(t))).

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé Êîëìîãîðîâà Q̂ij(t), âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ìåòîäîì, îïèñàííûì â êíèãå [8℄. �àññìîòðèì ñèñòåìó â ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå è ââåäåì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ τ . Äîáàâèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèå

d
dt
τ = 1. Ïîëîæèì

b = (0, 1). Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñîñòîÿíèþ ìàðêîâñêîé öåïè i ∈ R ïàðó (i, 0). Ââåäåì ìåðû

ν(τ, (x1, x2),M) =





N∑

j=1,j 6=i

Q̂ij(τ)δj−i(M), åñëè x1 = i, x2 = 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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ãäå M ⊂ R � áîðåëåâñêîå.

Îïðåäåëèì ãåíåðàòîð Λ : C1
b (R

2) → Cb(R
2) ïî ïðàâèëó

(Λφ)(τ, x) = (b,∇φ(x)) +

∫

R2

(φ(x+ y)− φ(x))ν(τ, x, dy). (3)

Ñèìâîë îïåðàòîðà (−Λ):

p(τ, x, ξ) = −i(b(τ, x), ξ) +

∫

R2

(1− eiξy + i1|y|61(y)(ξ, y))ν(τ, x, dy)

íåïðåðûâåí.

Ïîêàæåì, ÷òî sup
x

(
|b|

1 + |x|
+

∫

|y|>1
ν(τ, x, dy)

)
< ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

• |x| > 0, è |b| = 1, ïîýòîìó
|b|

1 + |x|
< ∞.

•

∫

|y|>1
ν(τ, x, dy) 6

N∑

i=1

N∑

j=1

Q̂ij(τ)δj−i(M) < ∞.

Íàêîíåö ïîêàæåì, ÷òî sup
x

∫

|y|>1
ln+(|y|)ν(τ, x, dy) < ∞. Â ñàìîì äåëå ìåðà ν ñîñðåäîòî÷åíà

íà êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê, è èíòåãðàë ðàâåí êîíå÷íîé ñóììå çíà÷åíèé ëîãàðè�ìà.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ [8, Òåîðåìà 5.4.2℄, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íàáîð

(Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P, Y ) � ðåøåíèå ïðîáëåìû ìàðòèíãàëîâ äëÿ ãåíåðàòîðà Λ, ò. å. ñóùåñòâó-
åò âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ �èëüòðàöèåé (Ω,F , {Ft}t∈[t0,T ], P ) è ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ Y : [0, T ] × Ω → {1, . . . , N}, ñîãëàñîâàííûé ñ �èëüòðàöèåé {Ft}t∈[t0,T ], òàêîé, ÷òî

∀φ ∈ C(R2) φ(Y (t))−

∫ t

t0

Λφ(τ)dτ � ìàðòèíãàë.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Y (t) = (X(t), Z(t)) âåðíî Z(t) = t + C,

ïîñêîëüêó

d
dt
τ = 1. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ñ èñõîäíûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. �àñ-

ñìîòðèì φ̂ : R → R. Ïóñòü x = (x1, x2) ∈ R
2
. Îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ ìåðû ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå

÷åðåç ν̂, òàêèì îáðàçîì, ν̂(t, x1,M) = ν(τ, x,M), ãäå M ⊂ R � áîðåëåâñêîå.

Îïðåäåëèì ãåíåðàòîð Lt : C(R) → C(R) ïî ïðàâèëó

(Ltφ̂)(x) ,

∫

R

(φ̂(x+ y)− φ̂(x))ν̂(t, x, dy). (4)

Ïîêàæåì ñâÿçü ãåíåðàòîðîâ (3) è (4). Ïîëîæèì φ(x1, x2) = φ̂(x1). Äëÿ òàêèõ �óíêöèé

Ltφ̂ = Λφ. Ïîñêîëüêó φ̂(X(t)) = φ(X(t), Z(t)), òî

d

dt
E(φ̂(X(t))) =

d

dt
Eφ(X(t), Z(t)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

d

dt
Eφ(X(t), Z(t)) = E(Λφ)(X(t), Z(t)).

Ïðè ýòîì

E(Λφ)(X(t), Z(t)) = E(Ltφ̂)(X(t)).

Ïîýòîìó äëÿ ïðîöåññà X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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d

dt
E(φ̂(X(t))) = E(Ltφ̂)(X(t)). (5)

Íàïîìíèì, ÷òî ãåíåðàòîð � ýòî ýêâèâàëåíòíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ìàðêîâñêîé öåïè. Ïîêà-

æåì, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5), òî X(t) îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ìàðêîâñêîé öåïè ñ ïå-

ðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè Q̂ij(t). Âîçüìåì φ = Ii.

Eφ(X(t)) =
N∑

j=1

P (X(t) = j).

d

dt
P (X(t) = i) =

N∑

k=1

N∑

j=1;j 6=k

(Ii(j)− Ii(k))Qkj(t)P (X(t) = k) =

=
N∑

k=1

N∑

j=1;j 6=k

Ii(j)QkjP (X(t) = k)−
N∑

k=1

N∑

j=1;j 6=k

Ii(k)QkjP (X(t) = k) =

=

N∑

k=1;k 6=i

QkiP (X(t) = k) +

N∑

k=1

δikP (X(t) = i)Qkk =

N∑

k=1

QkiP (X(t) = k) +Qii(t)P (X(t) = i)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

d

dt
P (X(t) = i) = QP (X(t) = i).

Îïðåäåëèì m �îðìóëîé mi = P (X(t) = i). �àâåíñòâî (2) âûïîëíåíî ïî Ïðåäëîæåíèþ 1. �

Òåîðåìà 1. Ïóñòü W � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà

∂W

∂t
+

N∑

i=1

mi(t) sup
v∈U


g(t, i,m(t), vi(t,m(t))) +

N∑

j=1

Qij(t,m(t), vi(t,m(t)))
∂W

∂mj

(t,m(t))


 = 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ u∗(t,m), íåïðåðûâíàÿ ïî m,

ò. å. äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ (t0,m0) ìîæíî ïîäîáðàòü îïòèìàëüíîå äâèæåíèå,

ïîðîæäåííîå ñòðàòåãèåé u∗(t,m) è íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî îïòèìàëü-

íîãî äâèæåíèÿ (Ω∗,F∗, {F∗
t }t∈[t0,T ], P

∗,X∗,m∗(·)) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

E

(
σ(X∗(T ),m∗(T )) +

∫ T

t0

g(t,X∗(t),m∗(t), u∗X∗(t)(t,m
∗(t)))dt

)
= W (t0,m0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ Áåëëìàíà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ:

u∗i (t,m) = argmax
v∈U


g(t, i,m(t), vi(t,m(t))) +

N∑

j=1

Qij(t,m(t), vi(t,m(t)))
∂W

∂mj

(t,m(t))


 .

Ïî Ïðåäëîæåíèþ 2 ñóùåñòâóåò äâèæåíèå (Ω∗,F∗, {F∗
t}t∈[t0,T ], P

∗,X∗,m∗(·)), äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2). Èñïîëüçóÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è Ïðåäëîæå-

íèå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî

E(σ(X∗(T ),m∗(T )) +

∫ T

t0

g(t,X∗(t),m∗(t), u∗X∗(t)(t,m
∗(t)))dt) = W (t0,m0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äðóãîå äâèæåíèå (Ω̂, F̂ , {F̂t}t∈[t0,T ], P̂ , X̂, m̂(·)), ïîðîæäåííîå óïðàâ-
ëåíèåì û(t,m). Òîãäà ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 îíî óäîâëåòâîðÿåò äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìå (1),

íî îïòèìàëüíîå äâèæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìîé, ýòî äâèæåíèå,

äëÿ êîòîðîãî óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ u∗(t,m). Çíà÷èò, âûáðàííîå äâèæåíèå íå îïòèìàëüíî. �
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