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!�& #%/!7)" )#��'9013%#- ��+��.!�� $/�%�5 $�%����  �2!� ��'1*)%9 ��) �&�+� � ��/$%��!��
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!�#%)5 / %/$2� ��)#1%#%�1�% �(�/!)*�!)� !/ ��#1�#� �/.�%!)$��5 12� !� %�'9$� NP 8%�1+!/5
!� ) APX8%�1+!/ ?�@5 %� �#%9 !� +��1#$/�% #14�#%���/!)- ��')!� )/'9!�(� ��).')2�!!�(�
/'(��)% /5 ��</34�(� 0/+/*1 # 0/+/!!�" !/����+ %�*!�#%93� �.� ��)��+�!!�� 0/+/*) �/#8
# /%�)�/3%#- �.�*!� � +�1& ��#%/!��$/&U !/  )!) )0/7)3 #���$1�!�& 0/%�/% E /$#) )0/7)3
#���$1�!�(� +�&�+/S ) !/  )!) )0/7)3 !/).�'9<)& �� �#� �/.�%!)$/ 0/%�/% E /$#) )0/7)3
!/) �!9<�(� +�&�+/S� �%���" �/�)/!% E#�-0��/� �" �.�*!� # +�./�$�" � !/0�/!)) ���.'� �
=10$�� (��'�<$�>5 )') =QPMMRLJLVW>S �/## /%�)�/�%#- � ��*/%) !�#$�'9$� ��2�� � �!!� 6%) 
�/�)/!%�  � .1+� )!%���#��/%9#- � !/#%�-4�" #%/%9�5 ) �- � �)+15 *%� .�)(/+� )#��'!)%�'�"
!��.&�+) � 0/$�!*)%9 �/.�%� � $�/%*/"<)� #��$) $/$ �� ��)*)!� #$���"<�" !�"%�/')0/7))
���+!�& ��#'�+#%�)" /�/�))5 %/$ ) )0 #��.�/2�!)"  )!) )0/7)) ���+!�& ��0+�"#%�)" !/
$/2+�(� )0 )#��'!)%�'�"� �/'��  � #*)%/� 5 *%� 0/%�/*)�/� �" )#��'!)%�'- ) ��#1�# ) ��8
'1*/� �" +�&�+ A 6%� �+)! �/�/ �%�� E�!� ) #'��/ )5 6$�!� )3  � ) #*)%/� ��)(��<� 5
.1+9 %� 6$�!� )- ��� �!)5 0/%�/*)�/� �(� !/ ')$�)+/7)3 /�/�))5  )!) )0/7)- ���+/ +'-
0+����9- #�/#/%�'�" )') 1 �!9<�!)� 14��./ +'- %�&!)$)�S � %/$)& 1#'��)-& �/## �%��!!/-
��<� �.�.4�!!/- 0/+/*/ � !/0!/*�!)-& %��-�% #��3 =�3$0/*!13> $� ��!�!%1 ) #%/!��)%#-
.')0$/ $ $'/##)*�#$�" NP 8��'!�" 0/+/*� � �/0.)�!)) ENFOMHMHPJ NOPQRLKS � ��%) )0/7)�!!�"
��#%/!��$�5 # %� ')<9 �%')*)� 5 *%� � +/!!� #'1*/� �/0.)�!)� ���)0��+)%#- !� !/ +�/
��+ !�2�#%�/5 / !/ ���)0��'9!�� 7�'�� *)#'� E$�')*�#%�� )#��'!)%�'�"S ��+ !�2�#%�� �%/$5
�/#���+�')%�'9!/- $� ��!�!%/ :�� 1')�1� �" � !/#%�-4�" #%/%9� ��%) )0/7)�!!�" 0/+/*)
#�*�%/�% � #�.� 6'� �!%� +�1& )0��#%!�& #'�2!�& ���.'� U �.�.4�!!�" 0/+/*) � !/0!/*�!)-&
) 0/+/*) � �/0.)�!))�

�.�*!� � 0/+/*/& �/#���+�'�!)- 0/+/!)" �/## /%�)�/3%#- /++)%)�!�� :1!$7)) /(��()8
���/!)- 0/%�/%� � +/!!�" �/.�%� ���+��'/(/� /- ��#%/!��$/ +��1#$/�% )#��'90��/!)� ���)08
��'9!�& :1!$7)" �7�!$) =$/*�#%�/> �/#���+�'�!)-�

� #�-0) # %� 5 *%� �/## /%�)�/� /- 0/+/*/ �/#���+�'�!)- -�'-�%#- %�1+�� $�" � ��*)#8
')%�'9!� �%!�<�!)) ENP 8%�1+!�"S5 ��-�'-�%#- !��.&�+) �#%9 �/0�/.�%$) �/�/''�'9!�& /'8
(��)% �� +'- �� ��<�!)-� � +/!!�" #%/%9� ��)#��/�%#- �/�/''�'9!�" /'(��)% !/&�2+�!)-
��%) /'9!�(� �/0.)�!)- N 0/+/!)" !/ n 1*/#%!)$�� E�/.�%!)$��S ��) �� �4)  �%�+/ +)!/8
 )*�#$�(� ���(�/  )���/!)- E���S�

�  ! "#$%&'(�&) *#+,&�#�-& .&�&/�

�.�0!/*/� �/��!#%�� �� ����+�'�!)3 $/$
�
=� �#3+1 � +/'9!�"<� N

�
= {1; 2; . . .}5 N0

�
=

�
= N ∪ {0}5 R A ��4�#%��!!/- ��- /-� �1#%9 0/+/!� *)#'� N ∈ N EN � 2S A $�')*�#%��
0/+/!)"X i ∈ 1, N A !� ��/ 0/+/!)"� ��� � %�(�5 0/+/!� *)#'� n ∈ N (2 � n � N) A $�')*�#%��
1*/#%!)$��X i ∈ 1, n A !� ��/ 1*/#%!)$�� E�/.�%!)$��S�

�%/$5 ���+��'/(/�%#-5 *%� 1 !/# ) ��%#- N 0/+/!)" ) n �/.�%!)$�� E)#��'!)%�'�"S� ���8
.1�%#- �/#���+�')%9 �#� 0/+/!)-  �2+1 �/.�%!)$/ )� ��) 6%� ���+��'/(/�%#-5 *%� $/2+��
0/+/!)� ��+�'-�%#- ���!� �+!� 1 1*/#%!)$1�

	/0.)�!)�  !�2�#%�/ 1, N !/ n ∈ N ��+ !�2�#%� .1+� !/0��/%9 �#-$13 #���$1�!�#%9 n
!��1#%�& ��+ !�2�#%� (K1, . . . ,Kn) %/$)&5 *%�U

�S
n⋃

i=1

Ki = 1, N X

�S ∀i, j (i �= j) ⇒ (Ki ∩Kj = �)�
�!�2�#%�� %/$)& �/0.)�!)" .1+� �.�0!/*/%9 $/$Mn(1, N )� 	/0.)�!)�  !�2�#%�/K ⊆ 1, N

!/ +�/ ��+ !�2�#%�/ K1 ) K2 .1+� �.�0!/*/%9 $/$ K = K1
⊔

K2� �1#%9 0/+/!/ :1!$7)-



	�<�!)� 0/+/*) �. ��%) /'9!� �/#���+�'�!)) 0/+/!)" �B�
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#%�) �#%) ����'!�!)- (�1�� 0/+/!)"D : P(1, N ) → R5 (+� P(X) A 6%� %�/+)7)�!!�  !�2�#%��
�#�& ��+ !�2�#%�  !�2�#%�/ X�

�%�) �#%93 �/#���+�'�!)- α = (K1, . . . ,Kn) ∈ Mn(1, N ) !/0��/�%#- 0!/*�!)� :1!$7))
D : Mn(1, N ) → R

+5 ����+�'-� �� $/$ D(α) = max
i=1,n

{D(Ki)}� �/'��5 α0 ∈ Mn(1, N ) !/0��/�%#-

��%) /'9!� !/ Mn(1, N )5 �#') α0 ∈ argmin
α∈Mn(1,N)

D(α)� � !/#%�-4�" #%/%9� )##'�+1�%#- 0/+/*/

!/&�2+�!)- ��%) /'9!�(� �/#���+�'�!)- 0/+/!!�(�  !�2�#%�/ �/.�% #��+) 0/+/!!�(� *)#'/
)#��'!)%�'�" # �� �493 �/�/''�'9!�& ��*)#'�!)"U

V = max
i=1,N

{D(Ki)} → min,
n⊔

i=1

Ki = 1, N. E�S

�%��(/- ��#%/!��$/ ) ��% �)+

V = max
i=1,n

{D(Ki)} → min, (Ki)i∈1,n ∈ Mn(1, N ).

� 0! ��,#� ���&%�/�+-#1# *$#1$&%%�$#�&��)

� #%/%9� �/## /%�)�/�%#- #&� / +)!/ )*�#$�(� ���(�/  )���/!)- ?�Y�@ E��+��.!�� )0'�8
2�!)� # � � ?Z5 */#%9 �@S� ���+'/(/� �" !)2� /'(��)% #�+��2)% �#�.�!!�#%)5 #�-0/!!�� # )#8
��'90��/!)� �/�/''�'9!�" #%�1$%1�� +'- �/#*�%/ !/ #1�����*)#')%�'� E# � [ BS�

�'1#$�,%!
�� �!)7)/')0/7)- :1!$7)) \�'' /!/ E�����" #'�"SU +'- �#-$�(� ��+ !�2�#%�/ K ⊆ 1, N

����'!-� V1(K) := D(K)�
�� ��#'�+��/%�'9!� 1��')*)�/- i �% 2 +� n−15 ����'!-� �/#*�% ��� �21%�*!�& 0!/*�!)"

:1!$7)) \�'' /!/5 ��)�/-#9 !/ i8 </(� !/ ��01'9%/% ��*)#'�!)"5 ��'1*�!!�" !/ ���+�+18

4� </(�� �'- �#-$�(� K ⊆ 1, N Vi(K) := min
K̃⊆K

{
max{D(K̃), Vi−1(K \ K̃)}

}
�

B� ��*)#'-� ��#'�+!�� 0!/*�!)� :1!$7)) \�'' /!/5 #���/+/34�� #� 0!/*�!)� E6$#%��8
 1 � S 0/+/*) E�SU

Vn(1, N ) := min
K̃⊆1,N

{
max{D(K̃), Vn−1(1, N \ K̃)}

}
.

	/## �%�) $�/%$�� +�$/0/%�'9#%�� $����$%!�#%) /'(��)% / E# � .�'�� ��+��.!� ?�YZ@S�

2,��$3�����  ! �������� Vm(K)� �	��
���
�� � �������
�� �
�� ������� ������ �����


������� ��������� 
����
��� K 
���� m �
�����������

� � $ / 0 / % � ' 9 # % � �� ��$/2� )!+1$7)�" �� *)#'1 )#��'!)%�'�" m5 *%�

Vm(K) � min⊔m
i=1 Ki=K

{
max
i=1,m

{D(Ki)}
}
.

�&.& ���4-5��6 m = 1� �*��)+!�5 %/$ $/$ V1(1, N ) = D(1, N )�

�&1 ���4-5��6 �1#%9 1%���2+�!)� +�$/0/!� +'- ∀i < mX +�$/2� 1%���2+�!)� +'-

i = m� �'- '3.�(� �/#���+�'�!)- {L1, . . . , Lm} :

m⊔
j=1

Lj = K �� ����+�'�!)3

max
i=1,m

{D(Li)} = max
{
D(Lm), max

i=1,m−1
{L1, . . . , Lm−1}

}
� max

{
D(Lm),

{
Vm−1

(m−1⋃
k=1

Lk

)}}
�

� min
L⊆K

{max{D(L), Vm−1(K \ L)}} = Vm(K).
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�*��)+!�5 #%�) �#%9 Vm(K) +�#%)(/�%#- !/ �/0.)�!)) {K0
1 , . . . ,K

0
m}5 ��'1*/34� #- ��)

+�)2�!)) =����&> �� /'(��)% 1U

K0
m : Vm(K) = max{D(K0

m), Vm−1(K \K0
m)},

K0
m−1 : Vm−1(K \K0

m) = max
{
D(K0

m−1), Vm−2

(
(K \K0

m) \K0
m−1

)}
) %/$ +/'��5 +� K0

1 �
� )%�(� ) �� Vm(K) = max{D(K0

m),D(K0
m−1), . . . ,D(K0

1 )} = D((K0
1 , . . . ,K

0
m))� �

�.4)� �����#� %���)) +)!/ )*�#$�(� ���(�/  )���/!)- �/## /%�)�/')#9 � ?��@ E# � %/$8
2� ��+��.!�� )0'�2�!)� /.#%�/$%!�& �/�)/!%�� ��� � ?��@S�

��)��+�!!�" ��$1�#)�!�" /'(��)% �.'/+/�% ��#�$�" ��*)#')%�'9!�" #'�2!�#%935 ��8
6%� 15 �� ) � +/!!�" #&� � %�*!�(� ��<�!)-5 /$%1/'9!� =.�#%���> 6��)#%)*�#$)� /'(��)%8
 � ��<�!)- 0/+/*) �/#���+�'�!)-5 $�%���� .�') ��#%���!�5 !/��) ��5 � ?�@�

� #'�+134� �/�/(�/:� �/## /%�)�/�%#- �/�/''�'9!�" /'(��)% ��#%���!)- %�*!�(� ��8
<�!)- 6%�" 0/+/*)5 ��/')0��/!!�" !/ #1���$� �93%���� � !/#%�-4�" �/.�%� $�!#%�1)�1�%#-
/'(��)% 5 ��/')0��/!!�" !/ #1���$� �93%���5 *%� �%')*/�% �� �% ?�YZ5��@5 (+� )#��'90��/')#9
��+�.!�� /'(��)% � +'- ��<�!)- !/ ��� 	�01'9%/%� !/#%�-4�" �/.�%� /!�!#)���/!� � ?�B@�

� 7! 
&$&''�'(�&) $�&'�.&5�) &'1#$�,%&

� +/!!� �/�/(�/:� �/## /%�)�/�%#- �/�/''�'9!/- ��/')0/7)- /'(��)% / +'- ��<�!)-
0/+/*) !/&�2+�!)- ��%) /'9!�(� �/#���+�'�!)-�

� !/<)& ��*)#'�!)-& 1*/#%�1�% k ���7�##�����
• 
/ ����� </(� /'(��)% / $��!���" ���7�##�� �/##�'/�% !/*/'9!�� +/!!�� �#� 1*/#%8
!)$/ ��*)#')%�'9!�(� ���7�##/� �'- 6%�(� )#��'901�%#- :1!$7)- ]^_ `VFGM�

• 
/ �%��� </(� /'(��)% / ����'!-�%#- ��#%���!)� :1!$7)) \�'' /!/U

Vi(K) := min
K̃⊆K

{
max{D(K̃), Vi−1(K \ K̃)}

}
.


/ +/!!� 6%/�� +'- $/2+�(� #'�- ����'!-�%#- ��%) /'9!�� �/#���+�'�!)� ��+ !�2�#%�
K ⊆ 1, N � 	/#�/�/''�') !/).�'�� %�1+�� $)" ���7�## ����.��/ ��+ !�2�#%�� �'- 6%�(�
!��.&�+) � �/#���+�')%9 ��+ !�2�#%�/ K ⊆ 1, N %/$5 *%�.� �#� ���7�##��� .�') 0/(�18
2�!� �/�!� ��!�� �/2+�" ���7�##��5 1*/#%�134)" � ��*)#'�!))5 !/&�+)% ��%) /'9!��
�/0.)�!)� '3.�(� )0 ��+�'�!!�& � 1 ��+ !�2�#%�� ��+ !�2�#%�/ K ⊆ 1, N 1���-+�*)8
�/� �� ��0�/#%/!)3 )&  �4!�#%)U �% �+!�6'� �!%!�& +� ��+ !�2�#%�/5 #�+��2/4�(�
�#� 6'� �!%�  !�2�#%�/ 1, N � �#')  � �/0+�') *)#'� ��+ !�2�#%� !/ $�')*�#%�� ���8
7�##���� ) �/0+/+) )& �����!1 (�1��/ )5 1���-+�*�!!� ) �� ��0�/#%/!)3 )!+�$#��5 %�
����� 1 ���7�##��1 +�#%/!1%#- ��+ !�2�#%�/  /'�"  �4!�#%)5 � %� ��� - $/$ ��#'�+!�8
 1 +�#%/!1%#- .�'�� %�1+�� $)� 0/+/!)-� � %/$�" #)%1/7)) ������ ���7�##��� 0/$�!*/%
�/.�%1 �/!9<� ��#'�+!)& ) .1+1% ��!12+�!� ���#%/)�/%9 � �2)+/!)) �. �!/ ��'1*�!8
!� ) ��01'9%/%/ )� �'- %�(� *%�.� )0.�2/%9 ��+�.!�" #)%1/7))5 .1+� �/#���+�'-%9
��+ !�2�#%�/ !/ ���7�##��� =��  �+1'3 k>�

• ���)!+�$#)�1� �#� ��+ !�2�#%�/ K ⊆ 1, N � ���-+$� ��0�/#%/!)-  �4!�#%)� ��#$�'98
$1 $�')*�#%�� ���7�##���� �/�!� k5 �����" ���7�##�� ��'1*)% ��+ !�2�#%�/ # )!+�$#/8
 ) 1, 1 + k, 1 + 2k, . . .5 �%���" ���7�##�� ��'1*)% ��+ !�2�#%�/ 2, 2 + k, 2 + 2k, . . . ) %/$
+/'��� � ��01'9%/%� %/$�" ���7�+1�� ��+ !�2�#%�/ �/0')*!�"  �4!�#%) �%!�#)%�'9!�
�/�!� ��!� �/#���+�'-3%#- �� ���7�##��/ �

• ��#'� %�(� $/$ �#� ���7�##��� ����'!)') ��*)#'�!)- !/ ����+�'�!!� #'��5 ) !��.&�8
+) � �. �!-%9#- ��'1*�!!� ) ��01'9%/%/ ) +'- �/#*�%�� !/ #'�+134� #'��� �'- 6%�(�
)#��'901�%#- :1!$7)- ]^_ aRRIFMbLO�



	�<�!)� 0/+/*) �. ��%) /'9!� �/#���+�'�!)) 0/+/!)" �BB

��������	
�� 
�
�� ����� �� ��� ���� �

� 8! �5��-& �9/�+'�,�'(�#: +'#3�#+,�

� +/!!� �/�/(�/:� �����+)%#- �7�!$/ %�1+�� $�#%) ��)#/!!�(� ��<� /'(��)% /5 $/$
� )#&�+!�"5 %/$ ) � �/�/''�'9!�" ��/')0/7))�

�� �7�!$/ %�1+�� $�#%) /'(��)% / .�0 )#��'90��/!)- �/�/''�'9!�" ��/')0/7))�
• 
/ </(� � /'(��)% / ����'!-�%#- #*)%��/!)� !/*/'9!�& +/!!�&� ��1+�� $�#%93 +/!8
!�" ���7�+1��  �2!� ���!�.��*9�

• 
/ �%��� </(� /'(��)% / +'- $/2+�(� i ∈ 2, n − 1 )+�% ��#%���!)� #'��� :1!$7))
\�'' /!/5 ��) 6%� ����'!-�%#- ��'!�" ����.�� �#���0 �2!�& �/0.)�!)" K = K1 �K2

+'- $/2+�(� ��+ !�2�#%�/ 1, N, Vi(K) := min
K1⊆K

{max{D(K1), Vi−1(K2)}}� ��4!�#%9 |K| =

=j5 (+� j ∈ 1, N � ��')*�#%�� ��+ !�2�#%� K ⊆ 1, N %/$)&5 *%� |K| = j5 �/�!�
N !

(N − j)! · j! 5
$�')*�#%�� �/�)/!%�� ��.��/ K̃ ⊆ K ����/7)" �� ����.��1 +/!!�(� ��+ !�2�#%�/ �/�!�
2j X � ��01'9%/%� +'- $/2+�(� i ∈ 1, n − 1 ��'1*/� �7�!$1 *)#'/ ����/7)" i8(� #'�-U

N∑
j=0

(
N !

(N − j)! · j! · 2
j

)
.

• �'- i = n ����'!-�%#- ����.�� ��+ !�2�#%� 1, N X ��'1*/� �7�!$1 *)#'/ ����/7)" 2N �

• �%�(��/- %�1+�� $�#%9 /'(��)% / .�0 )#��'90��/!)- �/�/''�'9!�" ��/')0/7)) ��'1*/8
�%#- �1%� #1  )���/!)- %�1+�� $�#%�" $/2+�(� #'�-U

(n − 1) ·
N∑
j=0

(
N !

(N − j)! · j! · 2
j

)
+ 2N .

�� �7�!$/ %�1+�� $�#%) /'(��)% / # )#��'90��/!)� �/�/''�'9!�" ��/')0/7))�

• 
/ </(� � /'(��)% / ����'!-�%#- #*)%��/!)� !/*/'9!�& +/!!�& ) )& ����#�'$/ ���8
7�##��/ 5 1*/#%�134) � ��*)#'�!))� ��1+�� $�#%93 +/!!�" ���7�+1�� �!��9 ���!�8
.��(/� �

• 
/ �%��� </(� /'(��)% / +'- ∀i ∈ 1, n − 1 %�1+�� $�#%9 �/##*)%��/�%#- /!/'�()*!�
%�1+�� $�#%) /'(��)% / .�0 )#��'90��/!)- �/�/''�'9!�" ��/')0/7))� 
*)%��/-5 *%�
�/#*�% ��%) /'9!�(� �/0.)�!)- ��+ !�2�#%� ����'!-�%#- !/ k ���7�##��/&5 ��'1*/� 
�7�!$1 *)#'/ ����/7)" i8(� #'�- � �)+�

N∑
j=0

(
N !

(N − j)! · j! · 2
j

)
k

.

• �'- i = n ����'!-�%#- ����.�� ��+ !�2�#%� 1, N X +/!!/- ���7�+1�/ �/##*)%��/�%#- !/
�+!� ���7�##���5 / 0!/*)%5 ��'1*/� �7�!$1 *)#'/ ����/7)" 2N �

• c)#'� ����/7)" �� �. �!1 ��'1*�!!�& +/!!�&  �2+1 ���7�##��/ ) �/##*)%��/�%#- #'�8
+134) �.�/0� � � $�!7� i8(� #'�- $/2+�" ���7�##�� +�'2�! �%��/�)%9 2N 0!/*�!)"
(Vi, K ⊆ 1, N ) $/2+� 1 )0 k − 1 �#%/�<)&#- ���7�##����� 
*)%��/-5 *%� %/$�" �. �!
� $�!7� #'�- �#14�#%�'-�%#- �+!���� �!!� �#� ) ���7�##��/ )5 / *)#'� #'��� �/�!� n5
�.4�� *)#'� ����/7)" .1+�% n · 2N � �'- ��)��+�!)- ��� �! ����'!�!)- ����/7)" ����8
+/*) +/!!�& ) ����/7)" #�/�!�!)- $ �+)!� �+)!)7/ )0 ���!)- !��.&�+) � ���#%)
$�6::)7)�!% M 5 t��� ≈ M · t����5 (+�5 )#&�+- )0 &/�/$%��)#%)$ ��*)#')%�'-5 M  �2�%
�/�9)���/%9#- � ���+�'/& 200Y1000� � !/<� #'1*/�5 )#&�+- )0 ��*)#')%�'9!�(� 6$#��8
�) �!%/5 M = 500�
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• �%�(��/- �7�!$/ *)#'/ ����/7)" #�/�!�!)- /'(��)% / # )#��'90��/!)� �/�/''�'9!�"
��/')0/7))  �2�% .�%9 ���/2�!/ $/$

n− 1

k
·

N∑
j=0

(
N !

(N − j)! · j! · 2
j

)
+ (

n

M
+ 1) · 2N .

� ;! �9/�+'�,�'(�9: <-+*�$�%��,

� +/!!� �/�/(�/:� �/## /%�)�/�%#- ��<�!)� 0/+/*) !/&�2+�!)- ��%) /'9!�(� �/0.)�8
!)- N 0/+/!)" !/ n 1*/#%!)$�� E�/.�%!)$��S  �%�+� +)!/ )*�#$�(� ���(�/  )���/!)- # )#8
��'90��/!)� #1�����*)#')%�'- =
	�
>� �/$2� ����'!�! #�/�!)%�'9!�" /!/')0 0/�)#) �8
#%) ��� �!) #*�%/ 0/+/*) �% $�')*�#%�/ ��*)#')%�'9!�& -+�� $'/#%��/�

	/#*�%� .�') ���)0��+�!� +'- n = 3, 4, 5 �/.�%!)$��5 $�')*�#%�� 0/+/!)" N �/�9)�1�%#-
�% 20 +� 25� �%�) �#%9 �#�& 0/+/!)" :�� )�1�%#- #'1*/"!� �.�/0� � )!%���/'� �% 1 +� 100�
�'- #�/�!�!)- ��� �!) ��*)#'�!)- +'- �/0!�(� $�')*�#%�/ -+�� #1�����*)#')%�'- .��1%#-
)+�!%)*!�� !/*/'9!�� +/!!���


/ �#!��/!)) �/!�� ��)#/!!�(� /'(��)% / .�'/ !/�)#/!/ ���(�/  / !/ -0�$� ���(�/ 8
 )���/!)- C++ # )#��'90��/!)� .).')�%�$) ]^_ ?�T@� ���(�/  / �/.�%/�% � #��+� �TY
�/0�-+!�" ����/7)�!!�" #)#%� � #� �"#%�/ dHJef� ��*)#')%�'9!�" 6$#���) �!% �����+)'#-
!/ #1�����*)#')%�'� =
	�
> # ���7�##��!�"  �4!�#%93 ���T ��*)#')%�'9!�& -+�/ ) B�ZT
C./"% ����/%)�!�" �/ -%)� 
/ +/!!� #1�����*)#')%�'� )#��'9013%#- 10'� !/ �#!��� +�1&8
���7�##��!�& .'�"+8#������� g^ ^OPdHFJM `dT��V hij `RFkL #� #'�+134) ) &/�/$%��)#%)8
$/ )U

A +�/ *�%���&,-+��!�& ���7�##��/ _JMLR� lLPJ� m�T�� EB�� ngo5 �BBB pq`5 Z�rSX
A $6<8�/ -%9 2× 6 ]` dLsLR � VFVbL E�T�� qLteLJVLSX
A ����/%)�!/- �/ -%9 � n` ^h�Y�B��5 uLIHGMLOLk vvu�Y��� !/ -+��X
A #�%���" /+/�%�� veFR �nQm whB��H NReG E�S FkkHMHPJFR ��x��� w_h kLkHVFMLk MP Hdj �X
A $�!%��''�� +)#$�� mKQLkkLk qaiaX
A 2�#%$)� +)#$) gvv ��n` wPJ8gPM ^ReI qpp qaia�
�'- /!/')0/ 0/�)#) �#%) ��� �!) #*�%/ 0/+/*) �% $�')*�#%�/ ��*)#')%�'9!�& -+�� $'/#%�8

�/ .�' ����'!�! ��*)#')%�'9!�" 6$#���) �!%5 � $�%��� *)#'� �/.�%!)$�� n = 55 $�')*�#%��
0/+/!)" N = 205 $�')*�#%�� -+�� k �/�9)�1�%#- �% 1 +� 256� ��'1*�!!�� +/!!�� ���+#%/�'�8
!� !/ �)#� �� ��2!� 0/ �%)%95 *%� ��) 1��')*�!)) $�')*�#%�/ -+�� +� B� )+�% #14�#%��!!��
1 �!9<�!)� ��� �!) #*�%/� �/'�� !/.'3+/�%#- .�'�� �'/�!�� 1 �!9<�!)� ��� �!) #*�%/X 6%�
�.,-#!-�%#- %� 5 *%� ��) .�'9<� *)#'� ��*)#')%�'9!�& -+�� !��.&�+) � ����'!-%9  !�(�
����/7)" �. �!/ +/!!� )  �2+1 $/2+� ���7�##��� X %/$ $/$ 6%) +/!!�� .�'9<)� �� �.,�8
 15 !/ 6%� 0/%�/*)�/�%#-  !�(� ��� �!)� ;%� 1 �!9</�% ��)(��< �� ��� �!) #*�%/ 0/+/*) �%
+�./�'�!)- +���'!)%�'9!�(� $�')*�#%�/ ��*)#')%�'9!�& -+���

� $/*�#%�� ��) ��/ ��)��+)%#- ��01'9%/% �+!�(� )0 ��*)#')%�'9!�& 6$#���) �!%��5 ��8
��'!�!!�& !/ #1�����*)#')%�'� =
	�
>� � +/!!� ��) ��� $�')*�#%�� �/.�%!)$�� n = 35
$�')*�#%�� 0/+/!)" N = 25� D1!$7)- #%�) �#%) D(K)5 K ⊂ 1, N 5 ��'1*/�%#- #1  )���/8
!)� #%�) �#%�" �%+�'9!�& 0/+/!)"� ��) 6%� #%�) �#%) ����'!�!)- 1�� -!1%�& 0/+/!)"
#'�+134)�U

d1 = 36, d2 = 68, d3 = 52, d4 = 28, d5 = 99, d6 = 79, d7 = 39, d8 = 40, d9 = 5,

d10 = 24, d11 = 11, d12 = 39, d13 = 98, d14 = 74, d15 = 33, d16 = 35, d17 = 67,

d18 = 41, d19 = 84, d20 = 87, d21 = 52, d22 = 100, d23 = 97, d24 = 99, d25 = 36.

D(�)
�
= 0, D(K) =

∑
i∈K

di.

� ��01'9%/%� ����'!�!)- ���(�/  � .�') ��'1*�!� #'�+134)� ��01'9%/%�� �����" �/.�%!)$
��'1*)' �/.�%� # )!+�$#/ ) K1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, 11, 12}� �%�) �#%9 �/#���+�'�!)- �/�!/
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D(K1) = 475� �%���" �/.�%!)$ ��'1*)' �/.�%� # )!+�$#/ ) K2 = {9, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 21}�
�%�) �#%9 �/#���+�'�!)- �/�!/ D(K2) = 474� ���%)" �/.�%!)$ ��'1*)' �/.�%� # )!+�$#/ )
K3 = {8, 16, 17, 22, 23, 24, 25}� �%�) �#%9 �/#���+�'�!)- �/�!/ D(K3) = 474� y!/*�!)� 0/+/*) V
�/�!� 475�

��� - #*�%/ ���(�/  � #�#%/�)'� B */#/ ��  )!1%�

� =! �&-'>/����

� ��01'9%/%� ���+�'/!!�" �/.�%� .�' ��/')0��/! /'(��)% !/&�2+�!)- ��%) /'9!�(� �/08
.)�!)- N 0/+/!)" !/ n 1*/#%!)$�� E�/.�%!)$��S ��) �� �4)  �%�+/ +)!/ )*�#$�(� ���(�/ 8
 )���/!)- $/$ # )#��'90��/!)� 5 %/$ ) .�0 )#��'90��/!)- �/�/''�'9!�" #%�1$%1��� ��)��+�!
��*)#')%�'9!�" 6$#���) �!% +'- #�/�!�!)- 6%)& +�1& /'(��)% ��� ��'1*�!!�� ��01'9%/%�
��$/0/')5 *%� /'(��)% # )#��'90��/!)� �/�/''�'9!�" #%�1$%1�� +/�% #14�#%��!!�" ��8
)(��< �� ��� �!) ��*)#'�!)- +'- 32 ��*)#')%�'9!�& -+��� �/'�� )+�% .�'�� �'/�!�� #�8
$�/4�!)� ��� �!) #*�%/ ���(�/  �� ��) ��*)#'�!)) #'��� :1!$7)) \�'' /!/ ���7�##���
�. �!)�/3%#- ��� �21%�*!� ) +/!!� )5 �#'�+#%�)� *�(� ��0!)$/3% !/$'/+!�� �/#&�+� ��
��� �!)5 *%� ��)��+)% $ 1 �!9<�!)3 6::�$%/ �% )#��'90��/!)- �/�/''�'9!�(� /'(��)% /
+'- .�'9<�(� $�')*�#%�/ ��*)#')%�'9!�& -+��5 1*/#%�134)& � �/#*�%/&�
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7" GHIJKIL M"� 2NOOPQ=RST U"� UKIVNOOT W" QXXRYZ=NZV [IT\ON=X" W4QU ]^ROKLNO[^RK� 766_"
2341 56"559:;5"_:`5a55_:779`

9" bH^Z c"d" e^N cHZYKIRKZ =NV^TL fTI V^N KXXRYZ=NZV [IT\ON= ;; gK<KO MNXNKIS^ hTYRXVRSX iHKIVNIOj"
5_88" kTO" 7" gT" 5l7" ]" `9l_:" 2341 56"5667;ZK<"9`6667656_

F" bNOONINI c"� ]fNIXS^j m"� ]RXRZYNI 2" bZK[XKSJ [IT\ON=X" W[IRZYNI� 7668" 2341 56"566:;_:`�9�8F6�7F:::�:

8" ]K[KLR=RVIRTH n"c"� oKZZKJKJRX U" 3[VR=RpKVRTZ� K[[ITqR=KVRTZ KZL ST=[ONqRVj SOKXXNX ;; rTHIZKO Tf
nT=[HVNI KZL WjXVN= WSRNZSNX" 5__5" kTO" F9" 4XXHN 9" ]" F78lFF6" 2341 56"565a;6677�6666 _5!_6679�s

http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611972238
http://dx.doi.org/10.1002/nav.3800020109
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-24777-7
http://dx.doi.org/10.1016/0022-0000(91)90023-X


�B� ���� C�)(��9��

��������	
�� 
�
�� ����� �� ��� ���� �

a" C�	(�� ."D"� C�	(�� 0"." > ������� � �������	

 ���(����$ ����
�	
� ��	��	��� �	�������
	� ��	��� ������ �
	��
������� ��������
����	
� ;; .������
�� 
 ������%�	
��" 7666" t F"
+" 57_l5F7"

:" C�	(�� ."D"� C�	(�� 0"." u
	��
������ ��������
����	
� � ������ ���
�
��(

 ����
�	
� ;;
.������
�� 
 ������%�	
��" 7667" t 8" +" 599l5Fa"

`" C�	(�� ."D" v���������	$� �����
 �������
��(

 
 ����������	
� ����	
�1 ������$ ����

" E"l
������1 /�w �-������	�� 
 %���
������ �
	��
���� �	��
��� ���������	$% 
��������	
�� 766`"
7F6 �"

_" C�	(�� 0"." # 	������$% �����
���% ����������	
� ����	
� ����� �����	
���
 ;; .������
��

 ������%�	
��" 766a" t `" +" ::l_5"

56" )�����	 -" u
	��
������ ��������
����	
�" E"1 �?� 5_a6" F66 �"

55" E
	� E" E������
������ ��������
����	
�" E"1 /����� 5__6" F`` �"

57" >�������� ?"/"� /������ v"E"� C�	(�� ."D" #� ��	�� ������ � 	��	���	
�% ;; x��	�� �$�
��
�
����	�� �������
�
 
 �������
������ '
�
�
" 5__9" @" 99" t F" +" F`9lF_F"

59" D�
������ ."E" -���	
� �
	
����	�� ���������
����	�� �����
 ������� �
	��
������� ����
�����
����	
� � ��
��	�	
�� ���������	$% �$�
���	
� ;; /���	$� ����
� � ���
 �	���	��1
&���'����	�� ����
��1 @���$ E����	����	�� ��������������	�� ��	'���	(

" E"1 ������ ED,�
7655" +" 8`6l8`a"

5F" .	��	�� ."+" 0��������	�� ��������
����	
� � 
���������	
�� ��%	����

 U]41 ,���	�� �����
�
�" E"1 ������ ED,� 766F" :5 �"

0�����
�� � �����(
� 78"65"765:

D�
������ .������ E
%�����
�� �������

� �������� �	��
��� �������
�
 
 ��%�	
�
 ,�# -./�
a7675_� -���
�� �" A�����
	����� ��" +" >����������� 5a"
y�=KRO1 KYzHIKZ"IH

���� ������	
�

�������� �� �	
 ���
�
� �� ������� ���� ������
����� 
� �	
 �
�	�� �� ������� �����������

���	 ������
� ���������

��������� ������� �	
�����
�
 ������������� ����
������ ���������� �

���������� ������ ����� ���	 ���

���
 �� ��	 ������� �
� ����
���	

����
�	�� �����
� ��������
��� ����
�
��� ������
� �����
���	

 !"����� #�$��� ��"��

%&'� ��	��(��)��������

*�
 �
� �+ ��
 ����� 
� �� ��������� � ������
� �����
��� +�� ����
�� � ,����
�
�- ��
���.� ���,�
� ����
��
�
/
�� ����
�
��
�� � 0�
�
 �
� �+ ���-� ,
�/

� � 0�
�
 ���,
� �+ ��
���	 1
 �
���
,
 ��
 �����
��� �+ 0��
��
�� ���
��� ����
�
�� �+ ���-� ������� �����
� ��������
�� /
�� � ������
� ��������
�� �+ ��
 2
�����
+����
�� ��� ����
�
 � ��������
���� �����
.
�� 
��
���
 +�� ��
 �/� �����
���� �/
�� ��� /
����� ��

������
� ���������
���	 *�
 �����
��� /�� 
���
�
��
� +�� ��
 3��� ���
�������
�� ��� � ��������
����

.�
�
�
�� /�� �������
�4 ��������
�� �
�
 /�� �
����
� +�� ��
 �
�
�� �����
��� ��� +�� ��
 ������
� ��

�� ����
�� ���,
�� �+ ����
���� ���
�	

My{yMygnyW

5" bTIT\JRZ k"k"� WNXNJRZ Q"g"� eKX^OjJT< 3"h"� n^NZVXT< Q"|" ��
��� �������
���
��� � ��� ������������

� ��������� ����������� ����
�����
� �  ���������
� �������
�
��� �
������ �
��
���  MTHVRZY =NV^TLX
KZL V^NRI K[[ORSKVRTZX RZ [IT\ON=X Tf R=[IT<RZY V^N N}SRNZSj KZL XKfNVj Tf T[NIKVRTZ Tf ZHSONKI [T~NI
[OKZVX!� UTXST~1 gT<jN VNJ^ZTOTYRR� 7657� 79F ["

7" GHIJKIL M"� 2NOOPQ=RST U"� UKIVNOOT W" !���"����
 ��� ����� W4QU ]^ROKLNO[^RK� 766_"
2341 56"559:;5"_:`5a55_:779`

mailto:ag@uran.ru
http://dx.doi.org/10.20537/vm170111
http://dx.doi.org/10.1137/1.9781611972238


	�<�!)� 0/+/*) �. ��%) /'9!� �/#���+�'�!)) 0/+/!)" �B�

��������	
�� 
�
�� ����� �� ��� ���� �

9" bH^Z c"d" e^N cHZYKIRKZ =NV^TL fTI V^N KXXRYZ=NZV [IT\ON=� #���� $������� %�"��
��� &���
�����
5_88� <TO" 7� ZT" 5l7� [[" `9l_:" 2341 56"5667;ZK<"9`6667656_

F" bNOONINI c"� ]fNIXS^j m"� ]RXRZYNI 2" '������� ��� ����� W[IRZYNI� 7668" 2341 56"566:;_:`�9�8F6�7F:::�:
8" ]K[KLR=RVIRTH n"c"� oKZZKJKJRX U" 3[VR=RpKVRTZ� K[[ITqR=KVRTZ KZL ST=[ONqRVj SOKXXNX� (������ �)

*����
�� ��� +��
�� +�������� 5__5� <TO" F9� RXXHN 9� [[" F78lFF6" 2341 56"565a;6677�6666 _5!_6679�s
a" n^NZVXT< Q"|"� n^NZVXT< ]"Q" 3Z V^N STZXVIHSVRTZ Tf K [ITSNLHIN fTI [KIVRVRTZRZY K �ZRVN XNV� \KXNL TZ

V^N LjZK=RS [ITYIK==RZY =NV^TL� !�
���
��� ��� $���
� *��
���� 7666� <TO" a5� RXXHN F� [[" a8`la:6"
:" n^NZVXT< Q"|"� n^NZVXT< ]"Q" 2jZK=RS [ITYIK==RZY RZ V^N [IT\ON= Tf LNST=[TXRVRTZ T[VR=RpKVRTZ�

!�
���
��� ��� $���
� *��
���� 7667� <TO" a9� RXXHN 8� [[" `58l`7`" 2341 56"5679;Q15658F6a777_8`
`" n^NZVXT< Q"|"� n^NZVXT< Q"|" ,��
�����-��� ������� �������
���
��� � �������������� �������. �������


�����  yqVIN=KO [IT\ON=X Tf ITHVRZY KZL KXXRYZ=NZV Tf VKXJX1 �HNXVRTZX Tf V^NTIj!� UTXST~l4p^N<XJ1
MNYHOKI KZL n^KTVRS 2jZK=RSX� 4ZXVRVHVN Tf nT=[HVNI WSRNZSN� 766`� 7F6 ["

_" n^NZVXT< ]"Q" rT\ LRXVIR\HVRTZ KOYTIRV^=X� !�
���
��� ��� $���
� *��
���� 766a� <TO" a:� RXXHN `�
[[" 5785l57aF" 2341 56"559F;W666855:_6a6`668F

56" GNOO=KZ M" /������ ���"������"� ]IRZSNVTZ� gN~ rNIXNj1 ]IRZSNVTZ mZR<NIXRVj ]INXX� 5_8:" eIKZXOKVNL
HZLNI V^N VRVON /������������ ���"������������� UTXST~1 4ZTXVI" hRV"� 5_a6� F66 ["

55" URZTHq U" 0��"����
��� ��
����
�1��2 3������ �
 ��"���
����� ]KIRX1 2HZTL� 5_`9� VT=N 51 7_F ["�
VT=N 71 79a [" eIKZXOKVNL HZLNI V^N VRVON ��
���
�������� ���"������������2 3������ � ��"���
���
UTXST~1 gKHJK� 5__6� F`` ["

57" bTITVKN<K h"g"� gKpKIT< y"U"� n^NZVXT< Q"|" QZ KXXRYZ=NZV [IT\ON=� *����
�
����� ��
����
��� ���

��
����
���� 0������� 5__9� <TO" 99� RXXHN F� [[" FF9lF87"
59" |IRYTIjN< Q"U" WTOHVRTZ Tf =RZR=Kq LRXVIR\HVRTZ [IT\ON= \j =NV^TL Tf LjZK=RS [ITYIK==RZY ~RV^ V^N

HXN Tf [KIKOONO ST=[HVRZY� #������� ������ � ��
� 4�
����
. ����5������  ���������. 3���� ��������������

���������-��
����� ���)����
���  WSRNZVR�S XNI<RSN RZ V^N 4ZVNIZNV1 yqK�T[ fHVHIN1 ]ITSNNLRZYX Tf V^N
4ZVNIZKVRTZKO WH[NIST=[HVNI nTZfNINZSN!� UTXST~1 hT=TZTXT< UTXST~ WVKVN mZR<NIXRVj� 7655� [[" 8`6l
8`a  RZ MHXXRKZ!"

5F" QZVTZT< Q"W" 0�������-��� ���"������������ � �����-�������� 
�������"�� �04  ]KIKOONO [ITYIK==RZY
HXRZY V^N U]4 VNS^ZTOTYj!� UTXST~1 hT=TZTXT< UTXST~ WVKVN mZR<NIXRVj� 766F� :5 ["

�
�

�
� �(	��	����

5�
����
� 6�
.
�  
-��
���
��� 7
�� �+ %
�����
��� 8	8	 9������-

 '���
���
 �+  ���
���
�� ���  
����:

��� 3��� 2����� �+ ��
 ����
�� 6���
�� �+ !�

��
�� ��	 !	 9����
��-�
� �;� <
-��
�
�,���� ;������ ����
�	
=:��
�� ��>����	��

http://dx.doi.org/10.1002/nav.3800020109
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-24777-7
http://dx.doi.org/10.1016/0022-0000(91)90023-X
http://dx.doi.org/10.1023/A:1015406222958
http://dx.doi.org/10.1134/S0005117906080054
mailto:ag@uran.ru

	Формальная постановка задачи
	Метод динамического программирования
	Параллельная реализация алгоритма 
	Оценка вычислительной сложности
	Вычислительный эксперимент
	Заключение

