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� �������� ���� ���� !!  �"# �$ #�#%�$# �&�����' (�$�)��"�� $#"��� � &#"�� "#"  &��
��* $#"�� +,-&��#� $#"�� ./#� (��/0%
 &��"�* %��$
� 1
%# ��$�#�# &����' (�$�)��"��
�&�0"&0� 2�345 6	7� 8�&�/ 1
%# 0�&#�� %��# � '$, �34 � &�����* ��'/��� /�9)#�&�)����
 $#�/���*�& �'� .��� ��* $#�#)�* �34 ' %'�&�' "%#���(�"#:�' /�&��)��"�� (0�":�* (��
��/���%���)��"� ��//�&��)�
� 2345 ���/�&��* "#" �# ����/ /��9��& � 6�7� &#" � �# � 0�
/��9��& #� 2;��5 6<7� 3���/���%���)��"#' ��//�&��' �$�#)#�& �0=��& � #��� (0�":���#%,�
��* � '$� /�9�0 $�#)���'/� /�&��)��"�* (0�":�� �%' ������%������ )��%# ����$ �%,��
 $'&
� &�)�"� 30�":���#%,�
/ /�&���/ �#*���# /�&��)��"#' (0�":�' ����/�&��)��"�* 34
;�� �#��# (2, 2)>

f = x+ ξ.

� �#1�&� # &��# 6�7 /�&���/  %�9���' 1
%� ��"#$#��  %�9���� 34 ;�� �#��# (2, 2)  34 ;��
�#��# (3, 2)� $#&�/  %�9���� 34 ;�� �#��# (3, 2)  34 ;�� �#��# (4, 2)? "��/� &���� ��"#$#���
)&� �� �0=��& 0�&  %�9���' 34 ;�� �#��# (4, 2)  34 ;�� �#��# (5, 2)� &� ��&, �&�0&�& 0�&
34 ;�� �#��# (5, 2)� 8��&������� ��"#$#&�%,�& � /�9�� ���/#&�)��"� �$�1�#$�&, &#">

(2, 2) −−−−→ (3, 2) −−−−→ (4, 2)
×−−−−→ (5, 2).

� @&�* ��#��#//� $�#" × �#� �&��%"�* �$�#)#�& �&�0&�& ��  %�9���'�
+#�&�'=#' �#1�&# ' %'�&�' �����%9����/ �#1�&
 6�7� � �#���* �#1�&� /�&���/  %�9��

��' �#���'&�'  �� /�&��)��"�� (0�":�� 34 ;��  
��"�� �#��� > (3, 3)� (4, 3)� � � � � (n, n)�
(n + 1, n)� . . .� 8��/��'�/
* $���, /�&��  %�9���' #���1��� #� �%' 34 ���/�&��* �# ����/
/��9��& �� � ��/�=,- "�&����� ���&����
  %�9���' � "%��� 
�� ��� ��� "%��� 
�� ��/�
�%�"&�)��"�� � ��%,/��%,:� 
� � 0/���
� ���/�&��* 6�A
7�
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� ���/�&��* �<

���������� ��	
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� �� �� ���!���� 	
 ��
  "�#" $s + 1, k + 1%

� @&�/ �#�#��#(� �#�&�' �1=�� ������%����� 80�&, �/�-&�' � # �%#�"�� /�����1�#$�' M
� N � ���)�/ dimM = k � dimN = s� �%#�� �%#�"��&� /�����1�#$�* � (0�":�* �# ���  �$��
������%#�#�&�' �� ��9� C2� �%' ��"�#=���' $#����* ��9� 10��/ �� ���&, ����&� � �%#�"��&��
����#$0/� #'  
B� �"#$#����� ��)"� ��� ��� /�����1�#$�' �1�$�#)#-&�' �&��)�
/� %#&���
�"�/� 10" #/�> i, j, i1, . . .� # &�)"�  &����� /�����1�#$�' C �&��)�
/� ���)��"�/� 10" #/�>
α, β, α1, . . .� D#��/#&�� #�&�' &#"9� �%#�"#' (0�":�' f : M×N → R� �#$
 #�/#' ���������	
�
�����&# %'-=#' �#�� &�)�" 〈i, α〉 �$ �&"�
&�* � �%�&��* �1%#�&� ������%���' Sf ⊆ M × N
)��%� f(i, α)� � %�"#%,�
� "������#&#�

f = f(i, α) = f(x1, . . . , xk; ξ1, . . . , ξs),

��� (x1, . . . , xk) C %�"#%,�
� "������#&
 &�)"� i� (ξ1, . . . , ξs) C %�"#%,�
� "������#&
 &�)"� α�
� �&��B���� /�&��)��"�* (0�":�� ������%#�#�&�'  
��%����� #"���/
 �� 
��9������

�&� 6<� E7�
�&'�()" ���* (+����(',�� �
��%�'-&�' ���# ���& #

∂(f(i, α1), . . . , f(i, αk))

∂(x1, . . . , xk)
�= 0,

∂(f(i1, α), . . . , f(is, α))

∂(ξ1, . . . , ξs)
�= 0, 2	�	5

��� ��� �� ���# ���& � ���# ��%� � �%' �%�&����  M × Nk /��9��& # "��&�9�* &�)�"
〈i, α1, . . . , αk〉� #  &���� C �%' �%�&����  M s × N /��9��& # "��&�9�* 〈i1, . . . , is, α〉� ���)�/
�#�
 〈i, α1〉, . . . , 〈i, αk〉 � 〈i1, α〉, . . . , 〈is, α〉 ����#�%�9#& Sf �

�� ���!���� �� F0��/ �� ���&,� )&� /�&��)��"#' (0�":�' f : M ×N → R �# /�����1�#�
$�'� M � N $#�#�& ���	���	
	������� ������������ ��	������ ���� ��	����� (�� ���)
����� (s+1, k+1)� ��%� "��/� #"���/
 �� 
��9������&� ����%��&�%,��  
��%�'�&�' #"���/#
(���/���%���)��"�* ��//�&����

�&'�()" -��()��(!(#�.�'&(/ '�))�, ��� 40=��& 0�& �%�&��� /��9��& � "��&�9�*
〈i1, . . . , is+1, α1, . . . , αk+1〉  M s+1 ×Nk+1� ��� 〈iν , αj〉 ∈ Sf � ν = 1, s + 1� j = 1, k + 1� &#"��� )&�
�%' "#9���� �$ ��� �#*��&�' &#"#' �%#�"#' (0�":�' Φ : R(s+1)(k+1) → R � GHIJΦ = 1� �%'
"�&���*  
��%�'�&�' �# ���& �

Φ(f(i1, α1), . . . , f(is+1, αk+1)) = 0.

.&/�&�/� )&�  ��� ������/ $���, ������%���� 34 ;�� �#��# 2s+1, k+15 #��0/��&
 i � α
/�&��)��"�* (0�":�� f(i, α) �# ����# �
� ��@&�/0 /�9�� �� ���&, � ��//�&��� �&����&�%,��
��� ��� �  &����� #��0/��&� � )�/ ��9� �  ����%,$0�/�'�

� 0� ���(,�1" ( �!(+���� 	
 ��
  "�#" $n,m% � 	
 ��
  "�#" $n,m+ 1%

� �#���/ �#�#��#(� �&# �&�' $#�#)# �  %�9���� 34 ;�� �#��# (n,m)  34 ;�� �#��#
(n,m+ 1)�

���(,�1" ( �!(+����� � 	������	��� ��	���	
��	
 �	��� 	�
���� 	�����
��� Sf ⊂
⊂ M ×N ! dimM = m! dimN = n−1! ��"������� ���� 
	��
��� ������� �		������! � �	#

�	�	
 ����������� ����$�� f �� ��� ����� (n,m+ 1) �	��	 ����������� � �
����"��

����%

f(i, α) = χ(g(x1, . . . , xm−1, ξ1, . . . , ξn−1), xm); 2��	5

����� χ = χ(u, v) & �
���� ����$� ���� ��������'�!

g = g(i, α) = g(x1, . . . , xm−1, ξ1, . . . , ξn−1) 2���5

& ���������� ����$� �� ��� ����� (n,m)! i = (x1, . . . , xm−1) & ��	��$� �	��� i =
= (x1, . . . , xm)(
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� ��%0 �� 
��9������&� (0�":�* f � g� �$ ���# ���& 2	�	5  
&�"#-& ���#��)���' �#
(0�":�- χ>

∂χ

∂u
�= 0,

∂χ

∂v
�= 0.

��&��)��"#' (0�":�' 2���5 ����#�'�& � �*  �� �&����&�%,�� ��"�&���* (n− 1)(m− 1)�/����*
��0��
 K�� ��*�& 0-=�* ��#$0 �# � 0� /�����1�#$�'� M � N 6E7� &� ��&, ' %'�&�' � 0�&�)�)�
�
/ �� #��#�&�/ ��0��
 � �9���*� � ��&�/0  
��%�'�&�' 0�%� �� %�"#%,��* �� #��#�&���&�

Xωg + Ξωg = 0, 2��<5

��� ω = 1, . . . , (n − 1)(m − 1)� ���)�/ ����#&��
 Xω � Ξω �1�#$0-& 1#$��
 #%��1� K�� �%'
#%��1�
 K� L(M) ��*�& �' @&�* ��0��
 �# ��� �/ /�����1�#$�� ����$ �%,�
* ����#&��
������%'�&�' �# ���& �/ X = aωXω� # �%' #%��1�
 K� L(N) ��*�& �' ��0��
 �#  &���/
/�����1�#$�� C �# ���& �/ Ξ = aωΞω� ��� ω = 1, . . . , (n − 1)(m − 1)� 4%��0�& �&/�&�&,� )&�
#%��1�
 K� L(M) � L(N) �� &�%,"� �$�/��(�
� �� � @" � #%��&�
�

��&��)��"#' (0�":�' 2��	5 �%' 34 ;�� �#��# 2n,m+15 ' %'�&�' � 0�&�)�)�
/ �� #���
#�&�/ ��*�& �' (n − 1)m�/����* ��0��
 K� �# /�����1�#$�'� M � N � 8�@&�/0 �� 0�%� �-
%�"#%,��* �� #��#�&���&�  
��%�'-&�' (n− 1)m ��((����:�#%,�
� �# ���& 

Yμf +Ωμf = 0, μ = 1, . . . , (n − 1)m, 2���5

���)�/ ����#&��


Yμ = Y 1
μ

∂

∂x1
+ · · ·+ Y m−1

μ

∂

∂xm−1
+ Y m

μ

∂

∂xm
, Ωμ = Ω1

μ

∂

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1

μ

∂

∂ξn−1
,

��� Y ε1
μ (x1, . . . , xm−1, xm)� Ωε2

μ (ξ1, . . . , ξn−1) C �%#�"�� (0�":��  �1%#�&� � ���� ������%���'�

ε1 = 1, . . . ,m− 1,m� ε2 = 1, . . . , n− 1� �1�#$0-& 1#$��
 #%��1� K�� �%' #%��1�
 K� L(M) ��*�
�& �' &#"�* ��0��
 �# ��� �/ /�����1�#$�� ����$ �%,�
* ����#&�� ������%'�&�' �# ���& �/
Y = aμYμ� # �%' #%��1�
 K� L(N) ��*�& �' �#  &���/ /�����1�#$�� C �# ���& �/ Ω = aμΩμ�
��� μ = 1, . . . , (n− 1)m� � ' ��/  ��� @&� ����#&��
 $#���
 #-&�' &#">

Y = Y 1 ∂

∂x1
+ · · ·+ Y m−1 ∂

∂xm−1
+ Y m ∂

∂xm
, Ω = Ω1 ∂

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂

∂ξn−1
, 2���5

��� Y ε1(x1, . . . , xm−1, xm)� Ωε2(ξ1, . . . , ξn−1) C �%#�"�� (0�":��  �1%#�&� � ���� ������%���'�
�%��1�
 K� L(M) � L(N) @" � #%��&�
� L#/�&�/� )&� #%��1�
 K� L(M) � L(N) ' %'-&�'
���#%��1�#/� ���& �&�& ���� #%��1� K� L(M) � L(N)�

�#%�� ��B#�&�' $#�#)# � �#��9����� (0�":�� f � $#�#-=�* 34 ;�� �#��# (n,m + 1) ��
�$ ��&��* (0�":�� g� $#�#-=�* 34 ;�� �#��# (n,m)�

.���#&��
 2���5 � /�&��)��"0- (0�":�- 2��	5 ����&# %'�/  0�%� �� �� #��#�&���&� 2���5
� ��%0)#�/ (0�":���#%,�����((����:�#%,���  
�#9����>(

Y 1 ∂g

∂x1
+ · · ·+ Y m−1 ∂g

∂xm−1
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · · +Ωn−1 ∂g

∂ξn−1

)
∂χ

∂u
+ Y m ∂χ

∂v
= 0, 2���5

��� u = g� v = xm� .)� �����

Y 1 ∂g

∂x1
+ · · · + Y m−1 ∂g

∂xm−1
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂g

∂ξn−1
= Y m

κ(u, v), 2��
5

��� κ = −χ′
v/χ

′
u �= 0�

��))" �� � ����$�	��
��	#��������$��
��	� �'������� 2��
5 Y m �= 0(
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� � " # $ # & � % , � &  �� 80�&, Y m = 0� ����#� ���%#��� 2��
5� �/��/ �# ���& �

Y 1 ∂g

∂x1
+ · · ·+ Y m−1 ∂g

∂xm−1
+Ω1 ∂g

∂ξ1
+ · · · +Ωn−1 ∂g

∂ξn−1
= 0,

"�&���� �����&# %'�& ��1�* 0�%� �� %�"#%,��* �� #��#�&���&� 2��<5 �%' ����$ �%,�
� ����#�
&��� 2���5� �#"�/ �1�#$�/� ����$ �%,�
� ����#&��
 Y � Ω #%��1� K� L(M) � L(N) 0�� %�& ��
�'-& 0�%� �- �� #��#�&���&� �%' #%��1� K� L(M) � L(N)� 8�@&�/0 Y = bωXω � Ω = bωΞω�
L�#)�& #%��1�
 K� L(M) � L(N) �/�-& �#$/�����&, (n− 1)m� 8��&� ���)��� �

�$ %�//
 	 �%��0�&� )&�  
�#9���� 2���5� � 0)�&�/ �# ���& # 2��
5� /�9�� ��� ��&� "  ��0

κ(u, v)
∂χ

∂u
+

∂χ

∂v
= 0. 2��E5

�$ �# ����# �' ��� ��� �  &����� #��0/��&� �  ���'=��  /�&��)��"0- (0�":�- f(i, α)�
�&/�)������  "��:� ������%���� 34 ;�� �#��# 2s+1, k+15  M 	� �%��0�& ��//�&��' �  ���
�&�����'� �#����� �#�#��#(#� �#"� �� #�#%���� � (��/0%��� "�* ����&�$
 �  %�9���� 34
;�� �#��# 2n,m5  34 ;�� �#��# 2n,m + 15� (��/0%��0�&�' ����&�$# �  %�9���� 34 ;��
�#��# 2n,m5  34 ;�� �#��# 2n+ 1,m5>

� 	������	��� ��	���	
��	
 �	��� 	�
���� 	�����
��� Sf ⊂ M × N ! dimM = m− 1!
dimN = n! ��"������� ���� 
	��
��� ������� �		������! � �	�	�	
 ����������� ����#

$�� f �� ��� ����� (n+ 1,m) �	��	 ����������� � �
����"�� ����%

f(i, α) = χ(g(x1, . . . , xm−1, ξ1, . . . , ξn−1), ξn);

����� χ = χ(u, v) & �
���� ����$� ���� ��������'�!

g = g(i, α) = g(x1, . . . , xm−1, ξ1, . . . , ξn−1)

& ���������� ����$� �� ��� ����� (n,m)! α = (ξ1, . . . , ξn−1) & ��	��$� �	��� α =
= (ξ1, . . . , ξn−1, ξn)(

� ��0  
B� �&/�)����* ��//�&��� ���%��0-=�� ���&�����' #�#%���)�
 ����
�0=�/�

� 2� �'�(��*�  �13!4,",*

;%# ��* $#�#)�* �#���* �#1�&
 ' %'�&�' ��"#$#&�%,�& � ���� ��* &����/
�
��( �)" �� ��"������� �	
��	 ����� �
	���� �� ���! �	�	�'� ��������' � �
	��	


���������%

· · · −−−−→ [n, n] −−−−→ [n+ 1, n + 1] −−−−→ [n+ 2, n+ 2] −−−−→ · · · ,
������ �
	� [n+ 1, n+ 1] ����� ���

(n, n + 1)⏐⏐�
(n+ 1, n) −−−−→ (n+ 1, n + 1) −−−−→ (n+ 1, n+ 2)⏐⏐�

(n+ 2, n + 1)

�
 
��	�	 n � 2(

��"#$#&�%,�& � @&�* &����/
 �#$1�&� �# @&#�
� � MM �A� ��� ���&�' ��"#$#&�%,�& � ��#�
��#//


(n+ 1, n) −−−−→ (n+ 1, n + 1) −−−−→ (n+ 1, n + 2)
×−−−−→ (n+ 1, n+ 3),
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�� 

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

���)�/ n � 2� # $�#" × �#� �&��%"�* �$�#)#�& �&�0&�& ��  %�9���'� �#" "#"� ���%#��� �������
%���- 34 ;��� #��0/��&
 i � α  ���'& �# ����# ��� &� �$ ����
�0=�* ��#��#//
  
&�"#�&
�%��0-=#' ��#��#//#>

(n, n+ 1) −−−−→ (n+ 1, n + 1) −−−−→ (n+ 2, n + 1)
×−−−−→ (n+ 3, n+ 1).

� M 
 $# ��B#�&�' ��"#$#&�%,�& � ���� ��* &����/
� �%' )��� ���/��'�&�' /�&�� /#&�/#�
&�)��"�* ���0":���

� 5� �!(+���� 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n% � 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n + 1%

� �#���/ �#�#��#(� �#��/#&�� #�&�' /�&��)��"#' (0�":�'� $#�#-=#' 34 ;�� �#��#
2n+ 1, n5>

g = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + ξn, 2��	5

��� n � 2 6<7� L#/�&�/� )&� ��� n = 2 @&# /�&��)��"#' (0�":�' �/��&  ��

g = x1ξ1 + ξ2,

&� ��&, $#�#�& 34 ;�� �#��# (3, 2) 6�7�

��( �)" 0� ��"������� ��� �
	���� �� ��� ����� (n+1, n) � ���������	
 ����$��
!


	��
��	 ��	�	��	
 ����$�� 2��	5! � �� ��� ����� (n+1, n+1) � ������������ ����$� ��!


	��
��	 ��	�	��'�� ����$� �

f = x1ξ1 + · · · + xn−1ξn−1 + xn + ξn, 2���5

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn. 2��<5

� � " # $ # & � % , � &  �� ��&��)��"#' (0�":�' 2��	5 34 ;�� �#��# 2n+1, n5 ����&# %'�
�&�'  �# ���& � 2��
5 ��� m = n>

Y 1ξ1 + · · ·+ Y n−1ξn−1 +Ω1x1 + · · ·+Ωn−1xn−1 +Ωn = Y n
κ(u, v), 2���5

��� u = g = x1ξ1 + · · · + xn−1ξn−1 + ξn, v = xn. 8�%0)����� �# ���& �  
��%�'�&�' &�9���
�& ���� �� ����/���
/ x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn� ��@&�/0 ' %'�&�' (0�":���#%,�
/ 0�# �����/
�&����&�%,�� ���$ ��&�
� Y 1(x1, . . . , xn)� . . .� Y n(x1, . . . , xn)� Ω1(ξ1, . . . , ξn)� . . .� Ωn(ξ1, . . . , ξn)�
κ(u, xn)� 8� %�//� 	� Y n �= 0� �#%��� ��B#' 0�# ����' 2���5 � 2��E5� �#*��/  �� /�&��)��"��
(0�":��� $#�#-=�� 34 ;�� �#��# 2n+ 1, n + 15�

30�":���#%,��� 0�# ����� 2���5 �����((����:��0�/ �� ����/���
/ ξ1, . . . , ξn−1, ξn>⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Y 1 +Ω1

ξ1x
1 + · · · +Ωn−1

ξ1
xn−1 +Ωn

ξ1 = Y n
κux

1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Y n−1 +Ω1

ξn−1x
1 + · · ·+Ωn−1

ξn−1x
n−1 +Ωn

ξn−1 = Y n
κux

n−1,

2���5

Ω1
ξnx

1 + · · · +Ωn−1
ξn xn−1 +Ωn

ξn = Y n
κu. 2���5

L#&�/ 2���5 ����&# %'�/  2���5>⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Y 1 +Ω1

ξ1x
1 + · · ·+Ωn−1

ξ1
xn−1 +Ωn

ξ1 = (Ω1
ξnx

1 + · · ·+Ωn−1
ξn xn−1 +Ωn

ξn)x
1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Y n−1 +Ω1

ξn−1x
1 + · · ·+Ωn−1

ξn−1x
n−1 +Ωn

ξn−1 = (Ω1
ξnx

1 + · · ·+Ωn−1
ξn xn−1 +Ωn

ξn)x
n−1.

2��
5

3�"���0'  ���&�/� 2��
5 "������#&
 ξ1, . . . , ξn &�)"�  &����� /��9��& #� ��%0)#�/>⎧⎪⎨⎪⎩
Y 1 = −x1(a1nx

1 + · · ·+ an−1
n xn−1) + a11x

1 + · · ·+ an−1
1 xn−1 + an1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Y n−1 = −xn−1(a1nx

1 + · · ·+ an−1
n xn−1) + a1n−1x

1 + · · · + an−1
n−1x

n−1 + ann−1,

2��E5



�%�9���� (���/���%���)��"� ��//�&��)�
� ���/�&��* �
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��� akl , a
k
n, a

n
l = NOIPQ� k, l = 1, . . . , n− 1� L#&�/ 2��E5 ����&# %'�/  2��
5 � ��# �� #�/ "�@((��

:���&
 ����� ����/���
/� x1, . . . , xn−1� ��%0)�/ �# ���& #⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ω1
ξ1 = −a11 +Ωn

ξn , Ω1
ξ2 = −a12, . . . , Ω1

ξn−1 = −a1n−1, Ω1
ξn = −a1n,

Ω2
ξ1 = −a21, Ω2

ξ2 = −a22 +Ωn
ξn , . . . , Ω2

ξn−1 = −a2n−1, Ω2
ξn = −a2n,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · . . . · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ωn−1
ξ1

= −an−1
1 , Ωn−1

ξ2
= −an−1

2 , . . . , Ωn−1
ξn−1 = −an−1

n−1 +Ωn
ξn , Ωn−1

ξn = −an−1
n ,

Ωn
ξ1 = −an1 , Ωn

ξ2 = −an2 , . . . , Ωn
ξn−1 = −ann−1.

2���5
��&�����0' ���&�/0 2���5� ��%0)#�/⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ω1 = −a12ξ
2 − · · · − a1n−1ξ

n−1 − a1nξ
n + p1(ξ1),

Ω2 = −a21ξ
1 − a23ξ

3 − · · · − a2n−1ξ
n−1 − a2nξ

n + p2(ξ2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ωn−1 = −an−1

1 ξ1 − an−1
2 ξ2 − · · · − an−1

n−2ξ
n−2 − an−1

n ξn + pn−1(ξn−1),

Ωn = −an1ξ
1 − an2ξ

2 − · · · − ann−1ξ
n−1 + pn(ξn).

2��	�5

� ��%0 2���5 �/�-& /��&� �# ���& #

Ω1
ξ1 = −a11 +Ωn

ξn, Ω2
ξ2 = −a22 +Ωn

ξn , . . . , Ωn−1
ξn−1 = −an−1

n−1 +Ωn
ξn . 2��		5

8���&# �/  
�#9���' 2��	�5  �# ���& # 2��		5� ��%0)�/

p1ξ1 = −a11 + pnξn , p2ξ2 = −a22 + pnξn , . . . , pn−1
ξn−1 = −an−1

n−1 + pnξn . 2��	�5

D#$��%'' ����/���
�  ���&�/� 2��	�5 � ��&�����0' ��� ��%0)#�/

pn = −annξ
n + an, p1 = −a11ξ

1 − annξ
1 + a1, . . . , pn−1 = −an−1

n−1ξ
n−1 − annξ

n−1 + an−1, 2��	<5

��� ann, a
1, . . . , an = NOIPQ� 8���&# %'' 2��	<5  ���&�/0 2��	�5� ��%0)#�/⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ω1 = −(a11 + ann)ξ
1 − a12ξ

2 − · · · − a1n−1ξ
n−1 − a1nξ

n + a1,

Ω2 = −a21ξ
1 − (a22 + ann)ξ

2 − · · · − a2n−1ξ
n−1 − a2nξ

n + a2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ωn−1 = −an−1

1 ξ1 − an−1
2 ξ2 − · · · − (an−1

n−1 + ann)ξ
n−1 − an−1

n ξn + an−1,

Ωn = −an1ξ
1 − an2ξ

2 − · · · − ann−1ξ
n−1 − annξ

n + an,

2��	�5

���)�/  �� "�@((�:���&
  ���&�/� 2��	�5 ���&�'��
�� �#%�� ����&# %'�/ 2��E5 � 2��	�5  2���5
� � #9�
 ��((����:��0�/ �� ξn� ��%0)�/ κuu = 0� 8��%� ��&������ #��' 10��/ �/�&,

κ(u, v) = p(v)u+ q(v). 2��	�5

����# 0�# ����� 2��E5 ���/�&  ��

(
p(v)u+ q(v)

)∂χ
∂u

+
∂χ

∂v
= 0. 2��	�5

��))" 0� )�"�� ��*����� ��������$��
��	�	 �������� 2��	�5  �
 ��� ����$� 

f = χ = ϕ

(
ue−

∫
p(v) dv −

∫
q(v)e−

∫
p(v) dv dv

)
.
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��"#$#&�%,�& � %�//
 � /�9�� �#*&� %�1�  "���� 6�7� %�1�  �#1�&� 6�7�
L#&�/� 0)�&
 #'� )&� v = xn� ��0=��& %'�/ $#/��0 "������#& � /#�B&#1��� ����1�#$� #���

/�&��)��"�* (0�":��� ��%0)����*  %�//� ��
	� 8�� q = 0� p �= 0 �/��/

f = ϕ−1(f), x1 = x1e−
∫
p(xn) dxn

, . . . , xn−1 = xn−1e−
∫
p(xn) dxn

, xn = e−
∫
p(xn) dxn

.

����# /�&��)��"#' (0�":�' �����/#�&  ��

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn,

"�&��#'� � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#&� �� �#�#�& � 2��<5 �%' 34 ;�� �#��# (n +
+ 1, n+ 1)�

�� 8�� q �= 0� p = 0 �/��/

f = ϕ−1(f), xn = −
∫

q(xn) dxn.

8�@&�/0 �%' /�&��)��"�* (0�":�� 10��/ �/�&,

f = x1ξ1 + · · · + xn−1ξn−1 + xn + ξn,

&� ��&,� � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#&� ��%0)��# "#����)��"#' (��/# 2���5 �%' 34
;�� �#��# (n+ 1, n + 1)�

<� 8�� q �= 0� p �= 0 �/��/

f = ϕ−1(f), x1 = x1e−
∫
p(xn) dxn

, . . . , xn−1 = xn−1e−
∫
p(xn) dxn

, xn = e−
∫
p(xn) dxn

.

L�#)�&� /�&��)��"#' (0�":�' �����/#�&  ��

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn + r(xn), 2��	
5

��� r(xn) C �%#�"#' (0�":�'� �
'���/� ��� "#"�� $�#)���'� (0�":�� r /�&��)��"#' (0�":�'
2��	
5 $#�#�& 34 ;�� �#��# (n+ 1, n+ 1)� L#�#)# � ���&�' " ���%��� #��- @&�* /�&��)��"�*
(0�":�� �# ��(��/#:�-� ���� 
� $#�#)# ��(��/#:�� ���%��� #%#�,  �#1�&� 6	�7�

��))" 2� ���������� ����$� 2��	
5 ������ �� ��� ����� (n+1, n+1) �	��� � �	
��	

�	���! �	���

r(xn) = axn + b,

��� a = const! b = const(

� � " # $ # & � % , � &  �� 80�&, /�&��)��"#' (0�":�' 2��	
5 $#�#�& 34 ;�� �#��# (n +
+1, n+1)� ����# ��# ' %'�&�' �� #��#�&�/ ��0��
 � �9���* �#$/�����&� n2� �%��� #&�%,���
�%' ����$ �%,���� ����#&��# �� #%��1�
 K�  
��%�'�&�' 0�# �����

Y 1 ∂f

∂x1
+ · · ·+ Y n−1 ∂f

∂xn−1 + Y n ∂f

∂xn +Ω1 ∂f

∂ξ1
+ · · ·+Ωn−1 ∂f

∂ξn−1
+Ωn ∂f

∂ξn
= 0,

"�&���� �����&# %'�& ��1�* 0�%� �� %�"#%,��* �� #��#�&���&� 2���5� �)�&
 #' 2��	
5� �/��/

Y 1ξ1 + · · ·+ Y n−1ξn−1 + Y n(ξn + r′(xn)) + Ω1x1 + · · ·+Ωn−1xn−1 +Ωnxn = 0. 2��	E5

��((����:��0' ��%0)����� �# ���& � �� ξk � xl� k, l = 1, . . . , n� ��%0)�/ Y k
xl
+Ωl

ξk
= 0� 8��%�

�#$��%���' ����/���
� � ��&������ #��' 10��/ �/�&,

Y k =
∑

bkl x
l + bk, Ωk = −

∑
blkξ

l + ck,



�%�9���� (���/���%���)��"� ��//�&��)�
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���)�/  �� "�@((�:���&
 ���&�'��
�� L#&�/ �#*������ ����&# %'�/  2��	E5>

b1ξ1 + · · ·+ bn−1ξn−1 + bnξn + (bn1x
1 + · · ·+ bnnx

n + bn)r′(xn) + c1x
1 + · · ·+ cn−1x

n−1 + cnx
n = 0.

��((����:��0' �� ����/���
/ ξ1, . . . , ξn� ��%0)#�/ bk = 0� �#" "#" #%��1�# K� �/��& �#$�
/�����&, n2� &� bkl �= 0� ����# �$ ���%������ �# ���& # �%��0�& r′′ = 0� &� ��&, �������/
" 0& ��9����- %�//
 <� �

�#"�/ �1�#$�/� /�&��)��"#' (0�":�' 2��	
5 �����/#�&  ��

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn + axn + b.

L#&�/ �����1�$�#)#�/ /�&��)��"0- (0�":�- � "������#&
> f̂ = f − b� ξ
n
= ξn + a� ����#

f̂ = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξ
n
.

�&#"� � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#& ��%0)��# "#����)��"#' (��/# 2��<5 �%' 34 ;��
�#��# (n+ 1, n + 1)�

�#"�/ �1�#$�/� $#�#)#  %�9���' 34 ;�� �#��# (n + 1, n)  34 ;�� �#��# (n + 1, n + 1)
��%���&,- ��B��#� �

L#/�&�/� )&� �����& �����&,  %�9���' �%��0�& �$ �����& �����&� ��B���' ���& �&�& 0-�
=�� ��((����:�#%,�
� 0�# ����*�

� 6� �!(+���� 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n+ 1% � 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n+ 2%

� �#���/ �#�#��#(� �#��/#&�� #-&�' /�&��)��"�� (0�":�� 2���5 � 2��<5� $#�#-=�� 34 ;��
�#��# (n+ 1, n + 1) � "�&��
� �#*���
  M ��

��( �)" 2� ��"������� 	��	 �
	����� �� ��� ����� (n+1, n+1) � ���������	
 ����#

$��
! 
	��
��	 ��	�	��	
 ����$�� 2���5! � �� ��� ����� (n+1, n+2) � ���������	
 ����#

$��
! 
	��
��	 ��	�	��	
 ����$��

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn + xn+1. 2��	5

� � " # $ # & � % , � &  �� ��&��)��"#' (0�":�' 2���5 34 ;�� �#��# 2n+1, n+15 ����&# �
%'�&�'  �# ���& � 2��
5 ��� m = n+ 1>

Y 1ξ1 + · · · + Y n−1ξn−1 + Y n +Ω1x1 + · · ·+Ωn−1xn−1 +Ωn = Y n+1
κ(u, v), 2���5

��� u = g = x1ξ1+· · ·+xn−1ξn−1+xn+ξn, v = xn+1. 8�%0)�����  
�#9����  
��%�'�&�' &�9���
�& ���� �� ����/���
/ x1, . . . , xn, xn+1, ξ1, . . . , ξn � ��@&�/0 ' %'�&�' (0�":���#%,�
/ 0�# ���
���/ �&����&�%,�� ���$ ��&�
� Y 1(x1, . . . , xn, xn+1)� . . .� Y n(x1, . . . , xn, xn+1)� Ω1(ξ1, . . . , ξn)� . . .�
Ωn(ξ1, . . . , ξn)� κ(u, xn+1)� 8� %�//� 	� Y n+1 �= 0� L#&�/ ��B#-&�' 0�# ����' 2���5 � 2��E5�

30�":���#%,��� 0�# ����� 2���5 ��B#�&�' &#" 9�� "#" � 0�# ����� 2���5� � ��$0%,&#&� ���
%0)�/ (0�":�- 2��	�5� �& "�&���* ����*��/ " 0�# ����- 2��	�5� ��B����/0  %�//� �� L#&�/�
0)�&
 #'� )&� v = xn+1� ��0=��& %'�/ $#/��0 "������#& � /#�B&#1��� ����1�#$� #��� (0�"�
:��� ��%0)����*  %�//� ��

	� 8�� q = 0� p �= 0 �/��/{
f = ϕ−1(f), x1 = x1e−

∫
p(xn+1) dxn+1

, . . . , xn−1 = xn−1e−
∫
p(xn+1) dxn+1

,

xn = e−
∫
p(xn+1) dxn+1

, xn+1 = xne−
∫
p(xn+1) dxn+1

.

����# � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#& ��%0)#�&�' /�&��)��"#' (0�":�' 2��	5 34 ;��
�#��# (n+ 1, n + 2)�

�� 8�� q �= 0� p = 0 �/��/

f = ϕ−1(f), xn = xn −
∫

q(xn+1) dxn+1.
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L�#)�&� � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#& /�&��)��"#' (0�":�' �����/#�&  �� 2���5�
� &#"�/ �%0)#� ��# �� �����9�& ����/����* xn+1� # $�#)�&�  
��9���#� 8�@&�/0 @&# (0�":�'
�� $#�#�& 34 ;�� �#��# (n+ 1, n + 2)�

<� 8�� q �= 0� p �= 0 �/��/⎧⎨⎩
f = ϕ−1(f), x1 = x1e−

∫
p(xn+1) dxn+1

, . . . , xn−1 = xn−1e−
∫
p(xn+1) dxn+1

,

xn = e−
∫
p(xn+1) dxn+1

, xn+1 = xne−
∫
p(xn+1) dxn+1 −

∫
q(xn+1)e−

∫
p(xn+1) dxn+1

dxn+1.

8�@&�/0 /�&��)��"#' (0�":�'� � &�)���&,- �� �1�$�#)���* "������#&� �� �#�#�& � "#����)��
�"�* (��/�* 2��	5 �%' 34 ;�� �#��# (n + 1, n+ 2)� �

��( �)" 5� ��"������� 	��	 �
	����� �� ��� ����� (n+1, n+1) � ���������	
 ����#

$��
! 
	��
��	 ��	�	��	
 ����$�� 2��<5! � �� ��� ����� (n+1, n+2) � ���������	
 ����#

$��
! 
	��
��	 ��	�	��	
 ����$�� 2��	5(

� � " # $ # & � % , � &  �� ��"#$#&�%,�& � �#���* &����/
 ��%���&,- �� &��'�&  �� @&#�

��"#$#&�%,�& # &����/
 <� ��@&�/0 ��� ��0�"#�&�'� �

�#"�/ �1�#$�/� $#�#)#  %�9���' 34 ;�� �#��# (n+1, n+1)  34 ;�� �#��# (n+1, n+2)
��%���&,- ��B��#�

� 7� �!(+���� 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n+ 2% � 	
 ��
  "�#" $n+ 1, n+ 3%

� �#���/ �#�#��#(� �#��/#&�� #�&�' /�&��)��"#' (0�":�' 2��	5� $#�#-=#' 34 ;�� �#��#
2n+ 1, n + 25 � "�&��#' �#*���#  M ��

��( �)" 6� �
	����� �� ��� ����� (n + 1, n + 2) � ���������	
 ����$��
! 
	��
��	

��	�	��	
 ����$�� 2��	5! � �� ��� ����� (n+ 1, n + 3) �� ��"�������! �	 ���� ��� ���#

������	
 ����$��! �����"�
 �� ��� ����� (n+ 1, n + 3)(

��"#$#&�%,�& � &����/
 � �&���&�' #�#%���)�� ��"#$#&�%,�& 0 &����/ �A�� ��@&�/0 ����
 ���/ ���� �
� @&#�
�

� � " # $ # & � % , � &  �� ��&��)��"#' (0�":�' 2��	5 34 ;�� �#��# 2n+1, n+25 ����&# �
%'�&�'  �# ���& � 2��
5 ��� m = n+ 2>

Y 1ξ1 + · · ·+ Y n−1ξn−1 + Y nξn + Y n+1 +Ω1x1 + · · · +Ωn−1xn−1 +Ωnxn = Y n+2
κ(u, v), 2��	5

��� u = g = x1ξ1 + · · · + xn−1ξn−1 + xnξn + xn+1, v = xn+2. 8�%0)�����  
�#9����  
��%�
�'�&�' &�9���& ���� �� ����/���
/ x1, . . . , xn+2, ξ1, . . . , ξn � ��@&�/0 ' %'�&�' (0�":���#%,�
�
/ 0�# �����/ �&����&�%,�� ���$ ��&�
� Y 1, . . . , Y n� Ω1, . . . ,Ωn� κ(u, xn+2)� � ��%0 %�//
 	
Y n+2 �= 0� �#%�� ��B#-&�' 0�# ����' 2��	5 � 2��E5�

30�":���#%,��� 0�# ����� 2��	5 ��B#�/ &#" 9�� "#" � 0�# ����� 2���5�  ��$0%,&#&� ��%0�
)�/ (0�":�- 2��	�5� �& "�&���* ����*��/ " 0�# ����- 2��	�5� ��B����/0  %�//� �� L#&�/�
0)�&
 #'� )&� v = xn+2� ��0=��& %'�/ $#/��0 "������#& � /#�B&#1��� ����1�#$� #��� (0�"�
:��� ��%0)����*  %�//� ��

	� 8�� q = 0� p �= 0 �/��/

f = ϕ−1(f), x1 = x1e−
∫
p(xn+2) dxn+2

, . . . ,

xn = xne−
∫
p(xn+2) dxn+2

, xn+1 = xn+1e−
∫
p(xn+2) dxn+2

.

�� 8�� q �= 0� p = 0 �/��/

f = ϕ−1(f), xn+1 = xn+1 −
∫

q(xn+2) dxn+2.
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<� 8�� q �= 0� p �= 0 �/��/⎧⎨⎩
f = ϕ−1(f), x1 = x1e−

∫
p(xn+2) dxn+2

, . . . , xn = xne−
∫
p(xn+2) dxn+2

,

xn+1 = xn+1e−
∫
p(xn+2)dxn+2 −

∫
q(xn+2)e−

∫
p(xn+2) dxn+2

dxn+2.

��  ��� &��� �%0)#'�� � &�)���&,- �� $#/��
 "������#& � /#�B&#1���� ����1�#$� #��'�
/�&��)��"#' (0�":�' �/��& "#����)��"0- (��/0 2��	5� "�&��#'  �#���/ �%0)#� 10��&  
�
��9�����*� �

�#"�/ �1�#$�/� 34 ;�� �#��# (n+ 1, n+ 3) �� �0=��& 0�&�

� 8� 9"�� :���� �(&"1",�!4',�"

�%' $# ��B���' ��"#$#&�%,�& # &����/
 	 ���/��'�/ /�&�� /#&�/#&�)��"�* ���0":��� ���
�%#��� "�&���/0 ��#)#%# ��� ��'�&�' ��� �� 0& ��9������ ���&�'=��  ���# ��%� ��&� ��#�
��#//


(3, 2) −−−−→ (3, 3) −−−−→ (3, 4)
×−−−−→ (3, 5).

L#&�/ ������%#�#�&�' p�� 0& ��9�����

(p+ 2, p + 1) −−−−→ (p+ 2, p + 2) −−−−→ (p + 2, p + 3)
×−−−−→ (p + 2, p+ 4).

8�&�/ ��� ��'�&�' (p+ 1)�� 0& ��9�����

(p+ 3, p + 2) −−−−→ (p+ 3, p + 3) −−−−→ (p + 3, p + 4)
×−−−−→ (p + 3, p+ 5).

8�� �� 0& ��9����� �# �#/�/ ��%� ��"#$#��  MM �A�� ��%� ��%#�#&, n = 2? (p+1)�� 0& ��9�����
&#"9� ��"#$#��  @&�� �#�#��#(#�� ��%� ��%�9�&, n = p+2� �#"�/ �1�#$�/� ���� �#' &����/#
��"#$#�#�

9"&!;.����

8�� ���/ �&��� ��&��)��"#' (0�":�' ����/�&��)��"�* 34 ;��  ������'=�� %�"#%,�
�
"������#&#� �����/#�& �%��0-=�*  ��>

�%' 34 ;�� �#��# (n+ 1, n)>

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + ξn;

�%' 34 ;�� �#��# (n, n+ 1)>

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xn;

�%' 34 ;�� �#��# (n+ 1, n+ 1)>

f = x1ξ1 + · · ·+ xn−1ξn−1 + xnξn;

f = x1ξ1 + · · · + xn−1ξn−1 + xn + ξn.

�#"�/ �1�#$�/�  �#���* �#1�&� �  �#1�&� 6�7 ��%���&,- ��B��# $#�#)#  %�9���' �����
/�&��)��"�� (���/���%���)��"� ��//�&��)�
� ���/�&��* �# � 0� /��9��& #��

D#��� @&# $#�#)# ��B#%#�, &����)��"� �%�9�
/� (0�":���#%,�
/� /�&��#/� 6<7� 8����
%�9���
*  �#���* �&#&,� /�&��  %�9���' ����'9�� � /��,B�/� &����)��"�/� &�0����&'/��
���/������ "�&����� �%' 34 ;�� � 1�%,B�* /�&��)���&,-� �#���/�� � 0/�&��)��"��� &���
/�&��)��"�� � &� ��� �� /����- # &��#� ��$ �%�& ���� ��0&,�'  ��B���� "%#���(�"#:�����*
$#�#)��

�
�#9#- 1%#���#����&, ��:��$��&0 $#  ��/#&�%,��� ���)&���� �0"����� � "���&�0"&� �
�
� $#/�)#��'� ��$ �%� B�� 0%0)B�&, &�"�&�
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+� dMSQTW2 eM�*� fg] W[] hVR[iRhS] M[\]VSUR[K iSQJJRiQS hgUJRiJ" ��
��� ������� �������" +B0+" 2WS� +." [W� 0"
hh� HHHDHHG�

-� jRTgQRSRig][TW k�k� flW�\R3][JRW[QS K]W3]LVU" ��
��� ������������ �������" +BG+" 2WS� -4" [W� -"
hh� /4HD/4G�

/� jRTgQRSRig][TW k�k� fg] JWSMLRW[ Wm mM[iLRW[QS ]nMQLRW[J R[ Lg] Lg]WVU Wm hgUJRiQS JLVMiLMV]J" ��
���
������������ �������" +B0-" 2WS� +/" [W� ." hh� +/00D+/G,�

4� dUVW2 X�Y� P3o]\\R[K Wm hg][W3][WSWKRiQSSU JU33]LVRi K]W3]LVR]J Wm LlW J]LJ Wm Lg] VQ[T (N, 2)
R[LW hg][W3][WSWKRiQSSU JU33]LVRi K]W3]LVR]J Wm LlW J]LJ Wm Lg] VQ[T (N + 1, 2)" �������  ��!"����#�
 ��
�"������� ����������� ���������� $��%&�!��"��� '�!��" -,+H" 2WS� -H" RJJM] /" hh� /+-D/-/ pR[
_MJJRQ[q� ()*' +,�-,./0123+H,/,-

.� dUVW2 X�Y� M̀[iLRW[QS ]nMQLRW[J R[ hJ]M\W�PMiSR\]Q[ K]W3]LVU" ��(� )�� *��� ����" -,+," 2WS� +/" [W� 4"
hh� /GD.+ pR[ _MJJRQ[q�

H� dUVW2 X�Y� M̀[iLRW[QS ]nMQLRW[J R[ JU3hS]iLRi K]W3]LVU" +"� *���� ���� �����  "��� ,��� -���� .����
'�!�" -,+," 2WS� +H" [W� -" hh� +4BD+./ pR[ _MJJRQ[q�

0� dUVW2 X�Y� )[ JW3] iSQJJ Wm mM[iLRW[QS�\Rr]V][LRQS ]nMQLRW[" ������� ����"���#� /��!��"��
����#�
+�����������#�  ��
�"������� ��"��� 0�1���2��������������� '�!��" -,+-" 2WS� -H" [W� +" hh� /+D/G pR[
_MJJRQ[q� ()*' +,�+44BG12JKLMBGH

G� jRTgQRSRig][TW k�k� /"!%%�
��� ������"��� 31��������� ��"!��!" pfg] KVWMh JU33]LVU Wm hgUJRiQS
JLVMiLMV]Jq" sQV[QMS' sQV[QMS cLQL] t]\QKWKRiQS u[R2]VJRLU" -,,/" -,4 h�

B� PSJKWSLJ v�P� ��4�"�������&��� !"�
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