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� 	��� �� ����� ������� ��� !�"#! $	% &� �!' (���)�* +��+,���(## ��  ,���!'��& �
�-
+�. ) +�����* /������#�* #���+� 0)!0��/0 (��� ��� ,+��� 1�&��#&. 2�� ������� ��� �!"#!
#//!� �)��#0 ���,��� �,��� $�%� ����&��#2�/+�0 &� �!'. ��� !�"����0 �,���. �/��)
)�!�/'
�� ��&. 2�� �3� ���#�)� #��!0 )
3#��4� �35�& ��/��)!0�&�* ��� ,+(##. (��� "� )��'#�,��/0
) ���,!'���� ��)��)�/#0 &�" , /���/�& # ��� !�"��#�&� 6
��2��0 (��� ,/����)!#)���/0 ��
��& "� ,��)��. �� +�����& ��+,����!0&# 3, �� ��� 50)!�� /���/ �� )�/' 7)
+#�,�
* �� �
-
��+8 ��)��� 1 ��+� ������� �/��)
)�!/0 �� 3�!�� �/��/�)����& ��)� ��## ��� �)(�. #&����
�� )
3��� #& (��
. � �� +�!#2�/�)� 7)
3��9������8 �� �
��+ ��)���. +�+ , �,��� :7;�-
�� < /��#&�/�' �!4/ ���,&��� )�������" ��#� �� ,��
���#0 /�)�/�# ��# �����2��## (��
8 <
#���#�#�,�� �&��#+��/+#* �#/���!' �&3��� �#�/ :	�=�>	�	=??�
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D�&��#&. 2�� ��+,����!# �3
2�� ��//&���#)�4� ��� ,+(#4 � #��+�)��� �����2��#0 ���-
�
A �#�& +�+ ����
� ��)��
� C�E��&, 3, �& /2#���'. 2�� �� �
��+ +�" �0 �#�&� )
A� #�
/� /)�#& ��)���&. ��#2�& )/� E�# ��)��
 )��#&���&��0�&
�

���+. �,/�' �� �
�+� �,�+(#��#�,4�  )� �#�&
. ���#�)� 0F#� � #� # ��� "� ��)���
���������� �#�&
 :#���+�? �,/�' 3, �� (���. �����2��&�0 �#�&�* �� /)�* ��)��� ��+#& �3-
����&. /2#���&. 2�� +�" �0 i-�0 �#�&� �350)!0�� /)�4 (��, pi = const � 0 (i = 1, 2)� C�/!�
�350)!��#0 (�� )/�&# �#�&�&# /+!� 
)���/0 	��
���� :��3�� (��? < )�+��� �p = (p1, p2)�
B���/ �� ��)�� i-�� #���+� :i ∈ {1, 2}?. )���#+�4F#* �� �
�+�. ��� ��!����& !#��*�
& ����-
/#��!'�� �350)!���
A (��. #&����.

Q1(p) = q − l1p1 + l2p2, Q2(p) = q − l1p2 + l2p1.

D �/' q < ��2�!'�
* /���/. +�E��#(#��� E!�/�#2��/�# l1 = const > 0 ,+��
)���. ��/+�!'+�
	
�����	� 	���	 �� ��� !����&
* ��)�� ��# ��)
9��## (��
 �� � #�#(,� � /)�4 �2��� '.
+�E��#(#��� E!�/�#2��/�# l2 = const > 0 ��+��
)���. ��/+�!'+� 
����������	� 	���	 ��# ,)�-
!#2��## �� � #�#(, (��
 ��)���-��&��#��!0� �/!# �3����2#�' /�3�/��#&�/�' � #�#(
 ��)���
2���� c > 0. �� ��#3
!' i-�* �#�&
 : �!�� ���
)���/0 �

����� �������� #���+� i ∈ {1, 2}?
3, ��

f1(�p) = [q − l1p1 + l2p2](p1 − c), f2(�p) = [q − l1p2 + l2p1](p2 − c). :	?

� ���,!'���� &���&��#2�/+,4 &� �!' ���� �!������ )
9� +��+,�������� )��#&� �*/�)#0
&�" , �#�&�&#-��� �)(�&# &�"�� ��� /��)#�' ,���0 �2����* ���*+�*

Γ =
〈{1, 2}, {Pi = (c, β]}i=1,2, {fi(�p)}i=1,2

〉
.

� E��* 3�/+��!#(#����* #���  ),A !#( ) ���&�!'��* ���&� 2���� {1, 2} �3����2��� &��-
"�/�)� ���0 +�)
A ��&���) #���+�)G β = const > c < &�+/#&�!'��0  !0 #���+�) (���. ,/��-
��)!����0 �
�+�& :# /�)�/�'4H?. ����* ����)#/#&� �� "�!��#0 #���+�G 	��������� #���+� i
0)!0��/0 )
3�����0 #& (��� pi ∈ (c, β]G ) /+!� 
)�4F�*/0 �� �
�+� 7(���)�* ��!#�#+�8. 	��
�
���� �p = (p1, p2). +�2�/�)� �,�+(#��#��)��#0 #���+� i �(��#)���/0 ��� ��������� fi(�p) <
���2��#�& �

���� �������� fi(�p) ) /�� �)9�*/0 /#�,�(## �p = (p1, p2) ∈ P = P1 × P2. 0)�
*
)# fi(�p) �� �� ���&,!�* :	?�

1/�3����/�# #��
 ΓI
���������� ��� ��!�����/0. 2�� &�+/#&�!'��0 (��� β # /�3�/��#&�/�' c  !0 #���+�) � #��-

+�)
 :2�� �/��/�)����  !0 �
�+� � ���� ��)���?G
���������� ���)#!�&# )� ��#0 #��
 �����F��� +��!#(#0 {1, 2} :) E��& ���0)!0��/0. ) 2�/�-

��/�#. 73�/+��!#(#���
* A���+���8 #��
?G
���������� (��� pi � c (i = 1, 2). #3� ) ����#)��& /!,2�� i-&, #���+, ��0)!0�'/0 �� �
�+�

)�0 !# (�!�/��3������

� �� � !"#$�%#&�' ��() ��� � !#�� ��*�' �+ �,-( � + ��!.(� �$' �/!0 Γ

� 	�=� ��  )� (��#� ��!���#* �&��#+��/+#* &���&��#+ # E+���&#/� �"�� J��3/ KE9
:	���>��	�? < ��� � �/�#���� C�#�/���/+��� ,�#)��/#����. � 2���� =� !�� !�,���� K�3�!�)/+�*
���&## �� E+���&#+� < ��� !�"#! $�% ���0�#� 7��)��)�/#�8. +������  !0 #��
 Γ ��#&��
/!� ,4F#* )# �


+!���$���� �� C��, (�pe, �f(�pe) = �f e) ∈ P × R
2 ����)�& ���
���	��� �� ���
  !0 #��


Γ. �/!#

max
pi∈Pi

fi(�pe ‖ pi) = fi(�pe) (i = 1, 2), :�?

� 	��
���� �pe = (pe1, p
e
2). , �)!��)��04F,4 :�?. < ���
���	
�� �� ���
�
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D �/' #  �!�� #/��!'�,��/0 �3F���#�0��� ) ����## 3�/+��!#(#���
A #�� �3����2��#�
(�pe ‖ p1) = (p1, p

e
2). (�p

e ‖ p2) = (pe1, p2). �p = (p1, p2)� ���&� ����. ��#&��0��/0 ��+"� )�+���
�f = (f1, f2) ∈ R

2�
C�#)� ����� ��)��)�/#� �+���!�/' ��/��!'+� ��#)!�+���!'�
& ) E+���&#+�. /�(#�!��##.

)�����&  �!� # )� &���#A  �,�#A �3!�/�0A 2�!�)�2�/+�*  �0��!'��/�#. 2�� )
�)�!� 7�)�� �-
�� 8 K�3�!�)/+#A ���&#* �� E+���&#+�. +/���#. �� ���+��F�4F#*/0  � /#A ���� 1 ��+� #
7�� /�!�(� 3
)�4� �0���8� B ��9�* ��2+# ����#0. ���3�)��#� :�? ��)�2��� 7E��#/�#2�/+�&,
A���+���,8. #3�. /��!�/�� :�?. +�" 
* #���+ /���&#�/0 ,)�!#2#�' ������ 	��� 	� 	���

��

�������. ��3
)�0 �3 #�����/�A �/��!'�
A #. ) 2�/���/�#. ��3
)�0 � !������ ������� ���)-
/�)����/�#I 7��/�,��* �� ����9��#4 +  �,��&, ��+. +�+ �
 A���! 3
. 2��3
 �� ��/�,�#!
�� ����9��#4 + ��3�8� � )� ' ��+  #+�,�� K�)
* D�)��. �)����!#� �� L,+# :�!� 
. /�#A �	?I
7� +�+ A��#��. 2��3
 / )�&# ��/�,��!# !4 #. ��+ # )
  �!"�
 ��/�,���' / �#&#8� �&����
��+�* 7�!'��,#/�#2�/+#* �� A� 8 ���0)!0��/0 ) ��)��)�/## �� ���",�


+!���$���� 1� C��, (�pB , �f(�pB)) ∈ P × R
2 ����)�& ���
���	��� �� "���
  !0 #��
 Γ.

�/!#

max
�p∈P

fi(�p ‖ pBi ) = fi(�p
B) (i = 1, 2), :�?

� 	��
���� �pB = (pB1 , p
B
2 ). , �)!��)��04F,4 :�?. < ���
���	
�� �� "���
�

C��0�#� 7��)��)�/��0 �� ���", /#�,�(#08 )���#+!� ) 6�//## $=>
% ) 	��= �� )  #//����(##
���/����#�� B�&���)#2� ��*/&��� :��� � �/�#����� 1��A�)�-D,�)/+��� �� ����#2�/+��� #�-
/�#�,��G �� /+�����/�#"�� /+��2�!/0. ��  �"#)  � �
 !��?� B�&� ���0�#� ��0)#!�/' ) ���(�//�
#�,2��#0 +�#�# �!� � ���"� $M% # 7&����)�* ���+#8 ��  �/��#�/�)� # �� �/���+# ��)��)�/��*
�� KE9, /#�,�(## �pe� 1�� /)� #�/0 + ��&��� ) :�? �pe �� �pB. pi �� pBi # �pe ‖ pi �� �p ‖ pBi � 1 ��+�
#&���� ��+�0 ��&��� /�#&��� 7E��#/�#2�/+#* A���+���8 ��)��)�/#0 �� KE9,� ��*/�)#��!'��.
/!� ,0 /)�#& /������#0& #� ��)��)�/��* �� ���", /#�,�(## �pB. #���+# 7��3
)�4�8 � /�3�. �
/)�#A #�����/�A # �����)!04� /)�# ,/#!#0 �� ,)�!#2��#� )
#��
9�* )/�A �/��)9#A/0 #���+�)�
��+�* �!'��,#/�#2�/+#* �� A� /)�*/�)���� �� /�)���
& ����9��#0& :+���2��. )  �,"�
A
# !430F#A /�&'0AH?. ) ��!#�#���
A /��3F�/�)�A. E!�&���
 ��+��� �!'��,#�&� ��#/,�/�),4�
��# 3!����)��#��!'��/�#. ) /���/��/+�* ��  ��"+� # )��3F� ) ����9��#0A &�" , �� �
-
&#� D�&��#&. 2�� ) /#!, :�? ��#&����#� ��)��)�/�
A �� ���", /#�,�(#* ��)� �&� #/+!42���
)���,"���
� /��!+��)��#0. +��)����!#�#0 # )�*�
� N�� /#�,�(#0 ��+"� ��9��� ���3!�&,
��++��� ) #�)�/���* #��� 7 #!�&&� ��+!42���
A8�

B, '3� &�������## $M%. + /�"�!��#4. ����)# ��� �� �,3!#+�(#0 )
�)�!� ���+,4 ��(���#4
#�)�/����� ) &���&��#2�/+�* ����## #�� /��(#�!#/�� ����#�� O,3#+� $�%. ) +�����* ,+��
-
)�!�/' :�� ��9�&, &���#4. /�)��9���� 	�����#����?. 2�� ) +�#�� $M% 7����#+�+��� )�#&��#0 ��
, �!��� ��#!�"��#4 + E+���&#+����8 # :��0�'-��+# �� ��9�&, &���#4. 
�	�����#����? 7���+�#-
�� &�!� #�����/�� E+���&#/��&���8� ��+ ��� ��/!� �#� /!�)� # 7�� ��!+�,!#8 ��,3!#+�)��' $�%.
� � ���)� ��� �� ��3��� #//!� �)��#� /#�,�(#* ��)��)�/#0 �� ���", # �� KE9, ) #�)�/���*
&� �!# +��+,������* �!#����!## �,��� $�%. � ��+"� )
0)!��
 /!,2�#. +�� � � �� #� �#A  �-
/��)!0�� )/�& )
#��
9# 3�!'9#�. 2�&  �,��0� ��+�* "� �� �2�. �� ,"�  !0 &� �!#  ,���!##
�������� ��/)0F��� ��� !����&�0 2#����!4 ��/��0F�0 /���'0� � ��* ��#)� �� /��)�#��!'-
�
* ���!#� ��#&����#0 ��)��)�/#* �� ���", # �� KE9, ) ��)#/#&�/�# �� ��#3�!'9�* (��

7��/��)!0�&��� �� �
��+8 ��)����

C� /#�,�(#0& ��)��)�/#0 �� ���", #&�4�/0 �3���
 $	�%. $		. /� ��>�
%� ��+ ��+���!# E�#
�3���
. 3�!'9#�/�)� ,��&0�,�
A ��& �,3!#+�(#* ��/)0F��� /)�*/�)�& ��)��)�/#0 �� ���",.
�/�3����/�0&. &� #�#+�(#0& E���� ���0�#0. /)0�0& / ��)��)�/#�& �� KE9,� C�� /��)!0��/0.
2�� ) ����" �4F�*/0 ����## ��)��)�/#0 �� ���", ,"� ��/�,�#! E��� /����)!��#0 /�����*
&���&��#2�/+�* ����##� K� /&��, #����/#)���� ��+��!��#0 ��+��) ��#A� #�. )���0���. E���
E)�!4(#������ ���)#�#0� K�& ��� /��)!0��/0. 2�� +� )����&, E���, ����/0�/0 ��/��0F�0 /��-
�'0 # ��3��
 $	�>	
%�
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� 1� � *2! ���� '�� / ���# !#�� ��*�3 + ��!.( � + �,-(

���+. �� ��� #��� Γ� C���* �& + ��A�" ��#4 0)���� )# � ��)��)�/#0 �� KE9, # �� ���",
:/&� ���� �!��#0 	 # � /���)��/�)����?�

�#�� ��*�� + ��!.(�

K� �/��)� ���� �!��#0 � ��!,2��&

�2��!.����� �� $�� l2 > l1 ���
���	�� �� "���
 ���� Γ ����� ��#

(�pB , �f(�pB)) = (pB1 , p
B
2 , f1(�p

B), f2(�p
B)),

�#� �pB = (pB1 , p
B
2 ), pBi = β (i = 1, 2)� � ������ ���
���	
�� �� "���
 ��������� �f(�pB) =

= (f1(�p
B), f2(�p

B))  
#��

fi(�p
B) = (l2 − l1)(β − c)2 + (q + c(l2 − l1))(β − c) (i = 1, 2). :=?

K���&�#&. 2�� β < &�+/#&�!'��0 (��� ��)���. /!�"#)9�0/0 �� �
�+� ) ���,!'���� ��)��-
/�)� /���/� # ��� !�"��#0�

� � + � � � � � ! ' / � ) �� � /�&�&  �!�. �,/�' p < /!�"#)9�0/0 (��� �� �
�+�� ��� �  !0
+�" ��� i = 1, 2 3, ��

fi(�p) = [q+ p(l2 − l1)](p− c) = (l2 − l1)p(p− c) + q(p− c) = (l2 − l1)(p− c)2 +(q+ c(l2 − l1))(p− c),

��#2�& (��� p ∈ (c, β]� �/!� /�)#� l2 > l1 #
∂2fi(�p)

∂(p− c)2
= 2(l2 − l1) > 0 +�" �0 �,�+(#0

)
#��
9� fi(�p) /����� )
�,+!� # )����/���� / ,)�!#2��#�& p� C�E��&, &�+/#&,& +�" �*
fi(�p)  �/�#����/0 ��# p = β. � ���2#� pB1 = pB2 = β� 1�/4 � +�+ ��� # /!� ,�� /���)� !#)�/�'
,�)��" ��#0 	� �

�#�� ��*�� + �,-(�

�/��!'�,0 ���� �!��#� 	 # ���3�)��#� :�?. ��!,2#&

�2��!.����� 1� $�� l2 �= 2l1 ���
���	�� �� ���
 ���� Γ ����� ��#

(�pe, �f(�pe)) = (pe1, p
e
2, f1(�p

e), f2(�p
e)),

�#�

�pe = (pe1, p
e
2), pei =

q + l1c

2l1 − l2
= pN (i = 1, 2), :�?

� ������ ���
���	
�� �� ���
 ���������

fi(�pe) = l1(p
H − c)2 = l1

(
q + (l2 − l1)c

2l1 − l2

)2

(i = 1, 2). :
?

� � + � � � � � ! ' / � ) �� B��!�/�� 0)��&, )# , fi(�p) #� :	? #&��&
∂2fi(�pe ‖ pi)

∂pi
2 =

= −2li < 0� 1�/4 � ��!,2��& /����,4 )���,��/�' fi(�p) �� pi. # ��� �. ����#&��.

max
p1∈P1

f1(p1, p
e
2)

 �/�#����/0 �� pe1. �/!#

∂f1(p1, p
e
2)

∂p1

∣∣∣∣
p1=pe1

= q − 2l1p
e
1 + l2p

e
2 + l1c = 0, :M?



�!'��,#/�#2�/+�� ��)��)�/#� :�� ���",? ) &� �!#  ,���!## �������� �	

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

���!��#2��
∂f2(p

e
1, p2)

∂p2

∣∣∣∣
p2=pe2

= q + l2p
e
1 − 2l1p

e
2 + l1c = 0.

���+.  !0 ��A�" ��#0 ��)��)�/��* �� KE9, /#�,�(## �pe = (pe1, p
e
2) ��!,2��& /#/��&, #�

 ),A !#��*�
A ��� ���� �
A ,��)���#* / ��/��0��
&# +�E��#(#����&#{ −2l1p
e
1 + l2p

e
2 = −(q + l1c),

l2p
e
1 − 2l1p

e
2 = −(q + l1c).

6�9��#�& �� ��# l2 �= 2l1 3, ��

pe1 = pe2 =
q + l1c

2l1 − l2
= pH .

�� :M? ��+"� /!� ,�� ��)��/�)�

q − l1p
e
1 + l2p

e
2 = l1(p

H − c),

# ��E��&,. / ,2���& �3����2��#* #� :�?. 3, �� fi(�pe) = l1(p
H − c)2� 1�/4 � # #� :�?. � ��+"� #�

:	? /���, /!� ,�� /���)� !#)�/�' :
?� � ��+!42��##  �+�����!'/�)� ��&��#&. 2�� �/��/�)����
��!����' pH > c. #3� ) ����#)��& /!,2�� ��#&����#� ��)��)�/#0 �� KE9, ��#)� �� + ,3
�-
+�&� �

� 4� �*+ $5% �#25 !#�� ��*�� + ��!.( �� /�# 6 $�� �0/ �� 7 8�" +!�"��'25
!#�� ��*�� + �,-(9

:#"�8#��� �� B ,2���& :=? # :
? ��/���#& ��# l2 > l1 # l2 �= 2l1 )/��&�����!'�,4 /+�!0�-
�,4 �,�+(#4

F (l1, l2, β) = fi(�p
B)− fi(�pe) =

= (l2 − l1)(β − c)2 + [q + c(l2 − l1)](β − c)− l1

(
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2

)2

(i = 1, 2). :�?

�� :�?. � ��+"� #� ,�)��" ��#* 	 # � ��!,2��&I
���������� �/!# , �!�/' ��*�# ���*+, ��!�"#��!'�
A 2#/�! (l1, l2, β) ��+#A. 2��

fi(�p
B)− fi(�pe) = F (l1, l2, β) > 0 (<,=). �� ��)��)�/#� �� ���", ��# ��+#A (l1, l2, β)  �/��)!0��

�3�#& #���+�& 3�!'9#� :/���)��/�)����. &��'9#� #!# ��)�
�? )
#��
9#. 2�& ��)��)�/#� ��
KE9,G

���������� ��# E��& ���3A� #&� ���/!� #�'. 2��3
 ��# ,+�����
A (l1, l2, β) )/� )
3����
�
#���+�&# (��
 # /!�"#)9�0/0 &�+/#&�!'��0 (��� �� 3
!# 3
 &��'9�. 2�& /�3�/��#&�/�' :)
����#)��& /!,2�� /�&� �����)!0 ��)���&  !0 ��!,2��#0 ��#3
!# /����)#�/0 3�//&
/!����*?�

�
 �!#&  )� /!,2�0 /�����9��#* &�" , +�E��#(#����&# E!�/�#2��/�#I l2 > l1, l2 < l1.

	$(8#3 ;< l2 > l1 > 0�

��� � +���# ,��)���#0 (l2− l1)(β− c)2+[q+ c(l2− l1)](β− c)− l1

(
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2

)2

= 0 3, ,�

(β − c)± =

−[q + c(l2 − l1)]±
√

[q + c(l2 − l1)]2 +
4l1(l2 − l1)[q + c(l2 − l1)]

2

(2l1 − l2)2

2(l2 − l1)
=

=

−[q + c(l2 − l1)]± |q + c(l2 − l1)| l2
|2l1 − l2|

2(l2 − l1)
. :�?
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���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

� �*$(8#3 ;=< 2l1 − l2 > 0�

�� :�? ��� � #&��&

(β(1) − c)+ =

[q + c(l2 − l1)]

(
−1 +

l2
2l1 − l2

)
2(l2 − l1)

=
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2
> 0,

(β − c)− =

[q + c(l2 − l1)]

(
−1− l2

2l1 − l2

)
2(l2 − l1)

= − [q + c(l2 − l1)]l1
(l2 − l1)(2l1 − l2)

< 0,

��+, �

β(1) =
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2
+ c =

q + cl1
2l1 − l2

= pH > c. :	�?

���+. ����#+ �,�+(## F = F (l1, l2, β) ��# +�" �* �#+/#��)����* ���� ��/��0��
A
(l1, l2) ∈ {(l1, l2)|2l1 > l2 > l1 > 0} #&��� )# . ��� /��)!���
* �� �#/� 	 :,2#�
)��& ��# E��&
����)��/�)� |(β − c)−| > [(β(1) − c)+]?�

β − c

F

�
� �

(β − c)− (β(1) − c)+

��*� �� P���#+ F (l1, l2, β) ��# 2l1 > l2 > l1 > 0

�

l1

l2
l2 = 2l1

l2 = l1��

��*� 1� ���"�/�)� l = (l1, l2) ��# 0 < l1 < l2 < 2l1

135� #�00 ,�)��" ��#0 	 # �. ���3�)��#0 l2 > l1 # 2l1 > l2 :�#/� �?. � ��+"� ��&�2��#� 	 #
���&,!, :	�?. ��!,2��&



�!'��,#/�#2�/+�� ��)��)�/#� :�� ���",? ) &� �!#  ,���!## �������� ��

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

�2��!.����� 4� $
	�� � ���� Γ  
#�� 0 < l1 < l2 < 2l1% &��#� ��� i = 1, 2 �����

fi(�p
B) > fi(�pe) ��# β > β(1) =

q + cl1
2l1 − l2

= pH ,

fi(�p
B) = fi(�pe) ��# β = β(1),

fi(�p
B) < fi(�pe) ��# β ∈ (c, β(1)),

�#� 	��
���� ���
���	�� �� "���
 �pB = (β, β)� ���
���	�� �� ���
 �pe = (pe1, p
e
2)� p

e
1 = pe2 =

=
q + cl1
2l1 − l2

' 
���
��� �������� ������� � ���� 	��
����� ���
���	��

fi(�p
B) = (l2 − l1)(β − c)2 + [q + c(l2 − l1)](β − c),

fi(�pe) = l1

(
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2

)2

(i = 1, 2).
:		?

:#"�8#��� 1� B��!�/�� ,�)��" ��#4 	.  !0 !43
A (l1, l2) #� )�,������/�# ��9��#A�)��-
��* �� �#/� � �3!�/�# ��# &�+/#&�!'��* (��� ��)��� β > pH )
#��
9# �3�#A #���+�) ) /#�,-
�(## ��)��)�/#0 �� ���", �pB 3, ,� 3�!'9�. 2�& ) /#�,�(## ��)��)�/#0 �� KE9, �pe :&��'9�
��# c < β < pH # ��)�
  !0 β = pH?�

� �*$(8#3 ;>< l2 > 2l1�

�2��!.����� ?� $
	�� � ���� Γ  
#�� l2 > 2l1% &��#� ��� i = 1, 2 �����

fi(�p
B) > fi(�pe) ��# β > β(2) =

ql1 + c(l2 − l1)
2

(l2 − l1)(l2 − 2l1)
> c,

fi(�p
B) = fi(�pe) ��# β = β(2),

fi(�p
B) < fi(�pe) ��# β ∈ (c, β(2)),

������ � 	��
���� ���
���	�� �� "���
 �pB = (β, β) � �� ���
 �pe = (pe1, p
e
2)� p

e
i =

q + cl1
2l1 − l2

(i = 1, 2) �������� � ��� ������� 	
��� ����� ��# :		?%

K���&�#&. 2�� β < &�+/#&�!'��0 (����

:#"�8#��� 4� ��+�����!'/�)� ,�)��" ��#0 = �/��)
)���/0 ��I
���������� #&�!#+�(## [l2 > 2l1] ⇒ [l2 > l1] #  ),A +���0A ,��)���#0 F (l1, l2, p) = 0I

(β(2) − c)+ =
[q + c(l2 − l1)]l1
(l2 − l1)(l2 − 2l1)

> 0, (β − c)− = −q + c(l2 − l1)

l2 − 2l1
< 0;

���������� ��� /��)!����& �� �#/� � ����#+� �,�+(## F (l1, l2, β) = fi(�p
B)− fi(�pe)G

���������� (���2+� /�����9��#*

β(2) = (β(2) − c)+ + c =
ql1 + c(l2 − l1)

2

(l2 − l1)(l2 − 2l1)
> c;

������������ ����)��/�)�

(β(2) − c)+ > |(β − c)−| = β(1) − c.

B��!�/�� ,�)��" ��#4 =.  !0 !43
A (l1, l2) #� )�,������/�# ��9��#A�)������ +!#��
:/&� �#/� =? 3�� ����#(
 < ��2�+ ��0&
A l1 = 0 # l2 = 2l1 ��# &�+/#&�!'��* (��� β > β(2)

)
#��
9# �3�#A #���+�) ) /#�,�(## ��)��)�/#0 �� ���", 3�!'9�. 2�& ��# ��)��)�/## ��
KE9, :&��'9�  !0 β ∈ (c, β(2)) # ��)�
 ��# β = β(2)?�
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���������� ��	
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�� 	

β − c

F

�
� �

(β − c)− (β(1) − c)+

��*� 4� P���#+ F (l1, l2, β) ��# l2 > 2l1

�

l1

l2
l2 = 2l1

l2 = l1�

��*� ?� ���"�/�)� l = (l1, l2) ��# l2 > 2l1 > 0

	$(8#3 ;;< l1 > l2 > 0�

�
 �!#&  )� �� /!,2�0I q + c(l2 − l1) > 0 # q + c(l2 − l1) < 0�

� �*$(8#3 ;;=< q + c(l2 − l1) > 0�

�2��!.����� @� (	�� ���������
�� ���	���
�	�� l1 � l2 �) :	? 
#����������� �������


�����
	��

l1 > l2 > l1 − q

c
, :	�?

�� ���
���	�� �� "���
 ���� Γ ����� ��#

(�pB ; �f(�pB)) = (β, β; f1(�p
B), f2(�p

B)) =

=

(
q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
,
q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
;
[q + c(l2 − l1)]

2

4(l1 − l2)
,
[q + c(l2 − l1)]

2

4(l1 − l2)

)
.

:	�?

� � + � � � � � ! ' / � ) �� �� :	�? /!� ,4�  )� #&�!#+�(##

[l1 > l2] ⇒ [2l1 − l2 > 0],
[
l2 > l1 − q

c

]
⇒ [q + c(l2 − l1) > 0].

���"�/�)�  ),A+�&�������
A )�+����) l = (l1, l2) ∈
{
(l1, l2)|

[
l1 > l2 > l1 − q

c

]
∧ [li > 0 (i = 1, 2)]

}
��� /��)!��� �� �#/� ��



�!'��,#/�#2�/+�� ��)��)�/#� :�� ���",? ) &� �!#  ,���!## �������� ��

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

�

l1

l2

l2 = l1 − q

c
l2 = l1

q

c

���

��*� @� ���"�/�)�
{
(l1, l2)|

[
l1 > l2 > l1 − q

c

]
∧ [li > 0 (i = 1, 2)]

}

K���&�#& �F� ��� :/&� +���( ))� ��#0?. 2�� /�3�/��#&�/�' c # &�+/#&�!'�,4 (��, ��)��� β
/2#���& � #��+�)
&#  !0 �3�#A #���+�)� ��� �. /!� ,0 :	?. ))� �&  )� /�)�� �4F#� �,�+(##

fi[β] = [q + β(l2 − l1)](β − c) = (l2 − l1)(β − c)2 + [q + c(l2 − l1)](β − c) (i = 1, 2). :	=?

�!0 fi[β] (i = 1, 2). /��!�/�� :	=?. ��!,2��&
d2fi[β]

d(β − c)2
= 2(l2 − l1) < 0. # ��E��&, fi[β]

/����� )���,�� �� β − c� P���#+ fi[β] ����/�+��� �/' β − c ) ��2+�A (β − c)1 = 0 # (β − c)2 =

= −q + c(l2 − l1)

l2 − l1
> 0. � &�+/#&,& fi[β]  �/�#����/0 ) ��2+� (β − c)∗ =

q + c(l2 − l1)

2(l1 − l2)
# ��)��

fi[β∗] =
[q + c(l2 − l1)]

2

4(l1 − l2)
. � � β∗ = (β − c)∗ + c =

q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
:/&� �#/� 
?�

β − c

fi[β]

�

q + c(l2 − l1)

l1 − l2
(β − c)∗

fi(�p
B)

��*� A� P���#+ fi[β] ��# l1 > l2 > l1 − q

c

� ���,!'���� ��!,2#!#. 2�� ��# )
��!���## �����#2��#* :	�? +�#���#* fi[β]. ���� �!04-

F#* &�+/#&�!'�,4 (��, β∗.  �/�#���� ��#3�!'9��� ���2��#0 fi[β∗] =
[q + c(l2 − l1)]

2

4(l1 − l2)
) ��2+�

β∗ =
q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
� 1�/4 � +�+ ��� # /!� ,�� /���)� !#)�/�' ,�)��" ��#0 �� �

�� ,�)��" ��#* � # � ��!,2��&

�2��!.����� A� $
	�� � ���� Γ #�� ���������
��� ���	���
�	�� li = const > 0
(i = 1, 2) �����
�
� ����
���
��

l1 > l2 > l1 − q

c
.

&��#� � 	��
���� ���
���	�� �� "���
 �pB � � ������ ���
����  ������ ��������� ���

� 	��
���� ���
���	�� �� ���
� �� �	��

fi(�p
B) > fi(�pe) (i = 1, 2), :	�?



�
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���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

������ ���
���	�� �� "���
 ����� ��# :	�?� � ���
���	�� �� ���
 * :�? � :
?%

� � + � � � � � ! ' / � ) �� � ���),4 �2��� ' ��&��#& (���2+, #&�!#+�(#* [l1 > l2] ⇒ [2l1 >
> l2] ⇒ [2l1 − l2 > 0]. # ��� �. /��!�/�� ,�)��" ��#4 �. /,F�/�),�� ��)��)�/#� �� KE9,
(�pe; �f(�pe)). ���� �!����� ) :�? # :
?� K���&�#& ��+"�  )� #&�!#+�(## [l1 > l2] ⇒ [l1 − l2 > 0] #

[l2 > l1 − q

c
] ⇒ [q + c(l2 − l1) > 0] #� ��2�!�  �+�����!'/�)� ��� 
 ,F��� ,�)��" ��#0 ��

B��!�/�� �&, ) Γ /,F�/�),�� ��)��)�/#� �� ���",. ���� �!����� ) :	�?� B��)�#)�0 :	�? / :
?.
��!,2#&

fi(�p
B)− fi(�pe) =

[q + c(l2 − l1)]
2

4(l1 − l2)
− l1

[q + c(l2 − l1)]
2

(2l1 − l2)2
=

[q + c(l2 − l1)]
2l2

2

4(l1 − l2)(2l1 − l2)2
> 0 (i = 1, 2).

1�/4 � /���, ��#A� #& + /���)� !#)�/�# :	�?� �

:#"�8#��� ?� ��"�� ��)��#�' �  )�0+�& ��#&����## ,�)��" ��#0 
� ��-���)
A. + #/-
/!� �)��#4 ,"� �,�+(#��#�,4F#A +��+,�����
A E+���&#+. ��#/
)��&
A &���&��#2�/+�*
&� �!'4  ,���!## �� �������,. )�-)���
A. ��# ���!#�#2�/+�& +��/��,#��)��## ��+#A �
�-
+�)�

��!�03 *+ * 6�

B#/ �� �!0 ,"� �,�+(#��#�,4F��� +��+,�������� �
�+� # ���#�#(#��)��' ��	��

��

���2��#0 ����&����)I
l∗1. l∗2 < +�E��#(#���
 E!�/�#2��/�#.
c < /�3�/��#&�/�'.
q < )�!#2#�� ��2�!'���� /���/�.
β < &�+/#&�!'��0 (����
B#/ 1� B ��&�F'4 ��* ���
A �� ��� 
 ,F�& 9���  ),A 2#/�! c # q ��/���#�' ) ���)�*

2��)���# �!�/+�/�# {l1, l2} �#/,��+ ��
B#/ 4� 1�)��#�' ��  )� )����/�I
Q? C�#�� !�"#� !# ��2+� l∗ = (l∗1, l∗2) )�,������/�# ��9��#A�)����* �� �#/� � 7 ���"+#8R

S? B�)�� ��� !# 2#/!� β /
q + c(l∗1 − l∗2)
2(l∗1 − l∗2)

R

B#/ ?� C�# ,�)�� #��!'��& ��)��� �� �3� )����/� �3�#& #���+�& !,29� #/��!'��)��'
/)�# /������## #� /#�,�(## ��)��)�/#0 �� ���",

�pB = (pB1 , p
B
2 ) = (β, β) =

(
q + c(l∗1 − l∗2)
2(l∗1 − l∗2)

,
q + c(l∗1 − l∗2)
2(l∗1 − l∗2)

)

# ��!,2#�' ��# E��& /)�# )
#��
9# fi(�p
B) =

[q + c(l∗2 − l∗1)]2

4(l∗1 − l∗2)
(i = 1, 2). +����
� �+��
)�4�/0

3�!'9� )
#��
9�* fi(�p
e) = l1

(
q + c(l∗2 − l∗1)

2l∗1 − l∗2

)2

(i = 1, 2) ) /#�,�(## ��)��)�/#0 �� KE9,

�pe =

(
q + l∗1c
2l∗1 − l∗2

,
q + l∗1c
2l∗1 − l∗2

)
�

�2 ! 3 *+ * 6 )���#+��� ��# �����������
�� +���!#+��
A E+���&#+�
B#/ �� C� ��������
�� ��	����� )
���
��� /�3�/��#&�/�# c # ��2�!'���� /���/� q

��/���#�' ) ���)�* 2��)���# +��� #�����* �!�/+�/�# {l1, l2} 3#//�+��#/, l2 = l1 # ����!!�!'��

������/�# :/ )#�,�' �� )���)�? ��
q

c
:/&� �#/� M?�

C�!,2#& 7 ���"+,8 ) ���)�* 2��)���# �!�/+�/�# {l1, l2} / 7�,�#+�&8 [0,
q

c
] �� �/# l1

:/&� �#/� M?�
B#/ 1� B ��&�F'4 E+���&#2�/+#A. ��/, ��/�)���
A # ���2#A 7�
2���)8  �)�/�# &�+/#-

&�!'�,4 (��, β  � )�!#2#�

q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
�



�!'��,#/�#2�/+�� ��)��)�/#� :�� ���",? ) &� �!#  ,���!## �������� �M

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

� l1

l2

� l1

l2

q

c

l2 = l1
l2 = l1

l2 = l1 − q

c
���

��*� C� BA�&� ��/�����#0 �3!�/�#
{
l = (l1, l2)|l1 > l2 > l1 − q

c

}

B#/ 4� ��� �  !0 )/�A ��2�+ l = (l1, l2). !�"�F#A )�,��# ��/�������* 7�,�#+�)�*  ���"-

+#8 :�3����)����*  ),&0 ��!,��0&
&# l2 = l1. l2 = l1 − q

c
. li > 0 (i = 1, 2) # �+��2#)�4F�*/0

7�,�#+�&8 [0,
q

c
] �� �/# l1?. ��9��#A�)����* �� �#/� M. #���+�& )
�� ��� #/��!'��)��' /)�#

/������## β =
q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
#� ��)��)�/��* �� ���", /#�,�(## �pB = (β, β). #3� ��# �3�/��2��

)
#��
9#
[q + c(l2 − l1)]

2

4(l1 − l2)
3�!'9#�. 2�& l1

(
q + c(l1 − l2)

2l1 − l2

)2

: �/�#���&
A ) /#�,�(## ��)��)�-

/#0 �� KE9, �pe =

(
q + cl1
2l1 − l2

,
q + cl1
2l1 − l2

)
?�

� �*$(8#3 ;;><
[
l2 < l1 − q

c

]
⇔ [q + c(l2 − l1) < 0]�

�2��!.����� C� $
	�� � ���� Γ  
#�� l2 < l1 − q

c
% &��#� #�� �� �� β > c �����

fi(�pe) > 0 > fi(�p
B) (i = 1, 2), :	
?

������ ���
���	
�� �� ���
 �������� fi(�pe) )�#�
� � :
? � 	�������� pei * � :�?%

� � + � � � � � ! ' / � ) �� � ���),4 �2��� ' � �/' ��&��#&. 2��[
l2 < l1 − q

c

]
⇒ [l2 < l1] ⇒ [l2 − 2l1 < 0],

+��&� ����. q+c(l2−l1) < 0� ��� � &��"�/�)�
{
l = (l1, l2)|0 < l2 < l1 − q

c

}
3, �� )�,������/�'4

�/����� ,�!�. ��#&
+�4F��� + �/# l1 :�#/� �?�

N��� ,��! TU �3���,4� !,2# l2 = 0 # l2 = l1 − q

c
/ )��9#��* ) ��2+� (

q

c
, 0)�

�!0 !43
A l = (l1, l2) ∈ int TU 3, �� l2 < l1 # q + c(l2 − l1) < 0� 1�/4 � # #� :	? #&��&

fi(β, β) = (l2 − l1)(β − c)2 + [q + c(l2 − l1)](β − c) < 0 ∀β > c (i = 1, 2),

2�� #  �+��
)��� ���)�� ����)��/�)� ) :	
?�
��!��. ��# !43
A l = (l1, l2) ∈ int TU. /��!�/�� 2l1 − l2 �= 0 # q + c(l2 − l1) < 0. � ��+"�

,�)��" ��#4 �. 3, ��

fi(�pe) = l1

(
q + c(l2 − l1)

2l1 − l2

)2

> 0 (i = 1, 2).

��& /�&
&  �+����� !�)�� ����)��/�)� #� :	
?� �



�� @��� ��!'/+#A. ���� �,+�)/+#*. B�C� B�&/���)

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

�

l1

l2

l2 = l1 − q

c
l2 = l1

q

c

��

��*� D� ���"�/�)� l = (l1, l2) ∈
{
(l1, l2)|0 < l2 < l1 < l1 − q

c

}

:#"�8#��� @� B��!�/�� ,�)��" ��#4 M. �3�#& #���+�& ��# l2 < l1 − q

c
# )/0+#A β > c

)
�� ��� ��# ��"#)��'/0 /#�,�(## ��)��)�/#0 �� KE9,. 2�& �� ���",. +���2��. �/!# ��!'+�
��2+� l = (l1, l2) 7���� ���8 �

��� ��9��#A�)������ �� �#/� � +!#�� TU�

:#"�8#��� A� B ��&�F'4 ��#)� ���
A )
9� ,�)��" ��#* �>M &�"��. ) ��)#/#&�/�# ��
&�/����!�"��#0 ��2+# l = (l1, l2) ) ���)�* 2��)���# �!�/+�/�# {l1, l2} # &�+/#&�!'��* (��

β. )
3���'. +�+�� #� ��)��)�/#* :�� ���", #!# �� KE9,? �3�/��2#)��� 3�!'9#� )
#��
9#.
�/!# ��!'+� ��2+� l = (l1, l2) ���� ��� �

��� ��9��#A�)���
A �� �#/� �. =. � # � �3!�/��* T>TU
:�#/� �?�

�

l1

l2

q

c

��

���

��

�

l2 = 2l1 l2 = l1 l2 = l1 − q

c

l2 = 0

l1 = 0

��*� E� BA�&� )
3��� )# � ��)��)�/#0

��+�� "� #� ��)��)�/#* :6K #!# 6�? )
3���'. �/!# ��2+� l = (l1, l2) ����!� �� ����#(

&��"�/�) T>TUR 1�)��, �� E��� )����/ ��/)0F�� /!� ,4F#* ��� �! ��/��0F�* ��3��
�

� ?� �06 ! F �&�+&�� !#�� ��*�' �# /!#��&#) + *2! ���0)  6$#*2�3 ;G;H

� E��& ��� �!� /���'# ��)��#& �� )����/I +�+ �/,F�/�)#�' )
3�� +��+������� ��)��)�/#0.
�/!# ��2+� l 7����!�8 �� ���
��� ��9��#A�)���
A �3!�/��* :�� �#/,�+� � E�# ����#(
 )
 �-

!��
 9��#A-�,�+�#��
&# !#�#0&# # #A �3���,4� !,2# l1 = 0. l2 = 2l1. l2 = l1. l2 = l1 − q

c
#

l2 = 0 ��# li � 0 (i = 1, 2)?�

I!#��&# l1 = 0�
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���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

�2��!.����� D� $
	�� � ���� Γ  
#�� l1 = 0% &��#� #�� �� �� β > c �����

fi(�p
B) > fi(�pe) (i = 1, 2),

�� �	�� #�� ���
��
��  ������ ��������� ��� l1 = 0 � ��� ������� ����#
�� �����
���

���
���	�� �� "���
 �pB = (β, β) � ��� 	���� #� ���	� #�� � ��� ���������

fi(�p
B) = l2(β − c)2 + [q + l2c](β − c).

� � + � � � � � ! ' / � ) �� B��!�/�� :�? ��# l1 = 0 ��!,2��&

F (0, l2, β) = l2(β − c)2 + [q + cl2](β − c).

��� �
∂F (0, l2, β)

∂(β − c)
= 2l2(β − c) + [q + cl2] #

∂2F (0, l2, β)

∂(β − c)2
= 2l2 > 0� C�E��&, �,�+(#0 F (0, l2, β)

/����� )
�,+!� �� β − c. )����/���� / ,)�!#2��#�& (β − c) > 0 :/&� �#/� 	�? # ����/�+��� �/'

β − c )  ),A ��2+�A (β − c)1 = 0 # (β − c)2 = −q + l2c

2l2
< 0�

� �

β − c�

F (0, l2, β)

(β − c)2 = −q + l2c

l2
< 0

��*� �J� P���#+ F (0, l2, β) ��# l1 = 0

�� �#/� 	� # F (0, l2, β) = fi(�p
B)− fi(�pe) > 0  !0 ∀β > c /���, /!� ,�� ,�)��" ��#� �� �

I!#��&# l1 = l2 > 0�

�2��!.����� E� $
	�� � ���� Γ  
#�� l2 = l1% &��#� ��� ���#�� i = 1, 2 �����

fi(�p
B) > fi(�pe) ��� β > c+

q

l1
,

fi(�p
B) < fi(�pe) ��� β < c+

q

l1
,

fi(�p
B) = fi(�pe) ��� β = c+

q

l1
,

�#� �pB = (β, β)� �pe = (pe1, p
e
2)� p

e
1 = pe2 =

q + l1c

l1
%

� � + � � � � � ! ' / � ) �� �!0 l1 = l2 #� :�? ��!,2��& )# �,�+(##

F (l1, l2, β) = q(β − c)− l1
q2

(2l1 − l2)2
= q

[
β − c− q

l1

]

:� �/' ,2���� ��)��/�)� l1 = l2?� ��� �

F (l1, l2, β) = fi(�p
B)− fi(�pe) = q

[
β − c− q

l1

]
,

��+, � :# #� ��&�2��#0 	? /���, /!� ,�� /���)� !#)�/�' ,�)��" ��#0 �� �

I!#��&# l2 = l1 − q

c
�
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���������� ��	
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�� 	

�2��!.����� �J� $
	�� � ���� Γ ����� ��	�� l2 = l1 − q

c
% &��#� 
�� ������� ��������

� � ������ #�	������ � 	��
���� ���
���	�� �� ���
 �pe = (pe1, p
e
2) = (c, c)� ������� 	����#���

	 ���
���	
�� �� "���
%

� � + � � � � � ! ' / � ) �� �� :�? # #� #&�!#+�(##
[
l2 = l1 − q

c

]
⇒ [q + c(l2 − l1) = 0] /���,

��!,2��&

F (l1, l2, β) = fi(�p
B)− fi(�pe) = (l2 − l1)(β − c)2 = −q

c
(β − c)2 < 0

:� �/' ,2���� ��+"� ��)��/�)� l2 − l1 = −q

c
?� �/!# ��#�0�' )� )�#&��#�. 2�� /��!�/�� :
? #

q+c(l2− l1) = 0 3, �� fi(�pe) = 0 (i = 1, 2). �� � �/' ��# ��/0 ��/9#�#�' &��"�/�)�  ��,/�#&
A
/������#*.  �3�)#) ��2+, β = c� ��� � �pB = (c, c) = �pe� �

I!#��&# l2 = 0�

1�0�' #/��!'�,�& ���&,!, :�?. #� +�����* ��# l2 = 0 ��!,2��&

F (l1, 0, β) = −l1(β − c)2 + (q − cl1)(β − c)− (q − cl1)
2

4l1
.

�2#�
)�0. 2��
∂F (l1, 0, β)

∂(β − c)
= −2l1(β − c) + [q − cl1] #

∂2F (l1, 0, β)

∂(β − c)2
= −2l1 < 0. ��!,2��&. 2��

�,�+(#0 F (l1, 0, β) )���,�� �� β − c� ��!�� )
 �!#&  )� �� /!,2�0I q > cl1 # q < cl1�

� �*$(8#3 q > cl1�

�2��!.����� ��� $
	�� � ���� Γ  
#�� l2 = 0 � q > cl1% &��#� ��� ���#�� i = 1, 2 �����

fi(�p
B) = fi(�pe) ��� β =

q + cl1
2l1

= pH ,

fi(�p
B) < fi(�pe) ��� [β > c] ∧ [β �= pH ],

������ �pe =

(
q + l1c

2l1
,
q + l1c

2l1

)
� fi(�pe) =

(q − l1c)
2

4l1
� �pB = (β, β)� fi(�p

B) = −l1(β − c)2+

+(q − cl1)(β − c)%

� � + � � � � � ! ' / � ) �� B��!�/�� #&�!#+�(## [q > cl1] ⇒ [q−cl1 > 0]. /�����* )���,��/�#
F (l1, 0, β) �� β− c # ��&, ��+�,. 2�� ����#+ F (l1, 0, β) +�/���/0 �/# β− c ��!'+� ) � ��* ��2+�

β − c =
q − cl1
2l1

> 0. #3� F (l1, 0, β) = −l1

[
(β − c)− q − cl1

2l1

]2
� 0. ����#+ F (l1, 0, β) ��#&�� )# .

��� /��)!���
* �� �#/� 		�

�

β − c�

F (0, l2, β)

q − l1c

2l1

��*� ��� P���#+ F (l1, 0, β) ��# l2 = 0 # q > cl1



�!'��,#/�#2�/+�� ��)��)�/#� :�� ���",? ) &� �!#  ,���!## �������� =	

���������� ��	
� �� �
� �
�� 	

���+. ��!,2��&. 2�� F (l1, 0, β) < 0  !0 β − c �= q − cl1
2l1

# F (l1, 0, β) = 0 ��!'+� ��# β =

=
q − cl1
2l1

+ c =
q + cl1
2l1

= pei (i = 1, 2)� 1�/4 � # #� ��&�2��#0 	 /���, /!� ,�� /���)� !#)�/�'

,�)��" ��#0 		� �

� �*$(8#3 q < cl1�

�2��!.����� �1� $
	�� � ���� Γ  
#�� l2 = 0 � q < cl1% &��#� ��� ���#�� i = 1, 2 �����

fi(�pe) > fi(�p
B) ��� ∀β > c,

�#�� ��� � � 
�����#�
�� 		� �pe =

(
q + l1c

2l1
,
q + l1c

2l1

)
� fi(�pe) =

(q − l1c)
2

4l1
� �pB = (β, β)� fi(�p

B) =

= −l1(β − c)2 + (q − cl1)(β − c)%

� � + � � � � � ! ' / � ) � /���, ��!,2��& #� :�? # F (l1, 0, β) = −l1

[
(β − c)− q − cl1

2l1

]2
< 0

��# ∀β > c. � ��+"� /��!�/�� ��&�2��#4 	� D �/' ,"� ����#+ F (l1, 0, β) #&��� )# . ��� /��)-
!���
* �� �#/� 	��

�

β − c�

F (l1, 0, β)

q + l1c

2l1

��*� �1� P���#+ F (l1, 0, β) ��# l2 = 0 # q < cl1

:#"�8#��� C� �!0 ����#(
 l2 = 2l1 �)����& �� , �!�/' ��!,2#�' ��+��2���
� ���,!'���
�

:#F$K8����

��+ #�)�/���. ) !43�* 3�/+��!#(#����* #��� #. +���2��. ) &���&��#2�/+�* &� �!#  ,���!##
�� �������,. #���+# /���&0�/0 )
3#���' /)�# /������## ��+. 2��3
  �3#�'/0 &�+/#&�!'��
3�!'9#A )
#��
9�*  !0 +�" ��� ,2�/��#+� +���!#+��� C�+� �����#2#& #A ��!'+�  ),&0
)��&�"��/�0&#I

���������� /!� �)��' 7E��#/�#2�/+�*8 +��(��(## ��)��)�/#0 �� KE9, :6K?G

���������� ��#&��0�' 7�!'��,#/�#2�/+,48 +��(��(#4 ��)��)�/#0 �� ���", :6�?�
�
 #/+!42��& +��(��(#4 �+�#)���� ��)��)�/#0 # �� 2�/��
� /!,2�# < ��)��)�/#� ,���� #
+����,����. �� �/�' ��9��& )����/ ) ��&+�A /��)���#0 ��!'+� 6K # 6��

�� D �/'. +�+ 2�/�� 7�������� #�,��/08 ) ����## 3�/+��!#(#���
A #��. 3�!'9,4 ��!'
&�"�� #����' 7�/#A�!��#2�/+#* ��+���8� �/!# #���+ > ,3�" ���
* E��#/�. +����
* ��3��#�/0
��!'+� � /)�#A #�����/�A. �� �&, 7��0&�0  �����8 ��#&��0�' /)�4 /������#4 #� ��)��)�/��*
�� KE9, /#�,�(## :/��!�/�� ,�)��" ��#4 �?� �/!# #���+ > ,3�" ���
* �!'��,#/�. �� �&,
�,"�� #/��!'��)��' /)�4 /������#4.  #+�,�&,4 D�!��
& ���)#!�&. �� �/�' /!� �)��' /)��*
/������## #� ��)��)�/��* �� ���", /#�,�(## :,�)��" ��#� 	?�
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1� � ��/��0F�* ��3��� &
 #/+!42��& 7�/#A�!��#2�/+#* ��+���8 # ��� !����& ��9��'
)����/ / ��2+# ����#0  �/�#"��#0 3�!'9#A )
#��
9�* :) 6K #!# ) 6�?� �!0 E���� ��� !����&
)�/��!'��)��'/0 /!� ,4F�* /A�&�* : #+�,�&�* /� ��"��#�& ��/��0F�* /���'#?�

B#/ �� D��0 2#/!�)
� ���2��#0 ����&����) q, c, l1 # l2. ��*�# ��# 2#/!�

β(1) =
q + cl1
2l1 − l2

, β(2) =
ql1 + c(l2 − l1)

2

(l2 − l1)(l2 − 2l1)
, fi(�pe) = l1

[
q + (l2 − l1)c

2l1 − l2

]2
(i = 1, 2).

B#/ 1� � ���)�* 2��)���# �!�/+�/�# {l1, l2} ��!,��0&
&# l1 = 0. l2 = l1. l2 = 2l1. l2 = l1− q

c
.

l2 = 0 )
 �!#�' &��"�/�)� T. TT. TTT # TU :/&� �#/� �?�
B#/ 4� C� ���� 2#/!�)
A ���2��#* (l1, l2) = l∗ ��*�#. +�+�&, #� 2��
��A &��"�/�) T>TU

:�� �#/� �? ��#�� !�"#� ��2+� l∗� ��!'��*9#� E���
 ��/)0F��
 )
3��, +��(��(## ��)��)�/#0
:�� KE9, #!# �� ���",?. 0)��&, )# , /������#* #���+�) # #A )
#��
9�& ��# ��+�& )
3����
6�9�4� E�# ��# )����/�  )� �3/��0��!'/�)�I ���������� ����#� &�+/#&�!'��* (��
 ��)���
β. ,/����)#)9�*/0 �� �
�+� /3
�� ) ���,!'���� ��)��/�)� /���/� # ��� !�"��#0G ����������

&��"�/�)� #� T>TU. +�����&, ��#�� !�"#� ,+������0 �� 9��� � ��2+� l∗�
a) C,/�' l∗ ∈ T. ��� � :�� ,�)��" ��#4 =? ) /!,2��

a1) β > β(2) /!� ,�� #/��!'��)��' 6� /#�,�(#4 �pB = (β, β) # ��!,2#�' +�" �&, #���+,
)
#��
9

fi(�p
B) = (l2 − l1)(β − c)2 + [q + c(l2 − l1)](β − c) (i = 1, 2); :	M?

a2) c < β < β(2) #���+�& /!� ,�� ��#&��#�' 6K /#�,�(#4 �pe = (pH1 , pH2 ). pHi =
q + cl1
2l1 − l2

(i = 1, 2)

# ��!,2#�' 6K )
#��
9#

fi(�pe) = l1

[
q + (l2 − l1)c

2l1 − l2

]2
(i = 1, 2); :	�?

a3) β = β(2) +�+ ��# /#�,�(## �pB. ��+ # ��# �pe )
#��
9# ) �3�#A /#�,�(#0A 6� # 6K 3, ,�
/�)�� ��'�

b) C,/�' l∗ ∈ TT. ��� � :�� ,�)��" ��#4 �? ) /!,2��
b1) β > β(1) )
3���' 6� /#�,�(#4 �pB = (β, β). +�" �&, #���+, ��# E��&  �/�����/0 )
#�-
�
9 :	M?G
b2) c < β < β(1) ��#&��0�' 6K /#�,�(#4 �pe # ��!,2#�' )
#��
9# :	�?G

b3) β = β(1). )
#��
9# ) /#�,�(#0A 6� # 6K /�)�� �4� / l1

[
q + (l2 − l1)c

2l1 − l2

]2
�

V? C,/�' l∗ ∈ TTT. ��� � :�� ,�)��" ��#4 
? ��# ∀β > c #/��!'��)��' 6� /#�,�(#4 (β, β) #
��# E��& ��!,2#�' )
#��
9# :	M?�

W? C,/�' l∗ ∈ TU. ��� � :�� ,�)��" ��#4 M? ��# ∀β > c #���+�&  !0 ��!,2��#0 3�!'9#A
)
#��
9�* �,"�� /!� �)��' 6K /#�,�(## �pe # ��!,2#�' 6K )
#��
9# :	�?�

�/!# "� ��2+� l∗ = (l1, l2) 7���� ���8 �� ����#(
 &��"�/�) T>TU. ��  !0 ��9��#0 )����/�
7+�+,4 #� /#�,�(#* 6� #!# 6K #/��!'��)��'R8 ��+�&�� ,�& )�/��!'��)��'/0 ��3!#(�* 	

�#6$�&# �

l1 = 0, l2 > 0 ��)��" ��#� �

l2 = l1 > 0 ��)��" ��#� �

l2 = l1 − q/c > 0 ��)��" ��#� 	�

l1 > 0, l2 = 0, q > cl1 ��)��" ��#� 		

l1 > 0, l2 = 0, q < cl1 ��)��" ��#� 	�

#!# �#/� 	� < 7�,��)� #��!�&8 �� ��/��0F�* /���'��
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�

l1

l2

q

c

��

���

��

�

l2 = 2l1 l2 = l1 l2 = l1 − q

c

l2 = 0

l1 = 0

K�%��)"�
�� �

K�%��)"�
�� 0

K�%��)"�
�� J

K�%��)"�
�� 7

K�%��)"�
�� �

K�%��)"�
�� � K�%��)"�
�� ��

K�%��)"�
�- ��'��

��*� �4�

L=8L56 �8MN;4MK;O

�� PQRSRTUV W� PXXY RQHZQ[ X\ S]QXRZQ ITS]QITSZ^_Q VQ `T RZa]QbbQ bXaZT`Q TUV X\ RQa]QRa]Qb b_R `Qb cRZUaZcQb
ITS]QITSZ^_Qb VQ `T S]QXRZQ VQb RZa]QbbQb GG WX_RUT` VQb dTHTUSb� ����� eX`� J7� f� 0���1���

�� gX_RUXS h�h� iQa]QRa]Qb b_R `Qb cRZUaZcQb ITS]QITSZ^_Qb VQ `T S]QXRZQ VQb RZa]QbbQb� fTRZb@ jTa]QSSQ'
�����

�� kTb] W�l� m^_Z`ZnRZ_I cXZUSb ZU N $cQRbXU oTIQb GG fRXa� kTS`� haTV� daZ� pdh� ��1�� eX`� �J� q ��
f� 0��0��

0� �	���	
 6�L� ;	%
�%����  � ���)�@ 	%������ "��� � � � �	
"� ��
�$�	���� 
	��� L=*rK' ���1� �J ��

1� �	���	
 6�L� ;	%
�%����  � ���)� GG ��
��
�$�%	"�	��,
&� "������
��	!#
&� ���& G ��8���$
��%����' 4�4� s������ 6��%@ A	���%	 ?���	' ���0� ;	
"�! ���� L� �����0��

J� t]_YXHbYZu e�F�' dT`_YHTVvQ w�m�' eTZbITU x�d� y]Q PQRoQ Q^_Z`ZnRZ_I@ cRQcRZUS� ynZ`ZbZ@ FUbSZS_SQ X\
gXUSRX` dubSQIb' ���0� �� c�

7� ���) L� 5*C	- �����- ��� 
����!#��9 !��� >�@ ��
�	���
' ��J�� ��J ��

�� d]_nZY w� iQHZQ[ X\ g� PQRoQ .zQUQRT` S]QXRu X\ n$cQRbXU oTIQb/ GG maXUXIQSRZaT� ��J�� eX`� ��� q 0�
f� ����

�� ����%���� ��8�' 6�"�-%��% 6�A�' r��*	��% 4�L� ;	%
�%����  � ���)� % ��"�!� �!��� �!�� 6��$

� GG ����
�� K"��������� �
�%�������	� >	���	���	� >�9	
��	� 6�� #(���
&� 
	���� ���1�
M� �1� q �� L� �07��1J�

��� gX`ITU h�w�' x{XRUQR y�|�' w_bu E�' yTvVTZS y� w_S_T` b_ccXRS ZU oTIQb@ bXIQ cRXcQRSZQb X\ PQRoQ
Q^_Z`ZnRZT GG WX_RUT` X\ wTS]QITSZaT` fbua]X`Xou� ����� eX`� 11� Fbb_Q �� f� �JJ��71�

��� >	C�
�� L�5� 6�
�� ��- �	%
�%���-  � A32� � �� �	
%���� GG ���
	! �*,��!�%	!#
�� �	  ��$
�!	"
�Z �	���	����� ����� q �� L� 0��J��

��� t]_YXHbYZu e�F�' yXca]Zb]HZ`Z h�' dTa]YXH d�k� hcc`ZaTSZXU X\ cRXnTnZ`ZSu IQTb_RQb SX S]Q Q}ZbSQUaQ
cRXn`QI X\ PQRoQ�eTZbITU o_TRTUSQQV Q^_Z`ZnRZ_I GG wXVQ` hbbZbSQV dSTSZbSZab TUV hcc`ZaTSZXUb� ���0�
eX`� �� q �� f� ��������

��� t]_YXHbYZu e�F�' dTa]YXH d�k� PZ`TUaZTIQUSX aXU~`ZSSZ \RZQUV`u GG FST`ZTU daZQUaQ iQHZQ[� ���0� eX`� ���
q �� f� �J���7��

�0� ����%���� ��8�' L	,��% L�A� 5* �"
�� 
��*&,
��' 
� "�*��)�!	��!#
�� � ���*� ��	%
�%�2�%	$

�- ��
�!����% GG >�)"�
	��"
&� 
�
	%����&� �
������ >	���	���� � L������ N)����-,
&�

	�,
&� )��
	!� ���0� q ��� L� J��J0�

�1� t]_YXHbYZu e�F�' dTa]YXH d�k�' zXRnTSXH h�d� wTS]QITSZaT` IXVQ` X\ S]Q �zX`VQU R_`Q� GG daZQUaQ'
yQa]UX`Xou TUV �Z\Q����0� fRXaQQVZUob X\ S]Q FUSQRUTSZXUT` daZQUSZ~a gXU\QRQUaQ� gvQa] iQc_n`Za'
xTR`XHu eTRu' �7��� DQaQInQR ���0� f� �J����

�J� ����%���� ��8�' s����� 4�4�' L�!"	��%	 A�r� ;	%
�%����  � ���)� % ��
�!���	9  �� 
�� ��$
"�!�

���� GG �FF ������������� ��%�C	
��  �  ��*!��	� � �	%!�
�- ��L=K����0�@ M��"&� >�@
8=K ;4A' ���0� L� ����������

=���� �!	 % ��"	���( �1�������1
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�� 5��9�%�$+��%�' �!� ��!	���
��' ��
m$ITZ`@ \XvnQ`bYZ]�RTIn`QR�R_

����%���� �!	"��!	% 8�����%�,' "���$�� 
�'  ��������' �	��"�	 � ���	!#
��� � �	%!�
�-' �	$
��!#��� %&,��!���!#
�� �	���	���� � ��*��
�����' >����%���� ����"	���%�

&� �
�%�������
��� >��� ����
���%	' ������' ;����-' �� >���%	' rL=$�' ��
�
���� ���&�
m$ITZ`@ v]YH`TV�uTUVQ}�R_

L	���
�% L����� =����%�,' ����$�� 
�' "���
�' �	��"�	 � ���	!#
��� � �	%!�
�-' �	��!#��� %&,��!�$
��!#
�� �	���	���� � ��*��
�����' >����%���� ����"	���%�

&� �
�%������� ��� >��� ����
���%	'
������' ;����-' �� >���%	' rL=$�' ��
�
���� ���&�
m$ITZ`@ bTIbXUXH�ab�Ib_�R_

����� ����	
�
�
 �� �� ���
��	
��
 ���� ���	����

���������� 	
����
 ����������� �� ��� ����� �� 
������� �������

������� @ UXU$aXXcQRTSZHQ oTIQ' kTb] Q^_Z`ZnRZ_I' PQRoQ Q^_Z`ZnRZ_I' IXVQ` X\ PQRSRTUV V_XcX`u�

wdg@ ��h��' ��P�J

FU ���� S]Q lRQUa] ITS]QITSZaZTU W� PQRSRTUV ����������� aXUbSR_aSQV S]Q IXVQ` X\ cRZaQ aXIcQSZSZXU XU
X`ZoXcX`u ITRYQS ZU []Za] ~RIb aXIcQSQ nQS[QQU S]QIbQ`HQb a]TUoZUo S]Q cRZaQ X\ oXXVb�

y]Q ITS]QITSZaT` IXVQ` X\ PQRSRTUV V_XcX`u Zb RQcRQbQUSQV nu T UXU$aXXcQRTSZHQ oTIQ X\ S[X cQRbXUb
ZU UXRIT` \XRI� y[X Q^_Z`ZnRZ_Ib TRQ \XRIT`ZvQV \XR ZS@ PQRoQ Q^_Z`ZnRZ_I �Pm� TUV kTb] Q^_Z`ZnRZ_I �km��

FS Zb Tbb_IQV S]TS
a) IT}ZIT` cRZaQ TUV aXbS cRZaQ X\ nXS] c`TuQRb aXZUaZVQ �ZS�b UTS_RT``u \XR S]Q ITRYQS X\ XUQ cRXV_aS�B
b) S]Q aXT`ZSZXU X\ S[X c`TuQRb Zb cRX]ZnZSQV �S]Zb Zb UXU$aXXcQRTSZHQ a]TRTaSQR X\ S]Q oTIQ�B
c) S]Q cRZaQ Zb ]Zo]QR S]TU S]Q aXbS cRZaQ \XR XS]QR[ZbQ S]Q bQ``QRb �c`TuQRb� [X_`V ]TRV`u TccQTR XU S]Q

ITRYQS�
FU S]Q cRQbQUS TRSZa`Q \XR T`IXbS T`` HT`_Qb X\ cTRTIQSQRb X\ S]Q IXVQ` �Q}aQcS S]Q IQTb_RQ$U_``� S]Q

aXUbSR_aSZHQ IQS]XV X\ S]Q a]XZaQ X\ aXUaRQSQ Q^_Z`ZnRZ_I �Pm XR km� VQcQUVZUo XU S]Q IT}ZIT` cRZaQ X\ S]Q
cRXV_aS QbSTn`Zb]QV ZU S]Q ITRYQS Zb b_ooQbSQV�

imlmimkgmd

�� PQRSRTUV W� PXXY RQHZQ[ X\ S]QXRZQ ITS]QITSZ^_Q VQ `T RZa]QbbQ bXaZT`Q TUV X\ RQa]QRa]Qb b_R `Qb cRZUaZcQb
ITS]QITSZ^_Qb VQ `T S]QXRZQ VQb RZa]QbbQb' !�"�#$% �� &$'$#( ' ����' HX`� J7' cc� 0���1���

�� gX_RUXS h�h� )�*+��*+�  "� %� ,�-#*-,� .$(+�.$(-/"� �� %$ (+���-� �� �-*+�  � ' fTRZb@ jTa]QSSQ'
�����

�� kTb] W�l� m^_Z`ZnRZ_I cXZUSb ZU N $cQRbXU oTIQb' 0��*1 2$(%1 3*$�1 &*-1 4&3' ��1�' HX`� �J' UX� �'
cc� 0��0��

0� eTZbITU x�d� y]Q PQRoQ Q^_Z`ZnRZ_I' 35 (�$*( �6 7$#�1 &*-1 80+� 19:$(+1; <-  ��($(-�#' dS� fQSQRbn_Ro'
���1' �J c �ZU i_bbZTU��

1� eTZbITU x�d� =+� >��?� �/"-%-5�-".' ZU nXXY@ t]_YXHbYZZ e�F�' g]ZYRZZ h�h� @-#�-#�9A'$��$(-*+#��
�-B���# -$%C#�� -?�� ��ZUQTR$^_TVRTSZa VZ�QRQUSZT` oTIQb�' xZQH@ kT_YXHT D_IYT' ���0' dQaSZXU ���'
cc� �����0� �ZU i_bbZTU��

J� t]_YXHbYZZ e�F�' dT`_YHTVvQ w�m�' eTZbITU x�d� =+� >��?� �/"-%-5�-".D 0��,�-#(' ynZ`ZbZ@ FUbSZS_SQ X\
gXUSRX` dubSQIb' ���0' �� c�

7� PQRoQ g� =+E���-� ?�#E��$%� �� F�"G n ,�� �##� ' fTRZb@ zT_S]ZQR$eZ``TRb' ��17' ��0 c� yRTUb`TSQV _UVQR
S]Q SZS`Q H5 +*+$�$ (���-�$ -?� #� A�%CA-A+ %-( ' wXbaX[@ lZvITSoZv' ��J�' ��J c�

�� d]_nZY w� iQHZQ[ X\ g� PQRoQ �zQUQRT` S]QXRu X\ n$cQRbXU oTIQb�' I*�#�.�(�-*$' ��J�' HX`� ��' UX� 0'
c� ����

�� t]_YXHbYZZ e�F�' x_VRuTHSbQH x�k�' zXRnTSXH h�d� y]Q PQRoQ Q^_Z`ZnRZ_I ZU gX_RUXS�b IXVQ` X\ X`ZoXcX`u'
J� (#1 4�."�(1 4#-'1 :$(1 :�A+1 ��.,C�"(1 2$"A-' ���1' HX`� �1' UX� �' cc� �07��1J �ZU i_bbZTU��

��� gX`ITU h�w�' x{XRUQR y�|�' w_bu E�' yTvVTZS y� w_S_T` b_ccXRS ZU oTIQb@ bXIQ cRXcQRSZQb X\ PQRoQ
Q^_Z`ZnRZT' !�"�#$% �6 :$(+�.$(-*$% 0 �*+�%�?�' ����' HX`� 11' Zbb_Q �' c� �JJ��71�
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��� wTb]a]QUYX d�E� y]Q aXUaQcS X\ kTb] Q^_Z`ZnRZ_I TUV ZSb VQHQ`XcIQUS' K+1 H5*+� %1 0��A%1 :$(1' ����'
UX� �' cc� 0��J� �ZU i_bbZTU��

��� t]_YXHbYZu e�F�' yXca]Zb]HZ`Z h�' dTa]YXH d�k� hcc`ZaTSZXU X\ cRXnTnZ`ZSu IQTb_RQb SX S]Q Q}ZbSQUaQ
cRXn`QI X\ PQRoQ�eTZbITU o_TRTUSQQV Q^_Z`ZnRZ_I' :���% 3  - (�� &($(- (-* $#� 3,,%-*$(-�# ' ���0'
HX`� �' UX� �' cc� ��������

��� t]_YXHbYZZ e�F�' dTa]YXH d�k� PZ`TUaZTIQUSX aXU~`ZSSZ \RZQUV`u' L($%-$# &*-�#*� )�'-��' ���0' HX`� ��'
UX� �' cc� �J���7��

�0� t]_YXHbYZZ e�F�' dTa]YXH d�k� hnX_S TU _U_b_T` n_S \RZQUV`u IQS]XV X\ nT`TUaZUo X\ aXU�ZaSb' L#(��#$(-�9
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