
ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2014. Âûï. 1

ÓÄÊ 538.911


© Â. �. Ëåáåäåâ, À.À. Ñûñîåâà, È.Ñ. Êíÿæåâà, Ä.À. Äàíèëîâ, Ï.Ê. �àëåíêî

ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÛÑÎÊÎÑÊÎ�ÎÑÒÍÎ�Î

ÇÀÒÂÅ�ÄÅÂÀÍÈß �ÀÇÁÀÂËÅÍÍÎ�Î �ÀÑÏËÀÂÀ Si�As

Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûé ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ ïåðåîõëàæäåííîãî áèíàðíîãî ðàñ-

ïëàâà. Â öåëÿõ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàòâåðäåâàþùàÿ áèíàðíàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ïðè ïîñòî-

ÿííûõ òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè è èìååò äâå �àçû, ñîîòâåòñòâóþùèå òâåðäîìó è æèäêîìó ñîñòîÿíèÿì.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ îñíîâàíî íà ìîäåëè �àçîâîãî ïîëÿ, îáîáùàþùåé

ïîäõîä Ïëàïïà (M. Plapp, Phys. Rev. E 84, 031601 (2011)) íà ñëó÷àé ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåñ-

ñîâ. Äëÿ âûâîäà òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííûõ óðàâíåíèé ìîäåëè èñïîëüçîâàí ìåòîä ðàñøèðåííîé

íåîáðàòèìîé òåðìîäèíàìèêè â îòëè÷èå îò �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà Ïëàïïà. Äðóãîå ðàçëè÷èå ñ

ìîäåëüþ Ïëàïïà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé êîíöåíòðàöèè, à íå

õèìïîòåíöèàëà ïðèìåñè. Â ðàìêàõ ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü îïèñàíèÿ ïðîöåññà

çàòâåðäåâàíèÿ ÷åðåç êîíöåíòðàöèîííîå ïîëå è ÷åðåç õèìïîòåíöèàë ñèñòåìû. Â ñèëó ìàëîñòè âðåìåí

ðåëàêñàöèè ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó �àçîâîãî è êîíöåíòðàöèîííîãî ïîëåé. Â

ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì îïèñàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé íà îñíîâå ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ ïîòåíöèàëîâ �èááñà.

Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è çàòâåð-

äåâàíèÿ â ïðèáëèæåíèè ðàçáàâëåííîãî ðàñïëàâà Si�As, ðàíåå íåîäíîêðàòíî èññëåäîâàâøåãîñÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî. ×òîáû ÷èñëåííî ðåøèòü ñèñòåìó ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé, â ðàáîòå ïðåäëîæåí

ãðàäèåíòíî-óñòîé÷èâûé ÿâíûé ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè.

Äëÿ ñâåäåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî èíòåðâàëà ê êîíå÷íîìó èñïîëüçîâàí ìåòîä ¾ïåðèîäè÷å-

ñêîãî ñäâèãà¿. Îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷åíà èç ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Èç ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ ðàçáàâëåííîãî ðàñïëàâà Si�As ïîëó÷åíû ïðî-

�èëè êîíöåíòðàöèè è �àçîâîãî ïîëÿ, à òàêæå êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè íà �ðîíòå çàòâåðäå-

âàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïåðåîõëàæäåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ êàê �óíêöèè

ïåðåîõëàæäåíèÿ, ïîëó÷åííîå èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîé ìîäåëè ñ ðåçêîé ãðàíèöåé.

Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ è ïîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé

âáëèçè äè��óçíîé ãðàíèöû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçáàâëåííûé ðàñòâîð, áûñòðîå çàòâåðäåâàíèå, �àçîâîå ïîëå, ãðàíä-ïîòåíöèàë, ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ââåäåíèå

Ìåòîä �àçîâîãî ïîëÿ [1�7℄ ïðèâåë ê ñóùåñòâåííîìó ïðîãðåññó â ïîíèìàíèè ïðîöåññîâ ñòðóê-

òóðîîáðàçîâàíèÿ ïðè �àçîâûõ ïåðåõîäàõ I ðîäà. Âàæíûé øàã â îïèñàíèè çàòâåðäåâàíèÿ ñïëà-

âîâ ïðîèçâîëüíîé êîíöåíòðàöèè áûë ñäåëàí Ïëàïïîì â ðàáîòå [8℄, ãäå â êà÷åñòâå îñíîâíîãî

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû áûë èñïîëüçîâàí áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïî-

òåíöèàë (ãðàíä-ïîòåíöèàë). Òàêîé âûáîð ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà â îáúåìàõ

è íà ãðàíèöàõ �àç. Èñïîëüçîâàíèå ãðàíä-ïîòåíöèàëà ñíèìàåò ìíîãèå âîïðîñû êàê ñ íàõîæäå-

íèåì êîíöåíòðàöèé â îòäåëüíûõ �àçàõ, òàê è ñ îïèñàíèåì óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ ìåæäó �àçàìè

â ðàìêàõ �àçîâî-ïîëåâîãî ïîäõîäà. Äëÿ áèíàðíîãî ðàñòâîðà ãðàíä-ïîòåíöèàë èìååò â êà÷å-

ñòâå åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ õèìïîòåíöèàë è òåìïåðàòóðó. Ñîîòâåòñòâåííî äèíàìè÷åñêîé

ñòåïåíüþ ñâîáîäû â �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè Ïëàïïà [8℄ ÿâëÿåòñÿ õèìïîòåíöèàë, à íå ïîëå

êîíöåíòðàöèè, íåïîñðåäñòâåííî èçìåðèìîå íà ýêñïåðèìåíòå. Ïëàïïîì áûëî òàêæå ïîêàçàíî,

÷òî ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü [8℄ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè ïîäõîäàìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåò

ïðàâèëüíîñòü òàêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ñèëó ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè ìîäåëè Ïëàïïà åå äàëüíåéøàÿ
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ïðîâåðêà âîçìîæíà ëèøü íà îñíîâå êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è çàòâåðäåâàíèÿ. Îä-

íàêî ïðè �îðìóëèðîâêå çàäà÷è çàòâåðäåâàíèÿ â òåðìèíàõ õèìïîòåíöèàëà âîçíèêàåò íåñêîëüêî

ñîïóòñòâóþùèõ ïðîáëåì, òðåáóþùèõ ñâîåãî ðåøåíèÿ ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè.

Ïåðâàÿ èç ïðîáëåì ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèìñÿ

ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðîãî åñòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Â îòëè÷èå îò êîíöåíòðàöèè õèìïî-

òåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé. Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ õèìïî-

òåíöèàëà åñòü ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ ïðèìåñè. Ýòà ðàçíèöà íåñóùåñòâåííà íà óðîâíå

àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë, íî çàìåòíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå çàäà÷è, ïîñêîëüêó ÷èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè õèìïîòåíöèàëà äîëæíî ãàðàíòèðîâàòü ñîõðàíåíèå êîëè÷åñòâà

ïðèìåñè â ñèñòåìå.

Åùå îäíà ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè áàçàìè äàííûõ [9℄ ïî ìàòåðèàëàì, ãäå

ïðåäñòàâëåíû ïîòåíöèàëû �èááñà, ÿâëÿþùèåñÿ �óíêöèÿìè òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèé, à íå

õèìïîòåíöèàëîâ. �åøåíèå çàäà÷è çàòâåðäåâàíèÿ ÷åðåç õèìïîòåíöèàë â îáùåì ñëó÷àå îçíà÷àåò

äîâîëüíî áîëüøîé îáúåì âñïîìîãàòåëüíûõ âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñè-

ìîñòè êîíöåíòðàöèè îò õèìïîòåíöèàëà, îñîáåííî äëÿ ðàñòâîðîâ âíåäðåíèÿ [10℄.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ïîäõîäîâ [8℄ íà ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûå ïðîöåñ-

ñû çàòâåðäåâàíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçáåæàòü óêàçàííûõ ïðîáëåì. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ,

èñïîëüçóÿ (äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî ñëó÷àÿ) â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ êîíöåíòðàöèþ

è �àçîâîå ïîëå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü èçáûòî÷íîñòü ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ õèìïîòåíöèàëà â ïîä-

õîäå Ïëàïïà, âûðàæàÿ ïîòåíöèàë �èááñà ñèñòåìû ÷åðåç ãðàíä-ïîòåíöèàë è äàëåå ðåøàÿ çà-

äà÷ó ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå õèìïîòåíöèàë èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà, äëÿ êîòîðîãî

âàæíà åãî çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè, ïðåäïîëàãàåìàÿ èçâåñòíîé. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíå-

íèÿ äëÿ êîíöåíòðàöèè è �àçîâîãî ïîëÿ, èñïîëüçóåòñÿ îáùèé ïîäõîä íà îñíîâå íåðàâíîâåñíîé

òåðìîäèíàìèêè [11,12℄. Íåîáõîäèìîñòü ñîãëàñîâàíèÿ ñ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè òåðìîäèíàìèêè

ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíàÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü Ïëàïïà íå ÿâëÿåòñÿ îáùåé, ïîñêîëüêó

áàçîâûå òðàíñïîðòíûå è äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ââåäåíû â íåé ad ho
. Èçîòåðìè÷åñêèé ñëó-

÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ïðîñòîòû. Óðàâíåíèÿ èçîòåðìè÷åñêîé ëîêàëüíî-

íåðàâíîâåñíîé �àçîâî-ïîëåâîé ìîäåëè çàòâåðäåâàíèÿ, äâèæóùèå ñèëû �àçîâîãî ïåðåõîäà â

êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíä-ïîòåíöèàëîì ñèñòåìû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîãî óìåíü-

øåíèÿ ïîòåíöèàëà �èááñà ïðè ýâîëþöèè ñèñòåìû. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ

÷èñëåííûì ðåøåíèåì îäíîìåðíîé çàäà÷è çàòâåðäåâàíèÿ íà ïðèìåðå ðàçáàâëåííîãî ðàñòâîðà

SiAs, îïèñûâàåìîãî íàáîðîì ïîòåíöèàëîâ �èááñà [13℄.

� 1. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ

íà îñíîâå ãðàíä-ïîòåíöèàëà

�àññìîòðèì ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ áèíàðíîãî ðàñòâîðà, ïåðåîõëàæäåííîãî äî òåìïåðàòó-

ðû T, ñ ìîëüíîé êîíöåíòðàöèåé x ïðèìåñíîãî êîìïîíåíòà. Â öåëÿõ ïðîñòîòû áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî:

• çàòâåðäåâàíèå ïðîèñõîäèò èçîòåðìè÷åñêè òàê, ÷òî âñå âûäåëÿþùååñÿ òåïëî óñïåâàåò îò-

âîäèòüñÿ îò ñèñòåìû;

• àòîìíûé îáúåì àòîìîâ ðàñòâîðèòåëÿ è ïðèìåñè îäèíàêîâ, ïîýòîìó ìîëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ

ïðèìåñè x ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè n ÷èñëà ÷àñòèö;

• çàòâåðäåâàíèå ïðîèñõîäèò èçîáàðè÷åñêè, ïîñêîëüêó èç-çà ðàâåíñòâà àòîìíûõ îáúåìîâ

ïðèìåñè è ðàñòâîðèòåëÿ �àçîâûé ïåðåõîä íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè

è, êàê ñëåäñòâèå, íå ïðèâîäèò ê âíóòðåííèì íàïðÿæåíèÿì;

• â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà åñòü òîëüêî îäíî çíà÷åíèå õèìïîòåíöèàëà äëÿ äàííîãî

õèìè÷åñêîãî êîìïîíåíòà, îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ �àç;

• ðàññìàòðèâàåòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè �àçàìè, îïèñûâàåìûé ìî-

äåëüþ ðàçáàâëåííîãî ðàñòâîðà [10℄.
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè ðàñøèðåííîé íåîáðàòèìîé òåðìîäèíàìèêè [11, 12℄ êàæäûé

èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìû, íàïðèìåð ïîòåíöèàë �èááñà Gsys,

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà àääèòèâíûõ âêëàäîâ: âêëàäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàâíî-

âåñíîìó ñîñòîÿíèþ Geq, è âêëàäîâ, îïðåäåëÿåìûõ ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíûìè Gle è ëîêàëüíî-

íåðàâíîâåñíûìè ïðîöåññàìè Glne:

Gsys = Geq +Gle +Glne. (1.1)

Äëÿ îïèñàíèÿ êâàçèðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà çàòâåðäåâàíèÿ áèíàðíîãî ðàñïëàâà â ðàìêàõ ìî-

äåëè �àçîâîãî ïîëÿ [6℄, îïèñûâàåìîãî íåñîõðàíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ϕ, îñíîâíîå òåð-
ìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

dU = T dS − p dV + ξ dϕ+ µdx, (1.2)

ãäå U � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè çàòâåðäåâàþùåãî âåùåñòâà, T � òåìïåðàòóðà, p �

äàâëåíèå, V � óäåëüíûé îáúåì, S � ïëîòíîñòü ýíòðîïèè, ϕ � �àçîâîå ïîëå, ïðèíèìàþùåå

çíà÷åíèÿ ϕ = 0 â æèäêîé �àçå è ϕ = 1 â òâåðäîé, ξ � äâèæóùàÿ ñèëà �àçîâîãî ïåðåõîäà,

x � ìîëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â áèíàðíîì ðàñïëàâå, µ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ÿâëÿ-

åòñÿ ðàçíîñòüþ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ïðèìåñè è ðàñòâîðèòåëÿ, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìîé

õèìïîòåíöèàëîì ñèñòåìû.

Äëÿ ïðîöåññîâ èçîòåðìè÷åñêîãî è èçîáàðè÷åñêîãî çàòâåðäåâàíèÿ âìåñòî ïëîòíîñòè âíóò-

ðåííåé ýíåðãèè U(S, V, ϕ, x), îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì (1.2), óäîáíåå ââåñòè ïëîòíîñòü ïî-

òåíöèàëà �èááñà, ÿâëÿþùóþñÿ �óíêöèåé îò ïåðåìåííûõ T è p:

G = U − TS + pV,

äè��åðåíöèàë êîòîðîé ïðè T = const è p = const ðàâåí

dG = ξ dϕ+ µdx,

ãäå

µ =
(∂G

∂x

)
∣

∣

∣

ϕ=const
≡ Gx. (1.3)

Ïîëíûé ðàâíîâåñíûé âêëàä â ïîòåíöèàë �èááñà ñèñòåìû Geq ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî

âñåìó ïðîñòðàíñòâó:

Geq =

∫

G(T, p, ϕ(~r, t), x(~r, t)) dΩ,

ãäå dΩ = d3~r � ýëåìåíò îáúåìà ïî ïðîñòðàíñòâó.

Äëÿ îïèñàíèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé õèìïîòåíöèàëà µ, ñëåäóÿ Ïëàï-

ïó [8℄, ââåäåì ïëîòíîñòü ãðàíä-ïîòåíöèàëà ïðè �èêñèðîâàííûõ T, p, ϕ êàê

ω(µ) = G(x(µ)) − µx(µ), (1.4)

ãäå x(µ) ïîëó÷åíî èç îáðàùåíèÿ âûðàæåíèÿ (1.3). Âçÿâ äè��åðåíöèàë ïëîòíîñòè ãðàíäïîòåí-
öèàëà, ïîëó÷àåì

x = −
∂ω

∂µ
≡ −ωµ, (1.5)

÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðàâíîâåñíóþ ÷àñòü ïîòåíöèàëà �èááñà ÷åðåç ïëîòíîñòü ãðàíä-ïîòåí-

öèàëà ω(ϕ, µ): (1.4)

Geq =

∫

(ω − µωµ) dΩ. (1.6)

Íàëè÷èå ãðàíèöû ìåæäó �àçàìè [16℄ îïðåäåëÿåò ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíûé âêëàä Gle, ÷òî �å-
íîìåíîëîãè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ ãðàäèåíòíûì ñëàãàåìûì

Gle =
1

2
σ

∫

(~∇ϕ)2 dΩ. (1.7)
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Ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû ìîãóò áûòü îïèñàíû ââåäåíèåì äèíàìè÷åñêèõ ïîòîêîâ [11,

12℄ è ïðèâîäÿò â íàøåì ñëó÷àå êî âêëàäàì âèäà

Glne =
1

2

∫

[

α ~J2 + βϕ̇2
]

dΩ. (1.8)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èñïîëüçóåìûõ êîý��èöèåíòîâ σ, α, β äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ èç ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà äàííîé çàäà÷è ê çàäà÷å ñ ðåçêîé ãðàíèöåé.

Ñ ó÷åòîì (1.6)�(1.8) âûðàæåíèå (1.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

Gsys =

∫

[

ω − µωµ +
1

2
σ(~∇ϕ)2 +

1

2
α ~J2 +

1

2
βϕ̇2

]

dΩ. (1.9)

Èç ïîòåíöèàëà (1.9), ïðåäïîëàãàÿ äëÿ �àçîâîãî ïîëÿ íàëè÷èå óñëîâèÿ �îí Íåéìàíà íà

ãðàíèöå îáëàñòè, íàõîäèì

dGsys

dt
=

∫

[

ϕ̇(ωϕ − µωµϕ − σ∇2ϕ+ βϕ̈)− µωµµµ̇+ α~J ~̇J
]

dΩ. (1.10)

Èçìåíåíèå õèìïîòåíöèàëà âî âðåìåíè ñâÿçàíî ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ïðèìåñè, êîòîðîå ïîä÷è-

íÿåòñÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà

ẋ+ ~∇ · ~J = 0, (1.11)

ãäå êîíöåíòðàöèÿ x, â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷à-
ñòèö ïðèìåñè, à ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ ïî �àçàì êîíöåíòðàöèþ ïðèìåñè. Ïî-

ñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, â ñèëó (1.5), ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ

−ω̇µ + ~∇ · ~J = 0.

�àñïèñûâàÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ω̇µ(µ,ϕ, T )|T=const, ïîëó÷àåì

ωµµµ̇ = ~∇ · ~J − ωµϕϕ̇. (1.12)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèÿ (1.12) â ïðîèçâîäíóþ (1.10) è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ íàõîäèì,

÷òî óñëîâèå ìîíîòîííîãî óìåíüøåíèÿ ïîëíîãî ïîòåíöèàëà �èááñà âñåé ñèñòåìû

dGsys

dt
=

∫

[

ϕ̇(ωϕ − σ∇2ϕ+ βϕ̈)− µ~∇ · ~J + α ~J ~̇J
]

dΩ 6 0 (1.13)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íàáîðà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé

ϕ̇ = Mϕ(σ∇
2ϕ− ωϕ − βϕ̈), ~J = −MD

(

~∇µ+ α ~̇J
)

.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âðåìåí ðåëàêñàöèè τϕ = βMϕ è τD = αMD, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

τϕϕ̈+ ϕ̇ = Mϕ(σ∇
2ϕ− ωϕ), (1.14)

τD ~̇J + ~J = −MD
~∇µ. (1.15)

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîå óáûâàíèå ýíåðãèè �èááñà ñèñòåìû (1.13) ñ òå-

÷åíèåì âðåìåíè ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè �àçîâî-ïîëåâîé è äè��óçèîííîé ìîáèëüíîñòåé:

Mϕ > 0 è MD > 0.

Èñêëþ÷àÿ ïîòîêè èç âûðàæåíèé (1.11) è (1.15), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ âèäà

τDẍ+ ẋ = ~∇ ·
(

MD
~∇µ

)

, (1.16)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî, â ñèëó ìàëîñòè, âåëè÷èíó τD ìîæíî ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé.
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Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèé �èááñà îòäåëüíûõ �àç ðàñïëàâà Si�As îò òåìïåðàòóðû [13℄

GS
Si(T ), Äæ/ìîëü

T 6 1687K −8162.609 + 137.236859 · T − 22.8317533 · T ln(T )−
− 0.001912904 · T 2 − 3.552 · 10−9T 3 + 176667.0 · T−1

T > 1687K −9457.642 + 167.281367 · T − 27.196 · T ln(T )− 4.20369 · 1030T−9

GS
As(T ), Äæ/ìîëü

T 6 1090K −7270.447 + 122.211069 · T − 23.3144 · T ln(T )− T ln(T )−
− 0.001912904 · T 2 − 0.00271613 · T 2 + 11600.0 · T−1

T > 1090K −10454.913 + 163.457433 · T − 29.216037 · T ln(T )

GL
Si(T ), Äæ/ìîëü

T < 1687K GS
Si(T ) + 50696.36 − 30.09939 · T + 2.0931 · 10−21T 7

T > 1687K GS
Si(T ) + 49828.163 − 29.559074 · T + 4.20369 · 1030T−9

GL
As(T ), Äæ/ìîëü

T > 300K GS
As(T ) + 24442.9 − 22.424679 · T

Ìîäåëü Ïëàïïà ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé (1.14) è (1.16) ïðè óñëîâèÿõ τϕ = 0 è τD = 0,
åñëè âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ ẋ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.5) ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò õèìïî-

òåíöèàëà è �àçîâîãî ïîëÿ. Òàêàÿ çàìåíà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ õèìïîòåíöèàëà

íå áóäåò �îðìàëüíî èìåòü âèä çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Íî ïîñêîëüêó èçìåíåíèå õèìïîòåíöèàëà

äîëæíî ãàðàíòèðîâàòü ñîõðàíåíèå ïðèìåñè, ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ õèìïîòåíöèàëà

ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé è áîëåå ñëîæíîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà, îáåñïå÷èâàþùåãî

ñîõðàíåíèå ïðèìåñè. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî èñêëþ÷èòü èç

óðàâíåíèÿ (1.16) õèìïîòåíöèàë è íàõîäèòü ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè ñðàçó èç çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ. Îïðåäåëÿÿ

~∇µ èç ñîîòíîøåíèÿ (1.5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîé äè�-

�óçèè [11, 12℄:

τDẍ+ ẋ = −~∇ ·
(

(ωµµ)
−1MD

[

~∇x+ ωµϕ
~∇ϕ

])

. (1.17)

Êîý��èöèåíò ïðè ãðàäèåíòå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè

~∇x ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè

ïðèìåñè â ðàñòâîðå:

D(ϕ) = −(ωµµ)
−1MD, (1.18)

÷òî ñâîäèò óðàâíåíèå (1.17) ê âèäó

τDẍ+ ẋ = ~∇ ·
(

D(ϕ)
[

~∇x+ ωµϕ
~∇ϕ

])

. (1.19)

Ñèñòeìà óðàâíåíèé (1.14) è (1.19) îïèñûâàåò ïðîöåññ âûñîêîñêîðîñòíîãî çàòâåðäåâàíèÿ ïðè

îòñóòñòâèè ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ â êîíöåíòðàöèîííîì è �àçîâîì ïîëÿõ. Ïðè ýòîì âàæíî îò-

ìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû óðàâíåíèé (1.14) è (1.19) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíä-ïîòåíöèàëîì

ñèñòåìû.

� 2. Òåðìîäèíàìèêà ðàçáàâëåííîãî ðàñòâîðà

Ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ ýíåðãèé �àç â ïðèáëèæåíèè ðàçáàâëåííîãî ðàñòâîðà [3℄ äëÿ �àçû

ñ íîìåðîì i è êîíöåíòðàöèåé xi âûáèðàåòñÿ â âèäå

Gi(x, T ) = Gi
A(T ) + ǫi(T )xi +RT (xi lnxi − xi),

ãäå Gi
A(T ) � ñâîáîäíûå ýíåðãèè ÷èñòîãî ðàñòâîðèòåëÿ (êîìïîíåíò À) â �àçå i, R � óíèâåð-

ñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â êà÷åñòâå áèíàðíîãî ðàñïëàâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü Si�As, ñ÷èòàÿ, ÷òî

êîìïîíåíòîé A (ðàñòâîðèòåëåì) ÿâëÿåòñÿ Si. Èç âîçìîæíûõ �àç áóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî æèä-

êóþ (L) è òâåðäóþ (S) �àçû, ïîòåíöèàëû �èááñà äëÿ êîòîðûõ âçÿòû èç ðàáîòû [13℄ è ïðèâåäåíû

â òàáëèöå 1. Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè Gi
A(T ) è ǫi(T ) ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

äàííûõ ðàñïëàâà Si�As â òàáëèöå 1, ñîîòâåòñòâåííî êàê

GS
A(T ) = GS

Si(T ) è GL
A(T ) = GL

Si(T ),

ǫS(T ) = GS
As(T )−GS

Si(T ),

ǫL(T ) = GL
As(T )−GL

Si(T ).

Îáðàùàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ �àç, íàõîäèì êîíöåíòðàöèè â �àçàõ

µi =
∂Gi(xi, T )

∂xi
= ǫi(T ) +RT lnxi ⇒ xi = exp

[µi − ǫi(T )

RT

]

è ïëîòíîñòè ãðàíä-ïîòåíöèàëîâ �àç

ωi = Gi
A(T )−RTxi.
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�èñ. 1. Èíòåðïîëÿöèîííûå �óíêöèè g(ϕ) è p(ϕ)

Ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ãðàíä-ïîòåíöèàëà [8℄ íàõîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèåé ïî �àçîâîìó ïîëþ:

ω(µ, T, ϕ) = p(ϕ)ωS(µ, T ) + (1− p(ϕ))ωL(µ, T ) +Wg(ϕ), (2.1)

ãäå W � âûñîòà ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà ìåæäó �àçàìè, p(ϕ) è g(ϕ) � íåêîòîðûå èíòåðïîëÿ-

öèîííûå �óíêöèè, ÷àñòî âûáèðàåìûå êàê

p(ϕ) = ϕ2(3− 2ϕ), g(ϕ) = ϕ2(1− ϕ)2.

Âèä èíòåðïîëÿöèîííûõ �óíêöèé g(ϕ) è p(ϕ) ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 1.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

x = p(ϕ)xS + (1− p(ϕ))xL, (2.2)

ñëåäóþùåå èç îïðåäåëåíèÿ (1.5) è (2.1), íàõîäèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà õèìïîòåíöèàëîâ �àç

(µi = µ) êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â �àçàõ ñâÿçàíû ñî ñðåäíåé êîíöåíòðàöèåé êàê

xi =
x exp

[

− ǫi(T )/RT
]

p(ϕ) exp
[

− ǫS(T )/RT
]

+ (1− p(ϕ)) exp
[

− ǫL(T )/RT
] . (2.3)
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Îòìåòèì, ÷òî �èçè÷åñêè �óíêöèþ p(ϕ) (è ñîîòâåòñòâåííî (1−p(ϕ))) èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äîëè åäèíèöû îáúåìà, çàíÿòîãî òâåðäîé (æèäêîé) �àçîé. Ïîýòîìó

�èçè÷åñêè îñìûñëåííû òîëüêî âåëè÷èíû

x̄S = p(ϕ)xS è x̄L = (1− p(ϕ))xL,

êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà.

� 3. �àâíîâåñèå �àç

�àññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèé (1.14)�(1.19), ñ÷èòàÿ, ÷òî îáå �àçû íàõîäÿò-

ñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè è ïðî�èëè êîíöåíòðàöèîííîãî è �àçîâîãî ïîëåé îïèñû-

âàþòñÿ �óíêöèÿìè x0(z) è ϕ0(z). Â ýòîì ñëó÷àå ẋ0 = 0, ẍ0 = 0 è ϕ̇0 = 0, ϕ̈0 = 0, ÷òî ïðèâîäèò
ê óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ â âèäå







~∇ ·
(

D(ϕ0)
[

~∇x0 + ωµϕ
~∇ϕ0

])

= 0,

σ∇2ϕ0 − ωϕ = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîý��èöèåíò äè��óçèè D(ϕ) ìîæåò áûòü èíòåðïîëèðîâàí ìåæäó êîý��è-

öèåíòàìè äè��óçèè �àç DL è DS êàê, íàïðèìåð,

D(ϕ) = DL + p(ϕ)(DS −DL) > 0,

íàõîäèì, ÷òî âî âñåé îáëàñòè (ñ ó÷åòîì ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè)

~∇µ0 = ω−1
µµ

(

~∇x0 + ωµϕ
~∇ϕ0

)

= 0,

÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî õèìïîòåíöèàëà â îáåèõ �àçàõ:

[µ0]
S
L = 0.

�àñïèñûâàÿ óðàâíåíèå äëÿ �àçîâîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì (2.1), ïîëó÷àåì

σ∇2ϕ0 = p′(ϕ0)(ω
S − ωL) +Wg′(ϕ0). (3.1)

Óìíîæàÿ (3.1) íà ∇ϕ0 è èíòåãðèðóÿ ïî z îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé, íàõîäèì âòîðîå óñëîâèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿþùåå íåïðåðûâ-

íîñòü ãðàíä-ïîòåíöèàëà â �àçàõ:

[ω]SL = 0. (3.2)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ �èááñà óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè äàí-

íîé òåìïåðàòóðå T äàþò âûðàæåíèÿ äëÿ ðàâíîâåñíûõ êîíöåíòðàöèé

x0L =
(

GL
Si(T )−GS

Si(T )
)

[RT (exp((ǫS(T )− ǫL(T ))/RT ) − 1)]−1 , (3.3)

x0S =
(

GL
Si(T )−GS

Si(T )
)

[RT (1− exp((ǫL(T )− ǫS(T ))/RT ))]−1 , (3.4)

ïðèâîäÿùèõ ê ðàâíîâåñíîé äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 2. Èç âûðàæåíèé (3.3), (3.4)

íåòðóäíî íàéòè ðàâíîâåñíûé êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â æèä-

êîñòè C0 = 0.001 îí ðàâåí ke = x0S/x
0
L = 0.384.

Ïîäñòàíîâêà óñëîâèÿ (3.2) â óðàâíåíèå (3.1) ïðèâîäèò ê ðàâíîâåñíîìó ïðî�èëþ �àçîâîãî

ïîëÿ, èìåþùåìó èçâåñòíîå ðåøåíèå â âèäå ¾êèíêà¿

ϕ0 =
1

2

(

1− th(z/δ)
)

, (3.5)
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�èñ. 2. �àññ÷èòàííàÿ ïî âûðàæåíèÿì (3.3)�(3.4) ÷àñòü ðàâíîâåñíîé äèàãðàììû Si�As ïðè ìàëûõ

êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñè. Âèçóàëüíî ëèêâèäóñ è ñîëèäóñ êàæóòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, õîòÿ íåêîòîðàÿ

íåëèíåéíîñòü ïðèñóòñòâóåò èç-çà çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îò òåìïåðàòóðû (äëÿ ñðàâíåíèÿ òîíêèì

ïóíêòèðîì ïîêàçàíà õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ êîíöû ïðåäñòàâëåííîãî ó÷àñòêà ñîëèäóñà)

ñ õàðàêòåðíîé øèðèíîé äè��óçèîííîé ãðàíèöû

δ =
√

2σ/W . (3.6)

Èíòåãðèðîâàíèå ãðàäèåíòíîãî âêëàäà (3.5) ïîçâîëÿåò íàéòè ýíåðãèþ äè��óçíîé ãðàíèöû

ìåæäó �àçàìè â âèäå

E =
1

2
σ

∫

∞

−∞

(ϕ′

0(z))
2 dz =

σ

6δ
= κ, (3.7)

ãäå κ � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû.

Èç âûðàæåíèé (3.6)�(3.7) íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ �àçîâîãî ïîëÿ ÷åðåç øèðèíó

äè��óçíîé ãðàíèöû è êîý��èöèåíò ïîâåðíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ:

σ = 6κδ è W =
12κ

δ
. (3.8)

Â êà÷åñòâå �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïëàâà Si�As èñïîëüçóåì äàííûå èç òàáëèöû 2.

Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû �àçîâîãî ïîëÿ äëÿ ðàñïëàâà Si-0.1 at.% As [14℄

Ïàðàìåòð Îáîçíà÷åíèå ×èñëåííîå çíà÷åíèå

Ìîëÿðíûé îáúåì vm 1.2 · 10−5
ì

3
/ìîëü

Êîý��èöèåíò äè��óçèè â æèäêîñòè DL 1.5 · 10−9
ì

2
/ñ

Êîý��èöèåíò äè��óçèè â òâåðäîé �àçå DS 3 · 10−13
ì

2
/ñ

Êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ κ 0.477 Äæ/(ì2
)

Ìîáèëüíîñòü �àçîâîãî ïîëÿ Mϕ 8.777 ì3
/(Äæ·ñ)

Øèðèíà äè��óçíîé ãðàíèöû δ 1.875 · 10−9
ì

�àçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R 8.314 Äæ/(ìîëü·K)
Âðåìÿ ðåëàêñàöèè �àçîâîãî ïîëÿ τϕ 10−11




Âðåìÿ ðåëàêñàöèè êîíöåíòðàöèîííîãî ïîëÿ τD 2.4 · 10−10



Ñêîðîñòü äè��óçèè â æèäêîé �àçå V
(L)
D 6.25 ì/


Ñêîðîñòü äè��óçèè â òâåðäîé �àçå V
(S)
D 1.25 · 10−3

ì/ñ
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� 4. Áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ

Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì óðàâíåíèÿì âìåñòî ìîáèëüíîñòè �àçîâîãî ïîëÿ Mϕ ââåäåì âå-

ëè÷èíó ν òàêóþ, ÷òî

Mϕ =
ν

6κδ
, (4.1)

à äëÿ σ è W èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ (3.8). Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì è âðåìåíè

z → zδ è t → tδ2/ν,

â òîì ÷èñëå çàìåíÿÿ

τD → τDδ
2/ν è τϕ → τϕδ

2/ν

è ââîäÿ áåçðàçìåðíûé ãðàíä-ïîòåíöèàë

ω → ω̃W,

ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èç (2.1) ïðîèçâîäíûõ ωϕ è ωµϕ ïîëó÷àåì óðàâíåíèå �àçîâîãî ïîëÿ (1.14)

â áåçðàçìåðíîì âèäå:

τϕϕ̈+ ϕ̇ = ∇2ϕ− 2
[

g′(ϕ) + (ω̃S − ω̃L)p′(ϕ)
]

. (4.2)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂ω/∂µ ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíîé, âûáåðåì êî-

ý��èöèåíò äè��óçèè â âèäå D(ϕ) → D̃(ϕ)ν. Òîãäà óðàâíåíèå (1.19) äëÿ ñðåäíåé ïî �àçàì

êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ïåðåïèøåì â áåçðàçìåðíîì âèäå:

τDẍ+ ẋ = ~∇ ·
(

D̃(ϕ)
[

~∇x+ (xL − xS)p′(ϕ)~∇ϕ
])

. (4.3)

� 5. ×èñëåííûé ðàñ÷åò

�àññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó êðèñòàëëèçàöèè ñ ïëîñêèì �ðîíòîì â íåîãðàíè÷åííîì ïðî-

ñòðàíñòâå ñ çàäàííîé òåìïåðàòóðîé T0. Ïóñòü êîîðäèíàòà z îïðåäåëÿåòñÿ ïî íîðìàëè ê �ðîíòó
çàòâåðäåâàíèÿ, ïî íàïðàâëåíèþ îò òâåðäîé �àçû ê æèäêîé. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ �àçîâîãî

ïîëÿ áóäåò èìåòü âèä ðàçìûòîé ñòóïåíüêè, ÿâëÿþùåéñÿ ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì ïðè íóëåâîì

ïåðåîõëàæäåíèè (3.5):

ϕ0 =
1

2

(

1− th(z − z0)
)

,

ãäå z0 � íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå �ðîíòà.

Ïîëàãàÿ, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïåðåîõëàæäåííîãî ðàñòâîðà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, íà-

÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè îïðåäåëÿåì ñîîòíîøåíèåì

x(t0, z) = C0,

ïî êîòîðîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) íàõîäÿòñÿ êîíöåíòðàöèè â �àçàõ xL(t0, z) è xS(t0, z).

Äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è (4.2) è (4.3) ïåðåéäåì îò áåñêîíå÷-

íîãî èíòåðâàëà (−∞,∞) ê êîíå÷íîìó [0, L], ïîëàãàÿ, ÷òî íà ãðàíèöàõ îáëàñòè çàäàíû óñëîâèÿ

âèäà

ϕ
∣

∣

∣

z=0
= 1,

∂ϕ

∂z

∣

∣

∣

z=L
=

∂x

∂z

∣

∣

∣

z=0
=

∂x

∂z

∣

∣

∣

z=L
= 0.

×òîáû èçáåæàòü âëèÿíèÿ ãðàíèöû íà êîíöåíòðàöèîííûé ïðî�èëü ïðè åãî ïðèáëèæåíèè ê ãðà-

íèöå, èñïîëüçîâàí àëãîðèòì òðàíñëÿöèè, òî åñòü ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷êè ñ ϕ = 1/2 ê ãðàíèöå
íà îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå âñå ðåøåíèå ñäâèãàåòñÿ íà íåêîòîðûé âåêòîð â ïðîòèâîïîëîæåíîì

íàïðàâëåíèè.
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Ñâîäÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè (4.2), (4.3) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà







ϕ̇ = u,

τϕu̇+ u = ∇2ϕ− 2
[

g′(ϕ) + (ω̃S − ω̃L)p′(ϕ)
]

,







ẋ = v,

τDv̇ + v = ~∇ ·
(

D̃(ϕ)
[

~∇x+ (xL − xS)p′(ϕ)~∇ϕ
])

,

âûïîëíèì èíòåðïîëÿöèþ ïî âðåìåíè äëÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíî-óñòîé-

÷èâûé ÿâíûé àëãîðèòì [18℄, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

äëÿ �àçîâîãî ïîëÿ �

ϕk+1
i = ϕk

i +
∆t2

2τϕ +∆t

[

ϕk
i+1 + ϕk

i−1 − 2ϕk
i

∆z2
− 2

(

g′(ϕk
i ) + Λ(xLi , x

S
i )p

′(ϕk
i )
)

]

+
2τϕ∆t

2τϕ +∆t
uki , (5.1)

uk+1
i = −uki +

2

∆t

(

ϕk+1
i − ϕk

i

)

; (5.2)

äëÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè �

xk+1
i = xki +

∆t2

(2τD +∆t)∆z2

[

D(ϕk
+)(x

k
i+1 − xki )−D(ϕk

−)(x
k
i − xki−1) +

+ Θ(ϕk
+, x

L
+, x

S
+)(ϕ

k
i+1 − ϕk

i )−Θ(ϕk
−, x

L
−, x

S
−)(ϕ

k
i − ϕk

i−1)

]

+
2τD∆t

2τD +∆t
vki ,

(5.3)

vk+1
i = −vki −

2

∆t

(

xk+1
i − xki

)

. (5.4)

Çäåñü ∆t � øàã ïî âðåìåíè, ∆z � øàã ïî ïðîñòðàíñòâó, èíäåêñ k íóìåðóåò âðåìåííûå óçëû,
èíäåêñ i íóìåðóåò ïðîñòðàíñòâåííûå óçëû. Âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì ± îïðåäåëåíû êàê

ϕ± =
1

2
(ϕi + ϕi±1), xk± =

1

2
(xki + xki±1),

à �óíêöèè Λ(xL, xS) è Θ(ϕk, xL, xS) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ(xL, xS) = ωS(xS)− ωL(xL), (5.5)

Θ(ϕ, xL, xS) = D(ϕ)p′(ϕ)(xL − xS). (5.6)

Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì (5.1)�(5.6) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ãðàäè-

åíòíî-óñòîé÷èâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî ðåøåíèÿ íåâîçðàñòàåò ïðè

ïåðåõîäå îò îäíîãî âðåìåííîãî øàãà ê äðóãîìó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå óòî÷íåííûõ ðåçóëüòàòîâ

ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè (ñì. ðà-

áîòó [22℄ è ëèòåðàòóðó â íåé). ×òîáû ïîëó÷èòü ÿâíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà ïî

âðåìåíè äëÿ àëãîðèòìa (5.1)�(5.6), èñïîëüçóåì ìîäè�èöèðîâàííóþ ñõåìó Ýéëåðà. Äëÿ ýòîãî íà

ýòàïå ïðîãíîçà èíòåðïîëÿöèÿ (5.1)�(5.4) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîëîâèííûì øàãîì ïî âðåìåíè ∆t/2,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà ïðîìåæóòî÷íîì ñëîå ïî âðåìåíè. Äàëåå,

çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà ïðîìåæóòî÷íîì øàãå ïî âðåìåíè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðà-

âûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (5.1)�(5.4). Ïîâòîðíîå èñïîëüçîâàíèå ñõåìû (5.1)�(5.4), íî óæå ñ øàãîì

∆t è ïðàâîé ÷àñòüþ, âû÷èñëåííîé íà ïðîìåæóòî÷íîì ñëîå ïî âðåìåíè, îïðåäåëÿåò �óíêöèè

íà íîâîì ñëîå ïî âðåìåíè, ÷òî â èòîãå äàåò ðàçíîñòíóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî

âðåìåíè.

Äëÿ ðàñ÷åòà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èñïîëüçîâàëàñü ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü ðàçìå-

ðîì 100δ, ðàçáèâàåìàÿ íà N = 2000 èíòåðâàëîâ (ïðîñòðàíñòâåííûõ øàãîâ). Äàííîå ðàçáèåíèå
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âûáðàíî êàê îïòèìàëüíîå ïî òî÷íîñòè è çàòðàòàì âðåìåíè, ÷òî îïðåäåëÿëîñü èç ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè. Ïîñêîëüêó ñõåìû (5.1)�(5.4) ÿâíûå, äëÿ íèõ ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíî îãðàíè÷åíèå øàãà ïî âðåìåíè � ÷èñëåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî

óñòîé÷èâûìè ïðè âûáîðå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ∆t 6 1.425∆z2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ

ñîøëåìñÿ íà àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ óðàâíå-

íèÿ ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîé äè��óçèè, ïðîâîäèâøååñÿ â ðàáîòå [23℄, ãäå ïîëó÷åíî äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â âèäå ∆t 6 1/(8q)∆z2, ãäå q = δ2/(DLτD) ≈ 9.77. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷åííîå â [23℄ îãðàíè÷åíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ∆t 6 1.22∆z2, ÷òî áëèçêî

ê ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåííîìó óñëîâèþ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
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�èñ. 3. �ðà�èê êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà η. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ

âñå ãðà�èêè ñòðåìÿòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ, íî âûõîäÿò íà åäèíèöó ïðè

ðàçíûõ ñêîðî
òÿõ. Âèäíî, ÷òî äëÿ ãðà�èêîâ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ η (η 6 0.5) êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòàíîâèòñÿ áîëüøå åäèíèöû, ÷òî ãîâîðèò î íå�èçè÷åñêîì ïîâåäåíèè èññëåäóåìîé ñèñòåìû

� 6. �åçóëüòàòû è îáñóæäåíèå

Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëèìîé âåëè÷èíîé ïðè êðèñòàëëèçàöèè ñ ïëîñêèì �ðîíòîì [19,20℄

ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíûé îòíîøåíèþ êîíöåíòðàöèé ïðèìåñè â òâåðäîé

è æèäêîé �àçàõ íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå.

Ïîñêîëüêó íàì íå èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ Si�As ïðè ìàëûõ êîí-

öåíòðàöèÿõ ïðèìåñåé, äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ

íåðàâíîâåñíîãî êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ k(V ), ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [15℄ â ãèïåðáîëè÷å-

ñêîì ïðèáëèæåíèè ìîäåëè íåïðåðûâíîãî ðîñòà (äàëåå LNSM-ìîäåëü, ñì. òàêæå [21℄):

k(V, x0) =











(1− V 2/V 2
D)(ke + (1− ke)x0) + V/VDI

1− V 2/V 2
D + V/VDI

ïðè V < VD,

1 ïðè V > VD.

(6.1)

Â âûðàæåíèè (6.1) x0 � êîíöåíòðàöèÿ â ðàñïëàâå, VD � äè��óçèîííàÿ ñêîðîñòü è VDI �

äè��óçèîííàÿ ñêîðîñòü èíòåð�åéñà, ïðèíèìàåìûå äëÿ Si�As ðàâíûìè [15℄ VD = 2.5 ì/ñ

è VDI = 0.8 ì/ñ, ðàâíîâåñíûé êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (3.3)�
(3.4), ïðèíÿò ðàâíûì ke = 0.384.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé (4.2), (4.3) ñ ïàðàìåòðàìè èç òàáëèöû 2

ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî ïîõîæåìó íà çàâèñèìîñòü (6.1), íî ïåðåìàñøòàáèðîâàííîìó ïî ñêî-

ðîñòÿì ãðà�èêó, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñóíêå 3 (êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðó η = 1).
Äëÿ èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïàðàìåòð δ � øèðèíà äè��óçíîé ãðàíèöû.
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�èñ. 4. Íåðàâíîâåñíûé êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ k(V ) äëÿ Si-0.1 at.% As ðàñïëàâà. �åçóëüòàòû

ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðàçáàâëåííîãî ðàñòâîðà â ðàìêàõ ãèïåðáîëè÷åñêîé ãðàíä-ïîòåíöèàëüíîé ìîäåëè ïðè

η = 0.6 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïðåäñòàâëåíû â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ãèïåðáîëè÷åñêîé LNSM-ìîäåëè [15℄.

�ðà�èêè î÷åíü õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè V ≈ VD, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ

ðàçíèöåé â êèíåòèêå ðåçêîé è äè��óçíîé ãðàíèö ïðè ñèëüíûõ ïåðåîõëàæäåíèÿõ (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå)

Îäíàêî åãî èçìåíåíèå íå äîëæíî ìåíÿòü êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè ìî-

áèëüíîñòè �àçîâîãî ïîëÿ Mϕ, êîòîðàÿ áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (4.1).

×òîáû èçáåæàòü èçìåíåíèÿ Mϕ, áóäåì ñîãëàñîâàííî èçìåíÿòü ïàðàìåòðû δ è ν ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

ν = ην0, δ = ηδ0,

ãäå ν0 = 1.57 · 10−8
ì

2
/ñ, à δ0 = 1.875 · 10−9

ì. Âûáîð ïàðàìåòðà η îáóñëîâëåí åãî âëèÿíèåì

íà êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ k(V ). Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ îò ïàðàìåò-

ðà η ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3. Âèäíî, ÷òî íàèëó÷øåå ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ

ïî íàñòîÿùåé �àçîâîïîëåâîé ìîäåëè (4.2)�(4.3) è LNSM�ìîäåëè (6.1) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì

η = 0.6. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ η çàâèñèìîñòè k(V ) áëèçêè ê àíàëèòè÷åñêîìó ëèøü âáëèçè

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü ïðè î÷åíü ìàëûõ ñêîðîñòÿõ V äâèæåíèÿ �ðîíòà çà-

òâåðäåâàíèÿ. Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ îò ñêîðîñòè

(ïðè η = 0.6) ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì (6.1). Èç ðèñóíêå 4 âèäíî, ÷òî

àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (6.1) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì íåðàâíîâåñíûì êîý��è-

öèåíòîì ðàñïðåäåëåíèÿ k(V ) â øèðîêîì èíòåðâàëå ñêîðîñòåé. Ëèøü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ V
(à èìåííî, ïðè 0.7VD < V < VD) ãðà�èê k(V ) îòêëîíÿåòñÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà

è èäåò áîëåå êðóòî ââåðõ, äîñòèãàÿ çíà÷åíèÿ k(V ) = 1 ïðè V < VD. Òàêîé ðåçóëüòàò îáó-

ñëîâëåí ìåíüøèì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè äè��óçèè V ϕ
D â îáúåìå äëÿ �àçîâî-ïîëåâîé ìîäåëè:

V
(ϕ)
D = (1 − p(ϕ))V

(L)
D + p(ϕ)V

(S)
D , ãäå V

(L)
D = VD =

√

DL/τD � ñêîðîñòü äè��óçèè â îáúåìå

æèäêîñòè è V
(S)
D =

√

DS/τD < VD � ñêîðîñòü äè��óçèè â îáúåìå êðèñòàëëà, ñì. òàáëèöó 2.

Äåéñòâèòåëüíî, ñ óâåëè÷åíèåì V èìååì p(ϕ) → 1 è V
(ϕ)
D → V

(S)
D < VD. Ïîýòîìó ïåðåõîä ê áåç-

äè��óçèîííîìó çàòâåðäåâàíèþ â �àçîâî-ïîëåâîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøåé ñêîðîñòè,

÷åì â LNSM-ìîäåëè.

Ïðè ìàëûõ η íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ è äðóãîé äå�åêò ìîäåëè � ïîÿâëåíèå k(V ) > 1. �àñ-
ñìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ ïðî�èëè ñðåäíåé ïî �àçàì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè x(z, t) è �àçîâîãî
ïîëÿ ϕ(z, t) äëÿ V = VD ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû äè��óçíîé ãðàíèöû δ, ïðåäñòàâ-
ëåííûå íà ðèñóíêå 5. Î÷åâèäíî, äîëæåí ñóùåñòâîâàòü ïðåäåë øèðèíû äè��óçíîé ãðàíèöû,

ïîçâîëÿþùèé óìåíüøàòü øèðèíó áåç ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Èç ðè-

ñóíêà 5 âèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå δ ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ ïðèìåñè â îáëàñòè äè��óçíîé ãðà-

íèöû, ÷òî âûðàæàåòñÿ â óâåëè÷åíèè âûñîòû ¾õîëìèêà¿ è åãî àñèììåòðèè. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ
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�èñ. 5. Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðî�èëè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè x(z, t) è �àçîâîãî ïîëÿ ϕ(z, t) äëÿ v = vD ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû äè��óçíîé ãðàíèöû δ. Óìåíüøåíèå δ ïðèâîäèò ê íàêîïëåíèþ ïðèìåñè

â îáëàñòè äè��óçíîé ãðàíèöû, ÷òî âûðàæàåòñÿ â óâåëè÷åíèè âûñîòû ¾õîëìèêà¿ è åãî àññèìåòðèè
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�èñ. 6. Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðî�èëè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè x(z, t), êîíöåíòðàöèè â æèäêîé x̄L(z, t) è òâåðäîé

x̄S(z, t) �àçàõ è �àçîâîãî ïîëÿ ϕ(z, t) äëÿ v = 0.02vD

âûñîòû ¾õîëìèêà¿ àñèììåòðèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî è îçíà÷àåò íàëè÷èå �èçè÷åñêîãî ïðåäåëà,

ïîñêîëüêó íàëè÷èå àñèììåòðèè ¾õîëìèêà¿ ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó ïðåâûøåíèþ êîíöåíòðàöèè

â òâåðäîé �àçå ïî îòíîøåíèþ ê êîíöåíòðàöèè â æèäêîé �àçå, ÷òî äàåò êîý��èöèåíò ðàñïðå-

äåëåíèÿ k(V ) > 1 ïðè V > VD. Íà ðèñóíêàõ 6�8 ïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè,

à òàêæå êîíöåíòðàöèé x̄L è x̄S è �àçîâîãî ïîëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ �ðîíòà

çàòâåðäåâàíèÿ.

Ïðî�èëü �àçîâîãî ïîëÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷åí äëÿ âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ, õîòÿ ïðî�èëü x̄L
ìåíÿåòñÿ äîâîëüíî ñóùåñòâåííî. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïðî�èëü x̄L ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷-

íî ðåçêèé âûñòóï, ïîëîãî îïóñêàþùèéñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ â æèäêîñòè. Ïðè ñðåäíèõ

ñêîðîñòÿõ âûñòóï â x̄L ëîêàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè äè��óçèîííîé ãðàíèöû. Ïðè áîëüøèõ ñêî-

ðîñòÿõ íàáëþäàåòñÿ ëîêàëüíûé ïèê, ñâÿçàííûé ñ âûòåñíåíèåì ïðèìåñè âíóòðè äè��óçíîé

ãðàíèöû.

Íåðàâíîâåñíûé êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ k(V ) îïðåäåëÿëñÿ êàê îòíîøåíèå ìàêñèìóìîâ
âåëè÷èí x̄L è x̄S

k(V ) =
max(x̄L)

max(x̄S)
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�èñ. 7. Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðî�èëè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè x(z, t), êîíöåíòðàöèè â æèäêîé x̄L(z, t) è òâåðäîé

x̄S(z, t) �àçàõ è �àçîâîãî ïîëÿ ϕ(z, t) äëÿ v = 0.5vD

â îêðåñòíîñòè äè��óçíîé ãðàíèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçêèé èçëîì ãðà�èêà êîý��èöèåíòà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ (ðèñ. 3) ïðè k(V ) = 1 êàê ðàç ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ëîêàëüíîãî ïèêà x̄L âíóòðè

äè��óçíîé ãðàíèöû. Ïîêà ýòîò ïèê íå ïðåâûøàåò àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè,

îí íå äàåò âêëàäà â êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ðàâåí åäèíèöå. Êàê

òîëüêî ëîêàëüíûé ïèê êîíöåíòðàöèè â æèäêîé �àçå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðà-

öèé íà ãðàíèöàõ äè��óçíîé çîíû, â îïðåäåëåíèè êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèñõîäèò

ïåðåêëþ÷åíèå ñ îäíîãî ìàêñèìóìà íà äðóãîé: êîý��èöèåíò ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

îòíîøåíèå ìàêñèìóìà â òâåðäîé �àçå, íàõîäÿùåãîñÿ âáëèçè ãðàíèöû äè��óçíîé çîíû, ê ìàê-

ñèìóìó ýòîãî ïèêà è ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû. Ïðîèñõîæäåíèå ïèêà îïðåäåëÿåòñÿ

äîïîëíèòåëüíûì âêëàäîì â ïîòîê ïðèìåñè çà ñ÷åò �àçîâîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñëàãàåìûì

âèäà D(ϕ)(xL−xS)∂p(ϕ)/∂z â óðàâíåíèè (4.3), èìåþùèì õàðàêòåðíóþ êîëîêîëîîáðàçíóþ �îð-

ìó.
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�èñ. 8. Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðî�èëè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè x(z, t), êîíöåíòðàöèè â æèäêîé x̄L(z, t) è òâåðäîé

x̄S(z, t) �àçàõ è �àçîâîãî ïîëÿ ϕ(z, t) äëÿ v = vD (áîëüøèå ¾v¿)

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîå îáîáùåíèå ìîäåëè Ïëàïïà äëÿ çàòâåðäå-

âàíèÿ áèíàðíîé ñèñòåìû â ïåðåìåííûõ êîíöåíòðàöèè è �àçîâîãî ïîëÿ ñëåäóåò èç ïðèíöèïîâ

íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè, ïðèìåíÿåìûõ ê ðåëàêñàöèè ïîòåíöèàëà �èááñà ñèñòåìû, âûðà-
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æåííîãî ÷åðåç ãðàíä-ïîòåíöèàë. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå äàííûå, ìû ïîëó-

÷èëè çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûå ïðîöåññû çàòâåð-

äåâàíèÿ ðàçáàâëåííîãî ðàñïëàâà Si�As. Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé ïðåäëîæåíà ÿâíàÿ ãðàäèåíòíî-óñòîé÷èâàÿ ÷èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî âðåìåíè, èìåþ-

ùàÿ âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Õîòÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî óñòîé÷èâîé ïî îòíîøå-

íèþ ê âîçìóùåíèÿì, ÷òî îãðàíè÷èâàåò øàã ïî âðåìåíè, îíà îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîòîé ðåàëèçàöèè

è âîçìîæíîñòüþ ñòðîèòü ÷èñëåííûå àëãîðèòìû âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî

îãðàíè÷åíèå øàãà ïî âðåìåíè èç-çà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ñõåìû íå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ëè-

ìèòèðóþùèì �àêòîðîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåííàÿ

�àçîâî-ïîëåâàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé çàäà÷åé, ïðàâèëüíîå îïèñàíèå êîòî-

ðîé ñàìî ïî ñåáå îãðàíè÷èâàåò øàã ïî âðåìåíè.

Âîçìîæíîñòü ïåðåíîðìèðîâêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ïðîâåðêó ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå

ðàñ÷åòû ïî ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíîé ìîäåëè çàòâåðäåâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïåðåîõëàæäåíèÿõ

ðàñïëàâà Si�As, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ îò ñêî-

ðîñòè äâèæåíèÿ �ðîíòà. Ïîêàçàíî, ÷òî äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ

�ðîíòà V ≈ VD íà ïðî�èëå ñðåäíåé ïî �àçàì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè îñòàåòñÿ âûñòóï, ïîëó-

÷àþùèéñÿ çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîãî ïîòîêà, îáóñëîâëåííîãî ãðàäèåíòîì �àçîâîãî ïîëÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ìèíèñòåðñòâó îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô çà �èíàíñîâóþ

ïîääåðæêó ïî ïðîãðàììå 07.08 ¾Ïðèêëàäíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ¿

ïðîåêò � 2.947.2011. Ëåáåäåâ Â.�. áëàãîäàðèò �îíä �ÔÔÈ çà ïîääåðæêó ïî ïðîåêòó � 13�02�

01149-à è �îíä DFG çà ïîääåðæêó ïî ãðàíòó A/11/04374/Ref. 325.
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Computer simulation of the rapid solidi�
ation for diluted melt Si�As

Keywords: diluted solution, rapid solidi�
ation, phase �eld, grand potential, modeling.

Mathemati
al Subje
t Classi�
ations: 74N20

We 
onsider a lo
ally nonequilibrium pro
ess of solidi�
ation for a super
ooled binary melt. For sake of

simpli
ity, it is assumed, that the solidifying binary system is at 
onstant temperature and pressure. Also

there are two phases 
orresponding to the solid and the liquid states. The mathemati
al des
ription of the

solidi�
ation pro
ess is based on the phase-�eld model that generalizes the approa
h of Plapp (M. Plapp, Phys.

Rev. E 84, 031601 (2011)) to the 
ase of lo
ally nonequilibrium pro
esses. We use the method of extended

irreversible thermodynami
s to derive thermodynami
ally 
onsistent equations of the model, in 
ontrast to

the phenomenologi
al approa
h of Plapp. A 
on
entration as a dynami
 variable (and not the 
hemi
al

potential of the impurity) is another di�eren
e from Plapp's model. The equivalen
e of des
ribing the pro
ess

of solidi�
ation through the 
on
entration �eld and through the 
hemi
al potential of the system is shown in

the framework of the resulting model. In view of the smallness of the relaxation times, the present model is

redu
ed to the singular-perturbed system of partial di�erential paraboli
 equations des
ribing the dynami
s
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of 
on
entration and phase �elds. In the paper, it is assumed that the des
ription of the thermodynami


equilibrium states on the basis of the experimentally obtained Gibbs potentials is given.

To verify the model, the numeri
al simulation of the one-dimensional problem of solidi�
ation of the

melt was performed in the approximation of the diluted melt Si�As, whi
h had been repeatedly investigated

experimentally. In this paper, we propose a gradient-stable expli
it method of integrating equations of the

se
ond order of a

ura
y in time in order to solve the system of singularly-perturbed equations numeri
ally.We

redu
ed an in�nite spa
e interval to a �nite interval by the method of ¾periodi
 translation¿. The estimation

of stability was performed using numeri
al experiments.

The 
on
entration pro�le, the phase-�eld pro�le and the distribution 
oe�
ient of the impurity at the

front of solidi�
ation depending upon the value of super
ooling were obtained from the numeri
al simulation

of the solidi�
ation pro
ess for diluted melt Si�As. An analyti
al expression for the distribution 
oe�
ient

as a fun
tion of super
ooling that follows from the lo
ally nonequilibrium model with a sharp interfa
e was

used to test the adequa
y of the results of numeri
al experiments. The e�e
t of the model parameters on the

solidi�
ation pro
ess and behavior of the numeri
al solutions near the di�use boundary were investigated.
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