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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ñëó÷àé ìàðøðóòíîé çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, îñëîæíåííîé

óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ; èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ íà âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-

íîñòü ðåøåíèé òàêèõ çàäà÷ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñîáåííîñòü ïðèìåíÿåìîãî

ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â åãî ¾ýêîíîìè÷íîñòè¿: ïîäçàäà÷è, íå ñîáëþ-

äàþùèå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ó÷àñòâóþùèå â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè, íå ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñáåðå÷ü è âû÷èñëèòåëüíóþ ìîùíîñòü, è ïàìÿòü.

Ýòîò ìåòîä 
 2004 ãîäà èñïîëüçóåòñÿ À. �. ×åíöîâûì è åãî ñîàâòîðàìè, íî ñòåïåíü ýêîíîìèè ðåñóð-

ñîâ èññëåäîâàëîñü ìàëî. Ìû ïðåäëàãàåì ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû, îñíîâàííûé íà êîìáèíàòîð-

íîì àíàëèçå ÷èñëà ïîäçàäà÷, ñóùåñòâåííûõ â ñìûñëå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå

êîìáèíàòîðíûå ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è ïðîèçâåäåíèÿ, ìû ïîëó÷èëè ðåçóëüòàò äëÿ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àåâ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ: à) ¾íåçàâèñèìûå¿ íàáîðû óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ; á) ¾öåïü¿ óñëîâèé

ïðåäøåñòâîâàíèÿ � êîãäà óñëîâèÿ çàäàþò ëèíåéíûé ïîðÿäîê; â) ñëó÷àé, êîãäà â ãðà�å ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ íåò íåîðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, è èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû íå ïðåâûøàåò åäèíèöû.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàêòè÷åñêîé çà-

äà÷å ìàðøðóòèçàöèè äâèæåíèé èíñòðóìåíòà â ìàøèíàõ ëèñòîâîé ðåçêè è ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ

âûðåçàòü âíóòðåííèé êîíòóð ïðåæäå âíåøíåãî.

Â ñâÿçè ñ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ñëó÷àÿ â) ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè äëÿ íåãî âìåñòî àíà-

ëèòè÷åñêîé �îðìóëû ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì; àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå C++, çàâèñèìîñòü åãî âû-

÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îò ÷èñëà ñâÿçàííûõ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ îáúåêòîâ èìååò íå áîëåå

÷åì êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê. Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ íàøå-

ãî ïîäõîäà äî áîëåå îáùèõ âàðèàíòîâ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íàø ïîäõîä íå

çàâèñèò îò êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè ðå-

øåíèÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïðîèçâîëüíûõ ìàðøðóòíûõ çàäà÷àõ ñ óñëîâèÿìè

ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü, ìàðøðóòíûå çàäà÷è, ëèñòîâàÿ ðåçêà.

Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ìàðøðóòíûõ çàäà÷àõ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü óñëîâèÿ ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ � òðåáîâàíèå ïîñåòèòü îäíè ïóíêòû ðàíåå äðóãèõ. Òàêîâà, íàïðèìåð, ðîäñòâåííàÿ êëàñ-

ñè÷åñêîé çàäà÷å êîììèâîÿæåðà çàäà÷à êóðüåðà
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: ïîñåòèòü N ãîðîäîâ ïî îäíîìó è òîëüêî îäíîìó

ðàçó, ñîâåðøèâ äîñòàâêó ñîãëàñíî ñïèñêó àäðåñíûõ ïàð K ⊂ 1, N×1, N , ãäå â êàæäîé ïàðå z ∈ K
ïåðâûé êîìïîíåíò pr1(z) ñ÷èòàåòñÿ îòïðàâèòåëåì, à âòîðîé pr2(z) � ïîëó÷àòåëåì è îòïðàâè-

òåëü äîëæåí íåïðåìåííî ïîñåùàòüñÿ ïåðåä ïîëó÷àòåëåì � ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îí ïåðåäàåò êóðüåðó

ïîñûëêó, êîòîðóþ òîò çàòåì äîñòàâëÿåò ïîëó÷àòåëþ, êîãäà ïîñåùàåò åãî.

Îäíèì èç òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé �. Áåëëìàíîì ìå-

òîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (äàëåå ÌÄÏ), ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ðåøåíèè èñõîä-

íîé çàäà÷è ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ìåíåå òðóäíûõ çàäà÷, â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå

ýòî îáû÷íî çàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè; ÌÄÏ ïðåäëîæåí Áåëëìàíîì â ðàáîòå [3℄, â ïðèìå-

íåíèè ê çàäà÷å êîììèâîÿæåðà � Áåëëìàíîì â [4℄ è, íåçàâèñèìî, Õåëäîì è Êàðïîì â [5℄.
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Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî Pre
eden
e Constrained TSP èëè Sequential Ordering Problem; ïîñëåäíåå

âñòðå÷àåòñÿ â êîíòåêñòå òåîðèè ðàñïèñàíèé.
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Êëàññè÷åñêèé ÌÄÏ íå ïðèñïîñîáëåí äëÿ ðàáîòû ñ îãðàíè÷åíèÿìè, òàê ÷òî îò îãðàíè÷å-

íèé, âêëþ÷àÿ óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ñòàðàþòñÿ â òîé èëè èíîé �îðìå èçáàâèòñÿ, îäíàêî

À.�. ×åíöîâó óäàëîñü ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèå äîïóñòèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ìàðøðóòîâ (ïîäõîä

îïèñàí â 2004 ãîäó â [6℄, ïîëíûé îáçîð ñì. â [2℄) � ìàðøðóòîâ â ïîäçàäà÷àõ

2

, ãäå òðåáóåòñÿ

îáõîäèòü íå âñå ïóíêòû èç ïîëíîé, èñõîäíîé çàäà÷è � òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå âñåõ òàêèõ ïîäçàäà÷ äàåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïîëíîé çàäà÷è, ñîáëþäàþùåå óñëîâèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ, è ïðè ýòîì îáõîäèòñÿ áåç èññëåäîâàíèÿ íåñóùåñòâåííûõ (ñ òî÷êè çðåíèÿ

óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ) ïîäçàäà÷, ãäå íåñóùåñòâåííîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê îòñóòñòâèå âëèÿ-

íèÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è íà îïòèìàëüíûé ìàðøðóò ïîëíîé çàäà÷è. Ýòî ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò

êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷, êîòîðûå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü. Î÷åâèäíî, ÷òî ìåíüøåå ÷èñëî ïîäçàäà÷

âåäåò ê ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ïîëíîé çàäà÷è.

Òî÷íàÿ îöåíêà ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ïîäçàäà÷ íåèçâåñòíà, åäèíñòâåííàÿ ïîïûòêà áûëà ïðåä-

ïðèíÿòà â ñòàòüå [7℄, ãäå áûëî ðàññ÷èòàíî âëèÿíèå åäèíñòâåííîãî óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Â íàøåé ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñòåïåíè ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà, ïîçâî-

ëÿþùèé â ñëó÷àÿõ ¾ïðîñòûõ¿ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ óçíàòü, íàñêîëüêî ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëî

ïîäçàäà÷, íå ãåíåðèðóÿ ïîäçàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî. Ýòîò ìåòîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåííûì äëÿ

òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìåòî-

äîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; íà ïðàêòèêå æå ïðîùå ñãåíåðèðîâàòü âñå äîïóñòèìûå

ïîäçàäà÷è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, ïîäñ÷èòàòü èõ êîëè÷åñòâî è ñðàâíèòü ñ ¾ïîë-

íûì¿ (

N∑
i=0

[
(N − i) · CN−i

N

]
, ãäå N � ÷èñëî ïóíêòîâ; ñì. [7, ðàçäåë 5℄), ÷òî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ðàçìåðíîñòü çàäà÷, êîòîðûå ñò�îèò ðåøàòü ïîñðåäñòâîì ÌÄÏ, íåâåëèêà. Îòìåòèì, ÷òî â êîí-

òåêñòå ÌÄÏ ÷èñëî ïîäçàäà÷, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü, ìîæåò îêàçàòüñÿ åäâà ëè íå ëó÷øèì

ìåðèëîì ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé, ÷åì ñàìà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü � ÷èñëî îïåðàöèé, ïî-

ñêîëüêó ÷èñëî ïîäçàäà÷ îïðåäåëÿåò îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâà çíà÷å-

íèé �óíêöèè Áåëëìàíà, à èìåííî ïîñëåäíèé çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì �àêòîðîì

â âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ÌÄÏ (¾íàñûùåíèå¿ îáúåìà ïàìÿòè íàñòóïàåò ðàíü-

øå ¾íàñûùåíèÿ¿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè). Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå ÷èñëà ïîäçàäà÷

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñàìó âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ çàäà÷è.

� 1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Âñþäó â äàëüíåéøåì , îáîçíà÷àåò ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ. Ìàðøðóòíîé çàäà÷åé íàçî-

âåì çàäà÷ó, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñåòèòü N ïóíêòîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè èç 1, N , ïî îäíîìó

è òîëüêî îäíîìó ðàçó, íà÷àâ îáõîä ñ áàçû, ïðîíóìåðîâàííîé 0; ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìàðø-

ðóò � ïåðåñòàíîâêà α ∈ P íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, N � íîìåðîâ ïóíêòîâ (ãäå P � ìíîæåñòâî âñåõ

ïåðåñòàíîâîê 1, N , ñì. [1, Ïðèëîæåíèå C.2℄). Îïòèìàëüíûì ìàðøðóòîì íàçûâàåòñÿ ìàðøðóò

α ∈ P, äîñòàâëÿþùèé ýêñòðåìóì ñîîòâåòñòâóþùåìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè; õàðàêòåð êðè-

òåðèÿ íå âëèÿåò íà íàøè ïîñòðîåíèÿ, ïîýòîìó ìû íå áóäåì åãî ââîäèòü; äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

äëÿ êðèòåðèÿ âûïîëíÿëñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà (ñì. [3℄), òî åñòü ÷òîáû îïòèìóì

ïîëíîé çàäà÷è ìîã áûòü ïîëó÷åí èç îïòèìóìîâ ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîäçàäà÷åé

íàçîâåì çàäà÷ó, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñåòèòü íå âñå ïóíêòû èç 1, N , à òîëüêî èõ ÷àñòü � ìíîæåñòâî

K,K ⊂ 1, N , íàçûâàåìîå ñïèñêîì çàäàíèé, íà÷àâ îáõîä èç ïóíêòà x ∈ (1, N \K), äîñòàâèâ ýêñ-
òðåìóì êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè; äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîäçàäà÷ ìû èñïîëüçóåì óïîðÿäî÷åííûå

ïàðû âèäà (x,K). �åøåíèåì ïîäçàäà÷è áóäåò îïòèìàëüíûé ÷àñòè÷íûé ìàðøðóò � ïåðåñòà-

íîâêà íîìåðîâ ïóíêòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â K.

Óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàäàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè z ∈ K , 1, N × 1, N , ãäå

z = (pr1(z),pr2(z)), à K � ìíîæåñòâî çàäàííûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Ïåðâûé êîìïîíåíò pr1(z)
ïàðû z íàçûâàåòñÿ îòïðàâèòåëåì, à âòîðîé pr2(z) � ïîëó÷àòåëåì. Îòïðàâèòåëü äîëæåí íåïðå-

ìåííî ïîñåùàòüñÿ ðàíåå ïîëó÷àòåëÿ. ×òîáû âûäåëèòü óïîðÿäî÷åííûå ïàðû, çàäàþùèå óñëîâèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ, áóäåì íàçûâàòü èõ àäðåñíûìè ïàðàìè. ¾Ñîáëþäåíèå¿ óñëîâèé ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìàðøðóò, ñîáëþäàþùèé óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ,

2

¾Óêîðî÷åííûõ çàäà÷àõ¿ â òåðìèíîëîãèè [2℄.
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íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ìàðøðóòîì; {α ∈ P : ∀z ∈ K
(
α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z))

)
} åñòü ìíî-

æåñòâî âñåõ òàêèõ ìàðøðóòîâ. Íà óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìû íàêëàäûâàåì òðåáîâàíèå èõ

¾âûïîëíèìîñòè¿, îòñóòñòâèÿ ¾ïîðî÷íûõ êðóãîâ¿: äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà K0 ⊂ K,

íåïðåìåííî ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K. Òîãäà A 6= ∅ (ñì. [2, ÷àñòü 2℄), òî åñòü

äîïóñòèìûå ìàðøðóòû ñóùåñòâóþò. Â çàäà÷àõ, îñëîæíåííûõ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, îï-

òèìàëüíûé ìàðøðóò âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ A, íå èç âñåãî P.

Î òîì, êàê ðàñïðîñòðàíèòü óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ íà ïîäçàäà÷è, ïîäðîáíî ñì. â [2℄. Ìû

âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåííûì òàì ïîíÿòèåì ñóùåñòâåííîãî ñïèñêà; ÷èñëî ýòèõ ñïèñêîâ ìû è

áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü. Èòàê, ïóñòü N � ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ 1, N (÷èòàé � ìíîæåñòâî

âñåõ ñïèñêîâ çàäàíèé) è äëÿ K ∈ N ìîùíîñòü K îáîçíà÷àåòñÿ |K|. �àíæèðóåì ñïèñêè çàäàíèé

ïî ìîùíîñòè: Ns , {K ∈ N|s = |K|}∀s ∈ 1, N . Îòìåòèì, ÷òî ñþäà âõîäÿò è ¾ïóñòîé¿ ñïèñîê

N0 = {∅}, è ¾ïîëíûé¿ NN = {1, N}. Âûäåëèì è ðàíæèðóåì ïî ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâåííûå

ñïèñêè � òå, êîòîðûå â íåêîòîðîì ñîáñòâåííîì ñìûñëå ñîáëþäàþò óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ:

Cs , {K ∈ Ns|∀z ∈ K (pr1(z) /∈ K) ∨ (pr2(z) ∈ K)} =

= {K ∈ Ns|∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K)⇒ (pr2(z) ∈ K)} ∀s ∈ 1, N.
(1)

Òî åñòü ìû íå äîïóñêàåì ñëó÷àÿ, êîãäà â ñïèñêå çàäàíèé ïðèñóòñòâóåò îòïðàâèòåëü íåêîòîðîé

ïàðû, íî íåò åãî ïîëó÷àòåëÿ, òîãäà êàê ¾íåíàñûùåííûå¿ ïîëó÷àòåëè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü;

äîêàçàíî [2, ÷àñòü 2℄, ÷òî ðåøåíèåì âñåõ ñóùåñòâåííûõ â ýòîì ñìûñëå ïîäçàäà÷ èñ÷åðïûâàþòñÿ

ðåøåíèÿ ïîëíîé çàäà÷è.

Â îïðåäåëåíèè (1) ñóùåñòâåííîñòü ñïèñêà ââîäèòñÿ â îòíîøåíèè ìíîæåñòâà âñåõ çàäàí-

íûõ àäðåñíûõ ïàð K. Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ¾ñóæåíèÿ¿ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Íàçîâåì

ñïèñîê çàäàíèé K ñóùåñòâåííûì â K1 ⊂ K, ãäå K1 � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî K, åñëè K
îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè çàìåíå â (1) K íà K1.

Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñïèñîê çàäàíèé â âèäå åãî ¾áèòîâîé ìàñêè¿ � N áèòîâ, ïðîíóìå-

ðîâàííûõ ñëåâà íàïðàâî ñ 1 ïî N , ãäå 1 íà i-ì ìåñòå îçíà÷àåò, ÷òî i-é ïóíêò âõîäèò â ñïèñîê

çàäàíèé; 0 ñîîòâåòñòâåííî îçíà÷àåò, ÷òî íå âõîäèò. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé ñïèñîê çàäàíèé

è òðèâèàëüíûé ñïèñîê çàäàíèé (ïóñòîé ñïèñîê çàäàíèé � ìû íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå �óíêöèè

Áåëëìàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ïîäçàäà÷) êîäèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
N åäèíèö

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
N íóëåé

.

Íàçîâåì ñîñòîÿíèåì ìíîæåñòâà ïóíêòîâ K0 ⊆ 1, N åãî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî K1 ⊆
⊆ K0, êîäèðîâàííîå ñïîñîáîì, îïèñàííûì âûøå, ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì: íà ìåñòàõ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàìK0\K1, â êîäå ñîñòîÿíèÿ ñòîÿò íóëè. Íàçîâåì ñîñòîÿíèå äîïóñòèìûì,

åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñïèñêîì (ñì. (1)). Ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà ïóíêòîâ ñóòü ñïèñ-

êè çàäàíèé ìîùíîñòè îò 0 äî ÷èñëà ïóíêòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç

ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà è òîëüêî èç íèõ. Ïîñêîëüêó äàëåå ìû ïîäñ÷èòûâàåì ÷èñëî èìåííî

äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé, ìû íå áóäåì îòäåëüíî îãîâàðèâàòü, ÷òî óïîìèíàåìîå íàìè ñîñòîÿíèå

äîïóñòèìî. Òî åñòü ëþáîå óïîìÿíóòîå íèæå ñîñòîÿíèå äîïóñòèìî, åñëè â ÿâíîì âèäå íå óêàçà-

íî îáðàòíîå. Ìû òàêæå áóäåì ïî ïðèâû÷êå íàçûâàòü äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ è ñóùåñòâåííûìè,

íå ðàçëè÷àÿ ýòè òåðìèíû.

Â ðàáîòå [5℄ íàéäåíà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàìêíóòîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ìåòîäîì äèíàìè-

÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ÷èòàÿ ñóùåñòâåííûìè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è ñðàâíåíèÿ, àâòîðû

ïîëó÷àþò (N − 1)(N − 2)2N−3 + (N − 1) ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, ãäå N � ÷èñëî ãîðîäîâ.

Ñóùíîñòü íàøåãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè çàâèñèìîñòè ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ñïèñ-

êîâ îò îïðåäåëÿþùèõ èõ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ïðåäïîëîæåíèå 1. Ìû ïîëàãàåì îòíîøåíèå ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ çàäàíèé ê ÷èñ-

ëó âñåõ ñïèñêîâ çàäàíèé õîðîøåé îöåíêîé ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ÌÄÏ ïîä

äåéñòâèåì óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñóùåñòâåííûå ñïèñêè ñòàíîâÿòñÿ åùå áî-

ëåå íåðàâíîöåííû ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ: ðàçíûì ñóùåñòâåííûì ñïèñêàì îäíîé ìîùíîñòè

ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåîäèíàêîâîå ÷èñëî ïîäçàäà÷ � íå êàæäûé ïóíêò ìîæíî äîáàâèòü ê ñó-

ùåñòâåííîìó ñïèñêó, ñîõðàíèâ ñóùåñòâåííîñòü; ìû íå ìîæåì äîáàâëÿòü ¾íåíàñûùåííûõ¿ îò-

ïðàâèòåëåé, òåõ, ÷üèõ ïîëó÷àòåëåé â ñïèñêå åùå íåò. À äîáàâëÿåì ìû ê ñïèñêó K íîâûå ïóíêòû

èìåííî ñ íà÷àëà, äëÿ äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî ïóíêòà x, x ∈ 1, N \K, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðàçðå-

øèòü ïîäçàäà÷ó (x,K), òî åñòü ïîñ÷èòàòü ñòîèìîñòü îáõîäà K èç ïóíêòà x, ÷òî äåëàåòñÿ ïåðåáî-
ðîì îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïîäçàäà÷ (j,K \ {j}), ãäå j ∈ K è ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K ⇒ j 6= pr2(z))
(åñëè ïóíêò j ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷àòåëåì è åãî îòïðàâèòåëü ïðèñóòñòâóåò â K, òî ìû íå ìîæåì

íà÷àòü îáõîä {K \ {j}} ñ j) è ó÷åòîì

3

ñòîèìîñòè ïåðåõîäà èç x â j.

� 2. �àñ÷åò ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óêàæåì, ñêîëüêî ñïèñêîâ çàäàíèé ïîçâîëÿþò ¾ñýêîíîìèòü¿ óñëîâèÿ

ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Â îòñóòñòâèå óñëîâèé èìååì 2N ñïèñêîâ çàäàíèé (âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíûé è ïîëíûé): êàæäûé

ïóíêò ìîæåò âõîäèòü â ñïèñîê (òîãäà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå â êîäå ñïèñêà ñòîèò ¾1¿) èëè

íå âõîäèòü (òîãäà â êîäå íà åãî ìåñòå ñòîèò ¾0¿), îòêóäà ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì

2N , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ 1, N . Â îòñóòñòâèå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñïèñêè

çàäàíèé � ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ïóíêòîâ (âêëþ÷àÿ íåñîáñòâåííûå �

ïóñòîå è ìíîæåñòâî âñåõ ïóíêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëíîé çàäà÷å). Âûÿñíèì, ñêîëüêî ñïèñêîâ

îñòàíóòñÿ ñóùåñòâåííûìè â ïðèñóòñòâèè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ðàçíîãî âèäà.

Áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíûìè ïóíêòû, íå îãðàíè÷åííûå óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ, òî åñòü

òå, êîòîðûå íè â îäíîé àäðåñíîé ïàðå íå ÿâëÿþòñÿ íè îòïðàâèòåëåì, íè ïîëó÷àòåëåì; îñòàëüíûå

áóäåì íàçûâàòü ñâÿçàííûìè. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé â êîäå ñïèñêîâ çàäàíèé ìû âñåãäà áó-

äåì ïèñàòü ñâÿçàííûå ïóíêòû ïåðâûìè, ýòî íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè, òàê êàê èõ âñåãäà ìîæíî

ïåðåíóìåðîâàòü. Ïóíêòû, ñâÿçàííûå ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì àäðåñíûõ ïàð K0,K0 ⊂ K, îáú-

åäèíèì â ìíîæåñòâî K̂0: ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëîæèì K̂0 ,
⋃

z∈K0
{pr1(z) ∪ pr2(z)}. Ìíîæåñòâîì

âñåõ ñâÿçàííûõ ïóíêòîâ òîãäà áóäåò K̂ =
⋃

z∈K
{pr1(z) ∪ pr2(z)}. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ

ïóíêòîâ îáîçíà÷èì K̂
′ , 1, N \ K̂.

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà � åäèíñòâåííîé àäðåñíîé ïàðû (a, b), a ∈ 1, N, b ∈ 1, N .

Ñïèñîê çàäàíèé íå áóäåò ñóùåñòâåííûì, åñëè îòïðàâèòåëü àäðåñíîé ïàðû âõîäèò â ñïè-

ñîê çàäàíèé, à ïîëó÷àòåëü � íåò. Òî åñòü èç ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé 1, N , ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷è-

åì/îòñóòñòâèåì (a) è (b) â ñïèñêå çàäàíèé: 00∗ · · · ∗, 01∗ · · · ∗, 10∗ · · · ∗, 11∗ · · · ∗, ãäå ∗ îáîçíà÷à-
åò âîçìîæíîñòü êàê 0, òàê è 1 â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè, íàì íå ïîäõîäÿò òîëüêî ñîñòîÿíèÿ

10∗ · · · ∗. Ýòèõ íåäîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé, î÷åâèäíî, 2N−2
� ïåðâûå äâå ïîçèöèè �èêñèðîâàíû,

äëÿ îñòàëüíûõ N − 2 ïóíêòîâ âîçìîæíû îáà âàðèàíòà; î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîñòî-

ÿíèé, áëàãîäàðÿ ïåðâûì äâóì ïîçèöèÿì, íå ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ îñòàëüíûìè òðåìÿ. Òàêèì

îáðàçîì, èç 2N ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ îñòàåòñÿ 2N − 2N−2 = 3

4
2N . Âñåãî ëèøü îäíî óñëîâèå

ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñîêðàùàåò èõ ÷èñëî óæå íà ÷åòâåðòü!

�àññìîòðèì òåïåðü ¾íåçàâèñèìûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ¿.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü K ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ìíîæåñòâà àäðåñíûõ ïàð K1 è K2 òàê,

÷òî íè îäèí ïóíêò èç òåõ, ÷òî ïðèñóòñòâóþò â K1, íå âñòðå÷àåòñÿ â K2, è íàîáîðîò:

K̂1∩K̂2 = ∅. Ïóñòü îáùåå ÷èñëî ñâÿçàííûõ ïóíêòîâ |K| = k = k1+k2, ãäå k1 = |K̂1| è k2 = |K̂2|,
è ïóñòü íàì èçâåñòíî ÷èñëî a1 ñîñòîÿíèé K̂1, ñóùåñòâåííûõ â K1, è ÷èñëî a2 ñîñòîÿíèé K̂2,

ñóùåñòâåííûõ â K2. Òîãäà îáùåå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ áóäåò a1 · a2 · 2
N−k

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïîëíèì ñõåìó êîäèðîâàíèÿ ïîäçàäà÷ ñëåäóþùèì ñîãëàøåíè-

åì: ïóíêòû èç K̂1 áóäåì ïèñàòü ïåðâûìè ñëåâà, çà íèìè � ïóíêòû èç K̂2 è äàëåå � ñâîáîäíûå;

3

¾Ó÷åò¿ çäåñü îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåå êðèòåðèþ àãðåãèðîâàíèå çàòðàò íà îáõîä K \{j} è ïåðåõîä èç x â j;

ïðè àääèòèâíîì àãðåãèðîâàíèè çàòðàò ýòî áóäåò ïðîñòî ñëîæåíèå ñòîèìîñòè ïîäçàäà÷è (j,K \ {j}) è ñòîèìîñòè

ïåðåõîäà èç x â j.
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â êà÷åñòâå ðàçäåëèòåëÿ èñïîëüçóåì ñèìâîë ¾|¿. Òîãäà êîä ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 1, N �àê-

òè÷åñêè ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïîçèöèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ êîäèðóåò ñîñòîÿíèå K̂1; âñåãî èõ, ïî

óñëîâèþ, a1, âòîðàÿ � ñîñòîÿíèå K̂2, ïî óñëîâèþ èõ a2, à òðåòüÿ � ñîñòîÿíèå ìíîæåñòâà ñâî-

áîäíûõ ïóíêòîâ K̂
′
, èõ ïîëó÷àåòñÿ 2N−k

� ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ïóíêòîâ äîïóñòèìà:

ñîñòîÿíèå K̂1 | ñîñòîÿíèå K̂2 | ñîñòîÿíèå K̂
′.

Ñóùåñòâåííûå ñïèñêè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ ñîñòîÿíèé, ÷èñëî

êîòîðûõ ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, Ïðèëîæåíèå C.1℄) � ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà

âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé êàæäîé èç ïîçèöèé, òî åñòü a1 ·a2 ·2
N−k

, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ

a1·a2

2k
îò èñõîäíîãî ÷èñëà çàäà÷. �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû m ¾íåïåðåñåêàþùèìèñÿ¿ àä-

ðåñíûìè ïàðàìè, òî åñòü íè îäèí ïóíêò íå âõîäèò áîëåå ÷åì â îäíó àäðåñíóþ ïàðó,

∀z ∈ K ∀z0 ∈ (K \ {z})
(
(pr1(z) 6= pr1(z0))&(pr1(z) 6= pr2(z0))&(pr2(z) 6= pr1(z0))&(pr2(z) 6= pr1(z0))

)
,

òî ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ áóäåò 3
k

2 · 2N−k
, ãäå k = 2m � ÷èñëî ñâÿçàííûõ ïóíêòîâ (òî

åñòü îñòàåòñÿ ðåøèòü 3
k

2 /2k îò èñõîäíîãî ÷èñëà ïîäçàäà÷).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäàÿ àäðåñíàÿ ïàðà ïîðîæäàåò 4 ñîñòîÿíèÿ: {00, 01, 10, 11},
ãäå ñëåâà çàïèñàí îòïðàâèòåëü, à ñïðàâà � ïîëó÷àòåëü. Èç íèõ íåäîïóñòèìûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî

ñîñòîÿíèå 10: îòïðàâèòåëü åñòü, ïîëó÷àòåëÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé àäðåñíîé ïàðå ñîîò-

âåòñòâóåò 3 äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèÿ. Àäðåñíûõ ïàð, ïî óñëîâèþ,

k

2
, ñâîáîäíûõ ïóíêòîâ N − k.

Ïîëó÷àåì, ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ, 3
k

2 · 2N−k
ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

�àññìîòðèì òåïåðü �óíäàìåíòàëüíûé ïðèìåð ¾çàâèñèìûõ¿ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, êî-

òîðûé, çà åãî óïîðÿäî÷åííîñòü, ìû íàçûâàåì ¾öåïüþ¿. Ïóñòü k ïóíêòîâ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû

óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ K. Òî åñòü ïóíêòû ñ ïåðâîãî ïî k − 1-é ÿâëÿþòñÿ îòïðàâèòåëÿìè

è ïóíêòû ñî âòîðîãî ïî k-é ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷àòåëÿìè, ïåðåäàþò ñòðîãî ïî öåïî÷êå: i-é ïåðåäàåò

i+ 1, ãäå i ∈ 1, k − 1. Ñâîáîäíûõ ïóíêòîâ, ñîîòâåòñòâåííî, N − k øòóê.

Ïðåäëîæåíèå 2. Öåïü èç k ïóíêòîâ, îïèñûâàåìàÿ óñëîâèÿìè K, äàåò (k+1) ·2N−k
ñóùå-

ñòâåííûõ ñïèñêîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàøè ðàññóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ëîãèêå ãåíåðàòîðà ñóùåñòâåí-

íûõ ñïèñêîâ. Íà÷íåì ñ ïóñòîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîæåñòâà K̂ ñâÿçàííûõ ïóíêòîâ: 0 . . . 0 (k íóëåé).

Êàêîé ïóíêò ìîæíî ê íåìó äîáàâèòü? Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííûé ñïèñîê ìîæíî

òîëüêî äîáàâèâ ïîñëåäíèé ïóíêò öåïè � ïîëó÷àòåëÿ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ îòïðàâèòåëåì, � ïóíêò k.
Äîáàâëÿåì, ïîëó÷àÿ ñîñòîÿíèå 0 . . . 01 (k − 1 íóëåé). Ñëåäóþùèì ìû ìîæåì äîáàâèòü òîëüêî

(k − 1)-é ïóíêò � îòïðàâèòåëÿ äëÿ k-ãî, ïîëó÷èì ñîñòîÿíèå 0 . . . 011 (k − 2 íóëåé). Î÷åâèäíî,

÷òî íà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ ìû ìîæåì äîáàâèòü ëèøü ïðåäûäóùèé â ëèíåéíîì ïîðÿäêå

ïóíêò. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå ìû k ðàç äîáàâëÿåì ïî îäíîìó ïóíêòó, òî åñòü âñåãî

äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåòñÿ k+1. Ñ ó÷åòîì ñîñòîÿíèé ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïóíêòîâ K̂
′

îáùèì ÷èñëîì ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ òîãäà áóäåò (k+1) ·2N−k
, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òàêèì îáðàçîì, öåïü äëèíîé k ïóíêòîâ (åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî ìåæäó íèìè ìîãóò â ïðî-

èçâîëüíîì ïîðÿäêå âñòàâàòü ñâîáîäíûå ïóíêòû) äàåò ñîêðàùåíèå ÷èñëà ñïèñêîâ çàäàíèé â

k+1

2k

ðàç. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå k = N ìû ïîëó÷àåì òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîðÿäîê �èêñè-

ðîâàí èçíà÷àëüíî è âûáîðà ìàðøðóòîâ êàê òàêîâîãî íåò, ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ æå ïîëó÷àåòñÿ

k + 1 = N + 1 øòóê, ñ÷èòàÿ òðèâèàëüíûé è ïîëíûé. Ïîäçàäà÷ êàæäîé ðàçìåðíîñòè ðîâíî ïî

îäíîé.

Â îáùåì ñëó÷àå ãðà� ïðåäøåñòâîâàíèÿ � îðèåíòèðîâàííûé ëåñ (îòñóòñòâóþò îðèåíòèðî-

âàííûå öèêëû, ñâÿçíîñòü íå ãàðàíòèðóåòñÿ); äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì èñêëþ÷èòåëüíî ñâÿçíûé
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ñëó÷àé � ¾äåðåâî ïðåäøåñòâîâàíèÿ¿; åñëè ñïîñîá ¾îáñ÷èòûâàíèÿ¿ äåðåâüåâ èçâåñòåí, ðåçóëüòàò

äëÿ ëåñà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåñâÿçíûé ñëó÷àé ìîæíî ïðåâðà-

òèòü â ñâÿçíûé äîáàâëåíèåì �èêòèâíîãî ïóíêòà N+1, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëó÷àòåëåì âñåõ ïóíêòîâ,

íè÷åãî íå îòïðàâëÿþùèõ ¾äåéñòâèòåëüíûì¿ ïóíêòàì 1 . . . N , âêëþ÷àÿ ñâîáîäíûå ïóíêòû.

� 3. Ìàðøðóòèçàöèÿ ïåðåìåùåíèé èíñòðóìåíòà â ìàøèíàõ ëèñòîâîé ðåçêè

Ïîäñ÷åò ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ â îáùåì ñëó÷àå êàæåòñÿ íàì íåòðèâèàëüíûì, îäíàêî ó íàñ

åñòü ðåøåíèå äëÿ îäíîãî âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ñâÿçàííîãî ñ ìàðøðóòèçàöèåé äâèæåíèÿ

èíñòðóìåíòà â ìàøèíàõ ëèñòîâîé ðåçêè; îïòèìèçàöèÿ äâèæåíèÿ èíñòðóìåíòà àêòóàëüíà â ñâÿ-

çè ñ òåì, ÷òî ìåæäó âûðåçàåìûìè êîíòóðàìè èíñòðóìåíò ïåðåìåùàåòñÿ íà õîëîñòîì õîäó �

áûñòðåå, ÷åì íà ðàáî÷åì õîäó, íî íå ñîâåðøàÿ ïîëåçíîé ðàáîòû; öåííîñòü ìèíèìèçàöèè âðåìåíè

õîëîñòîãî õîäà î÷åâèäíà. Íåîïòèìàëüíàÿ æå ìàðøðóòèçàöèÿ, ñêàæåì íåîáõîäèìîñòü ïîñòîÿííî

äâèãàòüñÿ èç êîíöà â êîíåö ëèñòà, ìîæåò î÷åíü îòðèöàòåëüíî ñêàçàòüñÿ íà ïðîèçâîäèòåëüíî-

ñòè. Òî÷íûé (ïîñðåäñòâîì ÌÄÏ) è ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü

â [8℄.

Íå âñå âàðèàíòû óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â çàäà÷å î ëèñòîâîé ðåçêå.

Ñîäåðæàòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ íà óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ �îðìóëèðóþòñÿ òàê: ¾âíóòðåííèé

êîíòóð âñåãäà âûðåçàåòñÿ ïðåæäå âíåøíåãî¿; î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé âíóòðåííèé êîíòóð ëåæèò

âíóòðè îäíîãî è òîëüêî îäíîãî âíåøíåãî, ñîîòâåòñòâåííî êàæäîìó îòïðàâèòåëþ ñîîòâåòñòâóåò

îäèí è òîëüêî îäèí ïîëó÷àòåëü (òîãäà êàê íåñêîëüêî îòïðàâèòåëåé âïîëíå ìîãóò îòïðàâëÿòü

îäíîìó ïîëó÷àòåëþ � âíóòðè îäíîãî êîíòóðà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî äðóãèõ). Â òåðìèíîëîãèè

òåîðèè ãðà�îâ èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ãðà�à ïðåäøåñòâîâàíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 1.

�ðà� ïðåäøåñòâîâàíèÿ â íàøåì ñëó÷àå � äåðåâî. Êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷àòåëü, êî-

òîðûé íè÷åãî íå îòïðàâëÿåò � ó íåãî â äåðåâå íå áóäåò ïðåäêîâ; òàêàÿ âåðøèíà âûáðàíà

êîðíåì, ïîòîìó ÷òî íàø àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó èç íåå. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà ïîòîìêàìè

ÿâëÿþòñÿ åãî îòïðàâèòåëè, à ïðåäêàìè � ïîëó÷àòåëè. Ïîä äâèæåíèåì ¾âíèç¿ ïî äåðåâó ìû

áóäåì ïîíèìàòü ïåðåõîä îò ïóíêòà ê åãî ïîòîìêàì. Äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ñïèñ-

êîâ ìû ïðåäñòàâëÿåì äåðåâî îáúåäèíåíèåì öåïåé, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ïåðåõîäîì ¾âíèç¿ êî âñå

áîëåå ïðîñòûì ïîääåðåâüÿì, êîòîðûå ðàíî èëè ïîçäíî âûðîæäàþòñÿ â öåïè. Òî åñòü, íà÷àâ

ñ êîðíÿ äåðåâà, ìû äâèæåìñÿ âíèç, ïîêà íå âñòðåòèì ¾ðàçâèëêó¿ � ïóíêò, ó êîòîðîãî áîëåå

îäíîãî ïîòîìêà, ëèáî ¾òóïèê¿ � ïóíêò, ó êîòîðîãî ïîòîìêîâ íåò (îòïðàâèòåëü, íå ÿâëÿþ-

ùèéñÿ ïîëó÷àòåëåì). Åñëè ìû äîøëè äî ¾òóïèêà¿, òî ïóòü îêîí÷åí � âîçâðàùàåì ÷èñëî ñóùå-

ñòâåííûõ ñïèñêîâ äëÿ ïðîéäåííîé öåïè ¾êîðåíü¿�¾òóïèê¿, òî åñòü äëèíó öåïè + 1 (ïîñêîëüêó

ïóñòàÿ öåïü òîæå äîïóñòèìà). Åñëè æå ìû äîøëè äî ¾ðàçâèëêè¿, òî ìû âîçâðàùàåì äëèíó öåïè

¾êîðåíü¿�¾ðàçâèëêà¿ ïëþñ ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ â ïîääåðåâüÿõ, êîðíÿìè

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêè ¾ðàçâèëêè¿. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå, îòâå÷àþùåå

íàëè÷èþ âñåõ ïóíêòîâ öåïè ¾êîðåíü¿�¾ðàçâèëêà¿ è îòñóòñòâèþ ïóíêòîâ èç ïîääåðåâüåâ, êîðíÿ-

ìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêè ¾ðàçâèëêè¿, âõîäèò â âûøåóêàçàííîå ¾ïðîèçâåäåíèè ñîñòîÿíèé

ïîääåðåâüåâ-ïîòîìêîâ¿, ïîýòîìó ìû íà÷èíàåì ïîäñ÷åò ñ ¾äëèíû öåïè¿, à íå ¾äëèíû öåïè+1¿,
êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå òóïèêà.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà C++. Îí ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèÿ êîðíÿ äåðåâà ïðåäøåñòâîâàíèÿ

(íàïîìíèì, ÷òî êîðíåì ìû ñ÷èòàåì ïîëó÷àòåëÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ îòïðàâèòåëåì) è âûçîâà

�óíêöèè ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñ êîðíåì âñåãî äåðåâà â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ. Êîðåíü

ìîæíî îïðåäåëèòü ¾òåõíè÷åñêè¿, íàéäÿ ïóíêò, íå ÿâëÿþùèéñÿ îòïðàâèòåëåì, à ìîæíî �

¾ñîäåðæàòåëüíî¿, íà÷àâ ñ ïðîèçâîëüíîãî ïóíêòà è âñå âðåìÿ äâèãàÿñü ¾ââåðõ¿ ïî äåðåâó �

ïåðåõîäÿ ê î÷åðåäíîìó ïîëó÷àòåëþ; ¾ñîäåðæàòåëüíûé¿ ñïîñîá ëó÷øå, ïîñêîëüêó â õóäøåì

ñëó÷àå òðåáóåò ÷èñëî îïåðàöèé, ïðîïîðöèîíàëüíîå íàèáîëüøåé äëèíå ïóòè îò âåðøèíû äî

êîðíÿ, òî åñòü íàèáîëüøåìó óðîâíþ âåðøèíû äåðåâà, òîãäà êàê ¾òåõíè÷åñêèé¿ ñïîñîá â õóäøåì

ñëó÷àå ïîòðåáóåò ïðîâåðèòü êàæäóþ âåðøèíó äåðåâà.

Óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû àññîöèàòèâíûì ìàññèâîì, ñîïîñòàâëÿþùèì êàæ-

äîìó ïóíêòó ñïèñîê åãî îòïðàâèòåëåé è ïîëó÷àòåëåé. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò �óíêöèÿ ðå-

êóðñèâíîãî ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîñòîÿíèé ïîääåðåâà ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñ êîðíåì â äàííîé âåðøèíå
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(òåðìèíû âåðøèíà äåðåâà ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ïóíêò ìû çäåñü íå ðàçëè÷àåì, òî åñòü âñå óïîìÿ-

íóòûå â îïèñàíèè àëãîðèòìà ïóíêòû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè, åñëè ÿâíî íå óêàçàíî îáðàòíîå).

Âûøå îíà îïèñàíà ñîäåðæàòåëüíî, íèæå ïðåäñòàâëåí ïñåâäîêîä (ãäå ñèìâîë ←− îáîçíà÷àåò

ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèÿ).

Äàíî: óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

�åçóëüòàò: ÷èñëî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé äåðåâà ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Âõîäíûå äàííûå: âåðøèíà ÊîðÏîä � êîðåíü ïîääåðåâà.

Âûõîäíûå äàííûå: ÷èñëî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé ïîääåðåâà.

1 Ôóíêöèÿ ×èñëîÑîñòîÿíèé(âåðøèíà ÊîðÏîä)

íà÷àëî áëîêà

2 V ←− ÊîðÏîä;

3 n←− 1; // ñ÷åò÷èê ÷èñëà ñîñòîÿíèé; ïóñòîå óæå ïîñ÷èòàíî

4 ïîêà ó âåðøèíû V îäèí ïîòîìîê ; // èäåì äî ¾òóïèêà¿ èëè ¾ðàçâèëêè¿

5 âûïîëíÿòü

6 óâåëè÷èòü n íà 1;

7 V ←− ïîòîìîê V ; // ñïóñêàåìñÿ âíèç íà 1 óðîâåíü

8 êîíåö öèêëà

9 åñëè ó âåðøèíû V íåò ïîòîìêîâ ; // ïðîâåðÿåì, ¾òóïèê¿ ëè V èëè ¾ðàçâèëêà¿

10 òî

11 óâåëè÷èòü n íà 1;

12 êîíåö ðàáîòû: n � ÷èñëî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé ïîääåðåâà;

13 èíà÷å

14 b←− 1; // ñ÷åò÷èê ÷èñëà ñîñòîÿíèé ïîòîìêîâ ¾ðàçâèëêè¿ V

15 äëÿ êàæäîãî ïîòîìêà V âûïîëíÿòü

16 b óìíîæèòü íà ×èñëîÑîñòîÿíèé(ïîòîìîê V )
17 êîíåö öèêëà

18 ê ÷èñëó n ïðèáàâèòü b;
19 êîíåö ðàáîòû: n � ÷èñëî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé ïîääåðåâà;

20 êîíåö óñëîâèÿ

21 êîíåö áëîêà

Àëãîðèòì 1: Ôóíêöèÿ ðåêóðñèâíîãî ïîäñ÷åòà ÷èñëà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé ñâÿçàí-

íûõ âåðøèí

Íà ðèñóíêå 1 ïðèâåäåí àáñòðàêòíûé ïðèìåð ðàñêðîÿ ëèñòà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè åìó óñëî-

âèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ è ãðà� ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïðèìåð ñòðîèëñÿ ñ òåì, ÷òîáû ïîêàçàòü

äîñòàòî÷íî ñëîæíîå äåðåâî ïðåäøåñòâîâàíèÿ, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ îíè, êàê ïðàâèëî, ïðîùå.

Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 10 ïóíêòîâ, âñå çàâèñèìûå. Èç 210 = 1024 ñïèñêîâ çàäàíèé, ñîãëàñíî íàøåìó
àëãîðèòìó, ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 92. Ñíèæåíèå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé íàëèöî.

Èç ðàñêðîÿ óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäîìó êîíòóðó,

êðîìå ñàìîãî âíåøíåãî (íà ðèñ. 1 èìååò íîìåð 1), ñîïîñòàâëÿåòñÿ óñëîâèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Îòïðàâèòåëåì íàçíà÷àåòñÿ ñàì êîíòóð, ïîëó÷àòåëåì � òîò êîíòóð, âíóòðè êîòîðîãî îí ëå-

æèò. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ çäåñü, êàê è îáû÷íî, ïîëàãàåòñÿ òðàíçèòèâíûì,

äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ íà ñëó÷àé, åñëè âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê äàííî-

ìó êîíòóð âëîæåí â äðóãîé êîíòóð (çäåñü, íàïðèìåð, ê (8,3) ìîæíî äîáàâèòü (8,2) è (8,1)),

íå íåñóò íîâîé èí�îðìàöèè è äîáàâëÿòü èõ íåçà÷åì. Â çàäà÷å ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé

èíñòðóìåíòà ìàøèíû ëèñòîâîé ðåçêè òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ âëîæåííîñòè êîíòóðîâ î÷å-

âèäíà; â îáùåì ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à Àõî, �ýðè è Óëüìàí äîêàçàëè [9℄, ÷òî (òðàíçè-

òèâíî) ìèíèìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

4

(ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå êîòî-

4

Àíãë. transitive redu
tion; â ðóññêîÿçû÷íîì ñåãìåíòå Èíòåðíåòà âñòðå÷àåòñÿ ïåðåâîä ¾òðàíçèòèâíîå ñîêðà-

ùåíèå¿.
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�èñ. 1. Ïðèìåð ðàñêðîÿ ëèñòà íà íåñêîëüêî êîíòóðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ãðà� ïðåäøåñòâîâàíèÿ

è àäðåñíûå ïàðû

ðîãî ñîâïàäàåò ñ äàííûì îòíîøåíèåì) ñîõðàíÿåò ¾èí�îðìàöèþ î ïóòÿõ¿ (¾path information¿),

÷òî ìû òðàêòóåì êàê òîæäåñòâåííîñòü ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ, îïðåäåëÿåìûõ ñî-

îòâåòñòâóþùèì ãðà�îì ïðåäøåñòâîâàíèÿ, åãî òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì è ìèíèìàëüíûì

ïðåäñòàâëåíèåì.

� 4. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ðàñ÷åòà ÷èñëà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé

Áóäåì ñ÷èòàòü ñóùåñòâåííûìè â êîíòåêñòå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îïåðàöèè ñðàâ-

íåíèå (íóæíî äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà ïîòîìêîâ), ñëîæåíèå (âêëþ÷àÿ óíàðíîå óâåëè÷åíèå íà 1),
óìíîæåíèå è (ðåêóðñèâíûé) âûçîâ �óíêöèè ïîäñ÷åòà ÷èñëà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé. Ñòîè-

ìîñòü âñåõ ýòèõ îïåðàöèé ïðèìåì ðàâíîé 1. Ïóñòü n � ÷èñëî âåðøèí â äåðåâå ïðåäøåñòâîâà-

íèÿ, è ïóñòü d̂+(i) � ñèìâîë, ðàâíûé ÷èñëó d+(i) ïîòîìêîâ âåðøèíû i, åñëè ó íåå 2 è áîëåå

ïîòîìêîâ, è 0, åñëè ïîòîìêîâ 1 èëè ìåíåå. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ îïåðàöèé.

1. Âûçîâ �óíêöèè ïîäñ÷åòà ïðîèñõîäèò

n∑
i=1

d̂+(i) + 1 ðàç: èñõîäíûé âûçîâ ïëþñ ðåêóðñèâíûé

âûçîâ äëÿ êàæäîãî ïîòîìêà êàæäîé ¾ðàçâèëêè¿.

2. Äëÿ êàæäîãî ïîòîìêà ¾ðàçâèëêè¿ ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèå, ÷òî äàåò

n∑
i=1

d̂+(i) îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ.

3. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñ÷åò÷èê ÷èñëà ñîñòîÿíèé óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è ïðîâåðÿåòñÿ ÷èñëî åå

ïîòîìêîâ, ÷òî äàåò 2n îïåðàöèé. Ýòè äåéñòâèÿ ñîâåðøàþòñÿ åäèíñòâåííûé ðàç äëÿ êàæäîé

âåðøèíû.

4. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà

2 ·
n∑

i=1

d̂+(i) + 1 + 2n.
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Ïðèðàâíÿâ ÷èñëî ¾ðàçâèëîê¿ è ÷èñëî ïîòîìêîâ âñåõ ¾ðàçâèëîê¿ ê ÷èñëó âñåõ âåðøèí, ìû

ïîëó÷èì 2n2 + 2n+ 1, òî åñòü íå áîëåå ÷åì êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òðóäíîðåøàåìûå ìàðøðóòíûå çàäà÷è ÷àùå âñåãî ðåøàþò ïðèáëèæåííû-

ìè, ýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Â îòëè÷èå îò òî÷íûõ ìåòîäîâ îíè äàþò ðåøåíèå äîñòàòî÷íî

áûñòðî; óâû, äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, âêëþ÷àÿ ïîïóëÿðíûå ¾èíòåëëåê-

òóàëüíûå¿ ìåòîäû, òàêèå êàê ìóðàâüèíûå è ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ

ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ íå ãàðàíòèðóåòñÿ äàæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷, íå îáðåìåíåííûõ óñëîâè-

ÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Äëÿ ýâðèñòèêè óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ � äîïîëíèòåëüíàÿ òðóäíîñòü;

ìåæäó òåì, êàê ìû ïîêàçàëè, îíè ñïîñîáíû ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ñëîæíîñòü òî÷íîãî ìåòîäà

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîàíàëèçèðîâàâ çàäà÷ó ñ îãðàíè÷åíèÿìè

â âèäå óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ìû ñìîæåì ñäåëàòü âûáîð è â ïîëüçó òî÷íîãî ìåòîäà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ óñëîâèÿõ ïðåäøåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ÌÄÏ ìîæíî

çà ðàçóìíîå âðåìÿ ðåøàòü çàäà÷è áîëüøåé ðàçìåðíîñòè

5

, ÷åì îáû÷íî âîçìîæíî. Òàêîâû, íà-

ïðèìåð, çàäà÷è îïòèìàëüíîé ìàðøðóòèçàöèè ïåðåìåùåíèé èíñòðóìåíòà â ìàøèíàõ ëèñòîâîé

ðåçêè, äëÿ êîòîðîé â íàøåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëèòü ñëîæíîñòü.

Ïðèìåðû ðàñêðîÿ ëèñòîâîãî ìàòåðèàëà ìîæíî ïîñìîòðåòü ó ðàçðàáîò÷èêîâ ïàêåòîâ àâòîìàòè-

çàöèè ðàñêðîÿ (íàïðèìåð, ÑÀÏ� ¾ÑÈ�ÈÓÑ¿, http://www.haitek.ru/produ
ts/sirius.php,

¾FieryCut¿ http://exa
t
am.
om/ru/ è äð.); èç íèõ âèäíî, ÷òî: à) â ðàñêðîå ìîæåò áûòü

íåñêîëüêî óðîâíåé âëîæåííîñòè êîíòóðîâ; á) ðàçìåðíîñòü (÷èñëî êîíòóðîâ) íå ñëèøêîì âå-

ëèêà, ñîîòâåòñòâåííî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî íàäåÿòüñÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå.

Â äàëüíåéøåì ìû íàäååìñÿ îáîáùèòü íàø ïîäõîä äî óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîëü-

íîãî âèäà è ïëàíèðóåì óïðîñòèòü àíàëèç ñëîæíîñòè ïîñðåäñòâîì ïåðåõîäà ê ïîäñ÷åòó ñóùå-

ñòâåííûõ ïîäçàäà÷. Òåêóùèé âàðèàíò ïîäõîäà îñíîâàí íà ïîäñ÷åòå ñóùåñòâåííûõ ñïèñêîâ

çàäàíèé; êàê ìû óæå ãîâîðèëè âûøå, ñóùåñòâåííûå ñïèñêè çàäàíèé èìåþò íåîäèíàêîâóþ

ñëîæíîñòü â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èì ñîîòâåòñòâóåò íåîäèíàêîâîå ÷èñëî ïîäçàäà÷. Ïîñêîëüêó íàø

ïîäõîä íèêàê íå çàäåéñòâóåò êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, îí ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íå òîëüêî

â ðàçíîîáðàçíûõ ìàðøðóòíûõ çàäà÷àõ, íî è â ëþáûõ äðóãèõ, ãäå âîïðîñ îïòèìàëüíîãî ïîðÿä-

êà ðàçðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

� 6. Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ À. �. ×åíöîâà çà öåííûå ñî-

âåòû è êîììåíòàðèè â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ñòàòüè; ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà Îòäåëà óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì ÈÌÌ ÓðÎ �ÀÍ çà êðèòèêó è êîììåíòàðèè ê ïðåäñòàâëåííûì â ñòàòüå ðåçóëüòàòàì;

À.À. Ïåòóíèíà çà êîíñóëüòàöèþ ïî âîïðîñàì ëèñòîâîé ðåçêè.
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We 
onsider the general 
ase of Pre
eden
e Constrained TSP (or a less general 
ase of Sequential Ordering

Problem) solved with a spe
ial kind of dynami
 programming method that uses pre
eden
e 
onstraints to

signi�
antly redu
e the number of subproblems that must be solved to �nd the optimal solution of the original

problem. Our aim is to quantify this redu
tion, whi
h is ne
essary to 
larify the in�uen
e of pre
eden
e


onstraints on 
omputational 
omplexity of dynami
 programming solutions of su
h problems. This variety

of the method of dynami
 programming has been developed by A.G. Chentsov and his 
o-authors sin
e

2004 but there was only one attempt at examining the in�uen
e of pre
eden
e 
onstraints on 
omplexity,

whi
h only des
ribed the in�uen
e of a single pre
eden
e 
onstraint in the form of an �address pair� (sender,

re
eiver).

Our approa
h to studying the 
omplexity of this method is essentially the 
ombinatorial analysis of

the number of subproblems that are feasible in the sense of abiding by pre
eden
e 
onstraints. Using the

well-known 
ombinatorial prin
iples, the rule of produ
t and the rule of sum, we established the estimates

of 
omplexity redu
tion for the following 
ases: a) �independent� sets of pre
eden
e 
onstraints; b) �
hains�

of pre
eden
e 
onstraints, when the pre
eden
e 
onstraints de�ne a linear ordering on the obje
ts bound

by them; 
) pre
eden
e 
onstraints expressed by an a
y
li
 dire
ted graph with outdegree (the number of

re
eivers per sender) at most one. The latter 
ase of pre
eden
e 
onstraints is the one en
ountered in real-life

problems of optimizing the route of the 
utter in various ma
hines used to 
ut sheet material. Sin
e this is

the most 
omplex 
ase of the three analyzed, instead of an analyti
 formula, we had to develop an algorithm

(whi
h we implemented in C++) to quantify the redu
tion; the 
omputational 
omplexity of the algorithm

is less than quadrati
 with respe
t to the number of obje
ts 
onstrained by the pre
eden
e 
onstraints. We

intend to develop our approa
h to treat other 
ases of pre
eden
e 
onstraints, eventually rea
hing the general


ase. We would also like to note that our method is optimization 
riterion-agnosti
 and thus appli
able to

many kinds of TSP, as long as they are pre
eden
e 
onstrained and solvable by dynami
 programming; in

fa
t, our approa
h may be used to analyze the 
omplexity of the dynami
 programming method solution of

any dis
rete optimization problem that deals with ordering subje
t to pre
eden
e 
onstraints.
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