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ÊËÀÑÑÎÂ ÌÀËÎÑÒÈ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

�ÿä çàäà÷ â òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t > 0,

ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ âîçìóùåíèé êîý��èöèåíòîâ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè è äðóãèå

àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû âîçìóùåííûõ ñèñòåì

ẏ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ R
n, t > 0.

Ïðè ýòîì âîçìóùåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè íåêîòîðûì êëàññàì ìàëîñòè,

òî åñòü îïðåäåëåííûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà KCn(R
+) êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè n× n-ìàòðèö. Îáû÷íî èñïîëüçóåìûå êëàññû âîçìóùåíèé, íàïðèìåð áåñêîíå÷-

íî ìàëûå (èñ÷åçàþùèå â áåñêîíå÷íîñòè), ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèå ëèáî ñóììèðóåìûå íà ïîëóîñè,

çàäàþòñÿ êîíêðåòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, íî îáùåå îïðåäåëåíèå êëàññà ìàëîñòè â òåîðèè

ïîêàçàòåëåé îòñóòñòâóåò. Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ îáùåïðèíÿòûõ êëàññîâ ìàëîñòè íàìè ïðåäëîæåíî

àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êëàññà ìàëîñòè âîçìóùåíèé êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ ñèñòåì, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò áîëüøèíñòâî òàêèõ êëàññîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ýòî îïðåäåëåíèå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî. Äëÿ áîëåå êîìïàêòíîé õàðàêòåðèñòèêè

êëàññîâ ìàëîñòè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå èõ ñâîéñòâî: ìíîæåñòâî âîçìóùåíèé óäîâëåòâî-

ðÿåò ïðåäëîæåííîìó îïðåäåëåíèþ êëàññà ìàëîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

ìàòðè÷íîé àëãåáðîé íàä ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì èäåàëîì êîëüöà �óíêöèé KC1(R
+) (ñ ïîòî÷å÷-

íûì óìíîæåíèåì), ñîäåðæàùèì õîòÿ áû îäíó ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ñèñòåìû, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, âîçìóùåíèÿ.

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t > 0, (1)

ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ A è ìàòðèöåé Êîøè XA. Íà-

ðÿäó ñ ñèñòåìîé (1) ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

ẏ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ R
n, t > 0, (2)

ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé ìàòðèöåé âîçìóùåíèé Q. Äëÿ ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ ñè-

ñòåìû (2) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå λn(A+Q).
Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ îïè-

ñàíèå âëèÿíèÿ âîçìóùåíèé êîý��èöèåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì êëàññàì, íà àñèìï-

òîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2). Ïðè ýòîì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ðàññìàòðèâàåìûå âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè â òîì èëè èíîì ñìûñëå. Íàïðèìåð, ïðè

âû÷èñëåíèè âåëè÷èí Λ(M) := sup{λn(A + Q) : Q ∈ M}, òî åñòü äîñòèæèìûõ âåðõíèõ îöå-

íîê äëÿ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû (2) ñ âîçìóùåíèÿìè èç çàäàííîãî êëàññà âîçìóùåíèé M, ñì. [1,

ñ. 157℄, [2℄, [3, ñ. 46℄, [4℄, èñïîëüçóþòñÿ êëàññû áåñêîíå÷íî ìàëûõ [5℄,

Q(t) → 0, t → +∞, (3)

è ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ [6℄,

‖Q(t)‖ 6 C(Q) exp(−σ(Q)t), C(Q) > 0, σ(Q) > 0, (4)
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âîçìóùåíèé; êëàññû σ-âîçìóùåíèé [7℄:

‖Q(t)‖ 6 C(Q) exp(−σt), C(Q) > 0, σ > 0; (5)

êëàññû ñòåïåííûõ âîçìóùåíèé:

‖Q(t)‖ 6 C(Q)t−γ , t > 0, C(Q) > 0, γ > 0; (6)

èõ îáîáùåíèé [8, 9℄:

‖Q(t)‖ 6 C(Q) exp(−σθ(t)), C(Q) > 0, σ > 0, (7)

‖Q(t)‖ 6 C(Q) exp(−σ(Q)θ(t)), C(Q) > 0, σ(Q) > 0, (8)

ãäå θ � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì;

êëàññû áåñêîíå÷íî ìàëûõ â ñðåäíåì [10℄ è ñóììèðóåìûõ âîçìóùåíèé [11℄:

lim
t→+∞

1

t

∫ t

0
‖Q(τ)‖ dτ = 0,

∫ +∞

0
‖Q(t)‖ dt < +∞; (9)

à òàêæå èõ âåñîâûå è ñòåïåííûå ìîäè�èêàöèè [1, 
. 309℄, [12�16℄:

lim
t→+∞

1

t

∫ t

0
ϕ(τ)‖Q(τ)‖ dτ = 0;

∫ +∞

0
ϕ(t)‖Q(t)‖ dt < +∞, (10)

lim
t→+∞

1

t

∫ t

0
ϕ(τ)‖Q(τ)‖p dτ = 0;

∫ +∞

0
ϕ(t)‖Q(t)‖p dt < +∞, (11)

ãäå p > 1, ϕ � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïîëóîñè t > 0.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ [8, 9, 11, 13�16℄ äëÿ âåëè÷èíû Λ(M) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí àëãîðèòì,

àíàëîãè÷íûé àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ ñèãìà-ïîêàçàòåëÿ Í.À. Èçîáîâà [7℄. Â íåêîòîðûõ äðóãèõ

ñëó÷àÿõ [5,6,8�10℄ èìåþò ìåñòî �îðìóëû, ñõîäíûå ñ �îðìóëîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðàëüíîãî [1,


. 99℄, [2℄, [3, 
. 48℄, [4℄ ïîêàçàòåëÿ

Ω(A) = lim
T→+∞

lim
k→∞

1

mT

m∑
k=1

ln ‖XA(kT, kT − T )‖, (12)

îïðåäåëÿåìîãî òàê íàçûâàåìûìè ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè, êîòîðûå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå îáðàçó-

þò ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íîãî âûøåïåðå÷èñëåííûì êëàññàì ìàëîñòè, à íàäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé

�èëüòðà. Êëàññû ìàëîñòè âîçìóùåíèé M, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà Λ(M) èìååò ïðåäñòàâëåíèå,
àíàëîãè÷íîå �îðìóëå (12), â [8, 9℄ íàçâàíû ïðåäåëüíûìè.

Â [17℄ ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàå-

ìûé êëàññ ìàëîñòè âîçìóùåíèé áûë ïðåäåëüíûì. Ôîðìóëèðîâêà òàêèõ óñëîâèé òðåáóåò ïðåä-

âàðèòåëüíîãî óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ êëàññà ìàëîñòè âîçìóùåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæå-

íî àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êëàññà ìàëîñòè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå ïåðå÷èñëåííûå

âûøå îáùåïðèíÿòûå êëàññû, à òàêæå óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ âîçìóùåíèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ââåäåííîìó îïðåäåëåíèþ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì, ñ�îðìóëèðóåì ìèíèìàëüíûå åñòåñòâåí-

íûå òðåáîâàíèÿ ê ïîíÿòèþ ¾êëàññ ìàëîñòè¿, íå ïðîòèâîðå÷àùèå ñâîéñòâàì êëàññîâ, ïåðå÷èñ-

ëåííûõ âûøå.

Ëèíåéíàÿ çàìåíà �àçîâûõ ïåðåìåííûõ ñ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-äè��åðåíöèðóåìîé îáðàòè-

ìîé ïðè t > 0 ìàòðèöåé L ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1) â ñèñòåìó

ż = [L−1(t)A(t)L(t) − L−1(t)L̇(t)]z, z ∈ R
n, t > 0, (13)

à ñèñòåìó (2) � â ñèñòåìó

u̇ = [L−1(t)A(t)L(t) − L−1(t)L̇(t)]u+ L−1(t)Q(t)L(t)u, u ∈ R
n, t > 0. (14)
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Ñðàâíèâàÿ (13) è (14), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû

ìàòðèöà âîçìóùåíèé êîý��èöèåíòîâ ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé �àçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ïîäâåðãàåòñÿ ïîòî÷å÷íîìó ñîïðÿæåíèþ çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè,

êðîìå ìàòðèöû L, îãðàíè÷åííûìè íà ïîëóîñè ÿâëÿþòñÿ òàêæå îáðàòíàÿ ìàòðèöà L−1
è ïðî-

èçâîäíàÿ L̇, òî L íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà [1, ñ. 245℄, [3, ñ. 138℄, à ñîîòâåòñòâóþùåå åé

ïðåîáðàçîâàíèå � ïðåîáðàçîâàíèåì Ëÿïóíîâà. Îáúåêòû, èçó÷àåìûå â òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ïîêàçàòåëåé, êàê ïðàâèëî, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà, ïîýòîìó

â êà÷åñòâå êëàññîâ ìàëîñòè âîçìóùåíèé â ýòîé òåîðèè åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâà

âîçìóùåíèé, îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü

íåêîòîðûå óñëîâèÿ òèïà ìîíîòîííîñòè, ñâÿçàííûå ñ âåëè÷èíîé ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé

è îáåñïå÷èâàþùèå ïðèíàäëåæíîñòü äàííîìó êëàññó âñåõ âîçìóùåíèé, ìåíüøèõ, ÷åì òå, î êîòî-

ðûõ èçâåñòíî, ÷òî îíè ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò. Íàêîíåö, â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà

òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà æåëàòåëüíî, ÷òîáû ïðèíàäëåæíîñòü ëþáîìó çàäàííîìó êëàññó

ìàëîñòè â íàèìåíüøåé ñòåïåíè çàâèñåëà îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ âîçìóùåíèåì íà êîíå÷íûõ

îòðåçêàõ âðåìåíè.

Ïóñòü Sn×n
� ìíîæåñòâî âñåõ n× n-ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî ìíî-

æåñòâà S, â ÷àñòíîñòè, R
n×n

� ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ n× n-ìàòðèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

KCn(R
+) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ìàòðèö-�óíêöèé,

îïðåäåëåííûõ âñþäó íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè R
+ := [0,+∞[ è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ

â R
n×n

. Î÷åâèäíî, KCn(R
+) = KC1(R

+)n×n
. Ýëåìåíòû KCn(R

+) áóäåì íàçûâàòü âîçìóùå-

íèÿìè. Â R
n×n

, ðàññìàòðèâàåìîì êàê ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, çà�èêñèðóåì êàêóþ-

ëèáî íîðìó ‖ · ‖. Ýòà íîðìà (âåêòîðíàÿ íîðìà) ìîæåò íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì ñîãëàñîâàííîñòè

ñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû. Äëÿ ëþáîãî Q ∈ KCn(R
+) ÷åðåç ‖Q‖ áó-

äåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò γ ∈ KC1(R
+), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì γ(t) = ‖Q(t)‖ ïðè âñåõ t > 0.

Íà ìíîæåñòâå KC1(R
+) ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 6 ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó: ϕ 6 β,

åñëè ϕ(t) 6 β(t) ïðè âñåõ t > 0. Â îòíîøåíèè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ äëÿ �óíêöèé γ ∈ KC1(R
+)

áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå: íåðàâåíñòâî γ > 0 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà γ(t) > 0 ïðè âñåõ t > 0 è âñå ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèå ïðåäåëû lim
t→t0±0

γ(t) òàêæå ïîëîæè-

òåëüíû äëÿ ëþáîãî t0 > 0. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû KC1(R
+) êóñî÷íî-íåïðåðûâíû, íåðàâåíñòâî

γ > 0, ïîíèìàåìîå â ñìûñëå ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ inf
t∈∆

γ(t) > 0

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà ∆ ⊂ R
+
. Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó óñëîâèþ, áóäåì

íàçûâàòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä äîïóñòèìûì êëàññîì âîçìóùåíèé áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíîå ìíî-

æåñòâî M ⊂ KCn(R
+), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì.

A0. Ìíîæåñòâî M íåïóñòî è íå ñîâïàäàåò ñî âñåì KCn(R
+).

A1. Ìíîæåñòâî M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà, òî åñòü äëÿ ëþ-

áîé ìàòðèöû Q ∈ M è ëþáîé n × n-ìàòðèöû Ëÿïóíîâà L ìàòðèöà L−1QL òàêæå

ïðèíàäëåæèò M.

A2. Åñëè Q ∈ M, òî âñå P ∈ KCn(R
+) òàêèå, ÷òî ‖P (t)‖ 6 ‖Q(t)‖ ïðè âñÿêîì t > 0, òàêæå

ïðèíàäëåæàò M.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ñåìåéñòâ âîçìóùåíèé (3)�(11) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A0�A2.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà M ⊂ KCn(R
+) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå åìó

ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé B(M) := {‖Q‖ ∈ KC1(R
+) : Q ∈ M}. Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ âñÿêîãî

ìíîæåñòâà B ⊂ KC1(R
+) îïðåäåëèì îãðàíè÷èâàåìîå èì ìíîæåñòâî n × n-ìàòðèö Mn(B) :=

= {Q ∈ KCn(R
+) : ‖Q(t)‖ 6 β(t), β ∈ B}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Mn(B(M)) = M äëÿ âñÿ-

êîãî ìíîæåñòâà M ⊂ KCn(R
+), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ A2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñòèìûé

êëàññ è åãî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè M � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé è n > 2, òî äëÿ ëþáûõ Q ∈ M

è c ∈ R ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå cQ ∈ M.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè c = 0, òî cQ ∈ M, òàê êàê òîæäåñòâåííî íóëåâàÿ ìàòðèöà

ñîäåðæèòñÿ â M â ñèëó óñëîâèé A0 è A2. Ïóñòü c 6= 0. Âîçüìåì ëþáîå âîçìóùåíèå Q ∈ M

è îáîçíà÷èì ÷åðåç S = (sij)
n
i,j=1 ∈ R

n×n
ìàòðèöó, ó êîòîðîé s1n = 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû

íóëåâûå. Ïîëîæèì ν = ‖S‖, β(t) = ‖Q(t)‖ è P (t) = ν−1β(t)S. Òîãäà ‖P (t)‖ = β(t) è â ñèëó óñëî-
âèÿ A2 èìååì âêëþ÷åíèå P ∈ M. Ïóñòü òåïåðü L = diag(c−1, 1, . . . , 1). Òàê êàê ìàòðèöà L îáðà-

òèìà è ïîñòîÿííà, îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà, ïîýòîìó â ñèëó óñëîâèÿ A1 èìååì âêëþ-

÷åíèå L−1PL ∈ M. Íî L−1P (t)L = cP (t) è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖L−1P (t)L‖ = |c|β(t) = ‖cQ(t)‖.
Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ A2 ïîëó÷àåì, ÷òî cQ ∈ M.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè M � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé è n > 2, òî ïðè ëþáûõ β ∈ B(M)
è c > 0 äëÿ âñÿêîãî ϕ ∈ KC1(R

+) òàêîãî, ÷òî 0 6 ϕ 6 cβ, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ϕ ∈ B(M).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü β ∈ B(M). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå Q ∈ M, ÷òî β(t) = ‖Q(t)‖
ïðè âñåõ t > 0. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 èìååì cQ ∈ M, ïîýòîìó cβ = ‖cQ‖ ∈ B(M) ïî

îïðåäåëåíèþ B(M). Åñëè ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ, òî äëÿ âîçìóùåíèÿ ϕE, ãäå
E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñïðàâåäëèâà îöåíêà ‖ϕ(t)E‖ = ϕ(t)‖E‖ 6 cβ(t) ïðè c = ‖E‖ > 0. Òàê
êàê cβ ∈ B(M) ïðè c > 0, â ñèëó A2 èìååì âêëþ÷åíèå ϕE ∈ M, îòêóäà òðåáóåìîå âûòåêàåò ïî

îïðåäåëåíèþ B(M).

Çàìå÷àíèå 1. Ñëåäñòâèå 1 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî B(M) ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, êîíóñîì è,

âî-âòîðûõ, íàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì â ñìûñëå [18℄.

Óòâåðæäåíèå 2. ÅñëèM � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé è n > 2, òî ìíîæåñòâîB(M)
íå çàâèñèò îò âûáîðà íîðìû ‖ · ‖ íà R

n×n
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ íîðìà ‖ ·‖ íà Rn×n
è âû÷èñëåíî

ìíîæåñòâî B(M). Ïîêàæåì, äëÿ ëþáîé äðóãîé íîðìû ‖ · ‖1 íà ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå è ëþáîé

ìàòðèöû Q ∈ M âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå ‖Q‖1 ∈ B(M). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè
âñåõ íîðì íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî ïðè âñåõ
t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖Q(t)‖1 6 c‖Q(t)‖. Òàê êàê �óíêöèÿ ‖Q‖ ïðèíàäëåæèò B(M),
òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 �óíêöèÿ ‖Q‖1 òîæå ïðèíàäëåæèò B(M). Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü

âûáîðà èñïîëüçóåìûõ íîðì, èìååì òðåáóåìîå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè n > 2 è M � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé

íîðìû ‖ · ‖ íà R
n×n

, òî M ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì è îòíîñèòåëüíî ëþáîé äðóãîé íîðìû íà ýòîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà Mn(B(M)) = M è óòâåðæäåíèÿ 2.

Åñëè n = 1, òî óñëîâèå A1 òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå L−1QL = Q äëÿ

ëþáîé ìàòðèöû Ëÿïóíîâà L è ëþáîãî âîçìóùåíèÿ Q. Ïîýòîìó äëÿ îäíîìåðíûõ äîïóñòèìûõ

êëàññîâ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 íå âûïîëíÿþòñÿ íè óòâåðæäåíèÿ 1 è 2, íè èõ ñëåäñòâèÿ.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî A = {ϕ ∈ KC1(R
+) : |ϕ(t)| 6 2} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A0�A2

è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1. Òåì íå ìåíåå äëÿ ëþáîãî

íåíóëåâîãî ϕ ∈ A �óíêöèÿ cϕ ïðè âñÿêîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïîëîæèòåëüíîì c ∈ R íå

ïðèíàäëåæèò A.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ êëàññà ìàëîñòè ñëåäóåò ïîëîæèòü ñâîéñòâà ìíîæå-

ñòâà B(M), èñêóññòâåííî ðàñïðîñòðàíèâ èõ íà ñêàëÿðíûé ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî B íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé èç KC1(R
+), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì òðåì óñëî-

âèÿì.
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B0. Ìíîæåñòâî B íåïóñòî è íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé

èç KC1(R
+).

B1. Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, òî åñòü cB ⊂ B äëÿ ëþáîãî c > 0.

B2. Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåííûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü âìåñòå ñî âñÿêèì ñâîèì

ýëåìåíòîì β ñîäåðæèò è âñå �óíêöèè ϕ ∈ KC1(R
+) òàêèå, ÷òî 0 6 ϕ(t) 6 β(t) ïðè

t > 0.

Óòâåðæäåíèå 3. ÅñëèM ⊂ KCn(R
+) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì âîçìóùåíèé è n > 2,

òî B(M) � äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé è M = Mn(B(M)).
Åñëè B ⊂ KC1(R

+) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé, òî Mn(B) � äîïóñòè-

ìûé êëàññ âîçìóùåíèé ïðè ëþáîì n > 2 è B = B(Mn(B)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè M � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé è n > 2, òî óñëîâèÿ B1
è B2 âûïîëíåíû äëÿB(M) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1. Íåïóñòîòà B(M) âûòåêàåò èç âêëþ÷åíèÿ 0 ∈ M,

óñòàíîâëåííîãî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1. Ñîâïàäåíèå æå B(M) ñî âñåì ìíîæåñòâîì

íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé èç KC1(R
+) íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó A2 âû-

ïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî M = KCn(R
+), ïðîòèâîðå÷àùåå A0. �àâåíñòâî M = Mn(B(M)), êàê

óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé.

Åñëè B � äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé, òî ïðè ëþáîì n > 2 ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ A0
äëÿ Mn(B) âûòåêàåò èç óñëîâèÿ B0, à óñëîâèÿ A2 � èç óñëîâèÿ B2. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîë-

íåíî óñëîâèå A1. Âîçüìåì ëþáîå Q ∈ Mn(B) è ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó Ëÿïóíîâà L, à â êà-

÷åñòâå íîðìû ‖ · ‖ çà�èêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ìàòðè÷íóþ íîðìó. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå β ∈ B

è c > 0, ÷òî ‖Q(t)‖ 6 β(t) è c > max{‖L−1(t)‖, ‖L(t)‖} ïðè âñåõ t > 0. Îòñþäà è èç îöåí-

êè ‖L−1(t)Q(t)L(t)‖ 6 ‖L−1(t)‖‖L(t)‖‖Q(t)‖ 6 c2β(t) â ñèëó óñëîâèÿ B1 âûòåêàåò âêëþ÷åíèå

‖L−1QL‖ ∈ B, îçíà÷àþùåå ïî îïðåäåëåíèþ Mn(B), ÷òî L−1QL ∈ M.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà B = B(Mn(B)) çàêëþ÷àåòñÿ â åãî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå

èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ B(M) è Mn(B) è ñ ó÷åòîì ïðèíàäëåæíîñòè âîçìóùåíèÿ βE
êëàññó Mn(B) ïðè âñÿêîì β ∈ B. Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 2 âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 4. Âñÿêèé äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé ñîäåðæèò òîæäåñòâåííî íóëå-

âóþ �óíêöèþ è íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ êîíñòàíò. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ

êëàññîâ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé. Îáúåäèíåíèå êàêîãî-ëèáî

íàáîðà äîïóñòèìûõ êëàññîâ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî íå ñîâïàäàåò ñî âñåì KC1(R
+).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå β ∈ KC1(R
+) è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

B[β] :=
⋃
c>0

{ϕ ∈ KC1(R
+) : 0 6 ϕ 6 cβ}.

Èíà÷å ãîâîðÿ, B[β] ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïðè âñåõ t > 0
óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå ϕ(t) 6 cϕβ(t) ñ êîíñòàíòîé cϕ, ñâîåé äëÿ êàæäîãî ϕ.

Óòâåðæäåíèå 5. Ìíîæåñòâî B[β] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà inf
t>0

β(t) = 0. Åñëè B[β] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé,

òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ êëàññîâ îãðàíè÷åíèé,

ñîäåðæàùèõ β.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè inf
t>0

β(t) = b > 0, òî êîíñòàíòà b > 0 ñîäåðæèòñÿ â B[β]

è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4 ìíîæåñòâî B[β] íå ìîæåò áûòü äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé.

Åñëè æå inf
t>0

β(t) = 0, òî inf
t>0

ϕ(t) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ B[β], ïîýòîìó B[β] 6= KC1(R
+). Ïîñêîëüêó

ïðè ýòîì β ∈ B[β], óñëîâèå B0 âûïîëíåíî.
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Ïóñòü ϕ ∈ B[β]. Òîãäà íàéäåòñÿ cϕ > 0 òàêîå, ÷òî 0 6 ϕ(t) 6 cϕβ(t) ïðè âñåõ t > 0. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî γ ∈ KC1(R

+), ïðè âñåõ t > 0 óäîâëåòâîðÿþùåãî îöåíêå 0 6 γ(t) 6 ϕ(t), âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî 0 6 γ 6 cϕβ, òî åñòü γ ∈ B[β], è çíà÷èò, óñëîâèå B2 âûïîëíåíî. Êðîìå òîãî,

äëÿ ëþáîãî c > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî 0 6 cϕ 6 ccϕβ, â ñèëó êîòîðîãî cϕ ∈ B[β], ÷òî
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ B1.

Åñëè ìíîæåñòâî B
′ ⊂ KC1(R

+) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé è ñîäåðæèò β,
òî â ñèëó óñëîâèé B1 è B2 îíî äîëæíî ñîäåðæàòü âñå �óíêöèè ϕ ∈ KC1(R

+) òàêèå, ÷òî ïðè

êàêîì-ëèáî c > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 6 ϕ 6 cβ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B
′ ⊃ B. Óòâåðæäåíèå 5

äîêàçàíî.

Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà äîïóñòèìûõ êëàññîâ âîçìóùåíèé è îãðàíè÷åíèé äîñòàòî÷íî õîðî-

øî ñîîòâåòñòâóþò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì î êëàññàõ ìàëîñòè. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò

ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåíèÿì 1 è 2, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ êëàññàìè ìàëîñòè íè

â êàêîì ðàçóìíîì ñìûñëå.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü β0(t) = | sin πt|. Òîãäà B[β0] ñîäåðæèò �óíêöèè C sinπt ñ ïðîèçâîëüíî

áîëüøèìè àìïëèòóäàìè C > 0, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ýòî ìíîæåñòâî êëàññîì ìàëîñòè.

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ìíîæåñòâà Mn(B[β0]) ïðè n > 2 ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè êëàññàìè âîç-

ìóùåíèé. Èõ òàêæå, î÷åâèäíî, íåëüçÿ ñ÷èòàòü êëàññàìè ìàëîñòè. Çàìåòèì, ÷òî âñå �óíêöèè,

âõîäÿùèå â B[β0], îáðàùàþòñÿ â 0 â òî÷êàõ ìíîæåñòâà N.

Ïðèìåð 3. Ïðè êàæäîì k ∈ N îïðåäåëèì �óíêöèè βk ðàâåíñòâàìè βk(t) = 1 ïðè t ∈ [k −
−1, k[ è βk(t) = 0 � âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïóñòü A = 2N \ {N} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-

ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, íå ñîâïàäàþùèõ ñî âñåì N. Äëÿ ëþáîãî α ∈ A
ïîëîæèì βα =

∑
k∈α

βk è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

B =
⋃
α∈A

B[βα].

Ïîñêîëüêó N 6∈ A, òî B íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ êîíñòàíò, è ïîýòîìó B 6= KC1(R
+). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé. Ïðè ýòîì ó ýëåìåíòîâ B

íå ñóùåñòâóåò îáùåãî ìíîæåñòâà íóëåé, íî îíè åñòü ó ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç B[βα].

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü íàëè÷èÿ îáùèõ íóëåé â ñåìåéñòâàõ �óíêöèé ñî ñòàíäàðòíîé êîíñòðóêöèåé

èäåàëîâ â �óíêöèîíàëüíûõ êîëüöàõ è ïîëóãðóïïàõ, ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äîïóñòè-

ìûìè êëàññàìè îãðàíè÷åíèé è èäåàëàìè â àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ íà KC1(R
+).

Ìíîæåñòâî KC1(R
+) ñ îïåðàöèÿìè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîììó-

òàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Ýòî êîëüöî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç K1, à ïîëóãðóïïó íåîò-

ðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ K1 ñ îïåðàöèåé ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ � ÷åðåç K∗
+. Íàïîìíèì, ÷òî

ïîäìíîæåñòâî I êîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïû P íàçûâàåòñÿ åå èäåàëîì [19, 
. 193℄, åñëè âû-

ïîëíåíî âêëþ÷åíèå PI ⊂ I. Åñëè ïðè ýòîì I 6= ∅ è I 6= P , òî I íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

èäåàëîì.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé B ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-

íûì èäåàëîì ïîëóãðóïïû K∗
+.

Ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé èäåàë I ïîëóãðóïïû K∗
+, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ B2, ÿâ-

ëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B � äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé. Âîçüìåì ëþáûå β ∈
∈ B è ϕ ∈ K∗

+. Òàê êàê �óíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà, èìååì c = sup
t>0

ϕ(t) < +∞. Òîãäà ïðè âñåõ t > 0

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 6 ϕ(t)β(t) 6 cβ(t). Îòñþäà â ñèëó B1 è B2 ïîëó÷àåì, ÷òî ϕβ ∈ B,

òî åñòü K∗
+B ⊂ B. Íåòðèâèàëüíîñòü B ñëåäóåò èç B0.
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Ïóñòü I � íåòðèâèàëüíûé èäåàë â K∗
+. Òîãäà óñëîâèå B0 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, à B2 �

ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ. Âûïîëíåíèå B1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû

ñîäåðæàòñÿ â K∗
+. Óòâåðæäåíèå 6 äîêàçàíî.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ B2 â óòâåðæäåíèè 6 îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äîïóñòèìûå êëàññû îãðà-

íè÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëàìè ñîäåðæàò ¾ëèøíèå¿ ýëåìåíòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ èç-çà íàëè÷èÿ

ó �óíêöèé, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî, îáùèõ íóëåé.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü β1(t) = 0 ïðè 0 6 t 6 1, β1(t) = 1 ïðè t > 2 è β1(t) = t− 1 ïðè 1 6 t 6 2.
Ñðàâíèì ìíîæåñòâî B[β1] è ãëàâíûé èäåàë β1K

∗
+ ïîëóãðóïïû K∗

+ [19, ñ. 212℄.

Ôóíêöèÿ

ϕ(t) = β1(t) sin
1

t− 1
,

äîîïðåäåëåííàÿ ïðè t = 1 ðàâåíñòâîì ϕ(1) = 0, ñîäåðæèòñÿ â B[β1], ïîñêîëüêó îíà íåïðåðûâíà
íà R

+
è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ϕ 6 β1. Â òî æå âðåìÿ ϕ 6∈ β1K

∗
+, òàê êàê ÷àñòíîå ϕ(t)/β1(t) îïðå-

äåëåíî ëèøü ïðè t > 1 è íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà îòðåçîê [0, 1] ñ ñîõðàíåíèåì êóñî÷íîé

íåïðåðûâíîñòè èç-çà íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïðè t → 1 + 0.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû

�óíêöèé, èñêëþ÷àþùåå òàêèå ñëó÷àè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî B ⊂ KC1(R
+) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàæîðèðîâàíèÿ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Â3.

B3. Äëÿ ëþáîãî β ∈ B âî ìíîæåñòâå B íàéäåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ ìàæîðàíòà, òî

åñòü òàêîé ýëåìåíò γ ∈ B, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà γ > β è γ > 0.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïðîèçâîëüíûé íåòðèâèàëüíûé èäåàë I ïîëóãðóïïû K∗
+, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèé óñëîâèþ ìàæîðèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü I � íåòðèâèàëüíûé èäåàë â K∗
+. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 6

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ B2. Âîçüìåì ëþáîå β ∈ I è íàéäåì ýëåìåíò γ ∈ I,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ óñëîâèåì B3. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ϕ ∈ KC1(R

+),
òàêîãî, ÷òî 0 6 ϕ(t) 6 β(t) ïðè âñåõ t > 0, ÷àñòíîå η(t) = ϕ(t)/γ(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ

t > 0, óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå 0 6 η(t) 6 1 è ïðèíàäëåæèò KC1(R
+). Ñëåäîâàòåëüíî, η ∈ K∗

+

è, ïîñêîëüêó B � èäåàë â K∗
+, ïðîèçâåäåíèå ϕ = γη ëåæèò â BK∗

+ ⊂ B, òî åñòü óñëîâèå B2

âûïîëíåíî. Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.

Óñëîâèå ìàæîðèðîâàíèÿ íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå îáùèõ íóëåé ó óäîâëåòâîðÿþùå-

ãî åìó ìíîæåñòâà �óíêöèé, íî è ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ ïîñëåäíåãî èç òðåõ ñ�îðìóëèðîâàí-

íûõ â íà÷àëå ñòàòüè òðåáîâàíèé ê êëàññó ìàëîñòè, òî åñòü ê íåçàâèñèìîñòè ïðèíàäëåæíîñòè

�óíêöèè ëþáîìó çàäàííîìó êëàññó ìàëîñòè îò åå ïîâåäåíèÿ íà âñÿêîì êîíå÷íîì îòðåçêå.

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü B � äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

ìàæîðèðîâàíèÿ, è β ∈ B. Òîãäà ëþáàÿ �óíêöèÿ µ ∈ KC1(R
+), òàêàÿ, ÷òî µ(t) = β(t) ïðè

âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t, ïðèíàäëåæèò B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàéäåì ýëåìåíò γ ∈ B, ìàæîðèðóþùèé ýëåìåíò β ñîãëàñíî óñëî-

âèþ B3, è äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà T > 0 ïîëîæèì Γ(T ) = inf
t∈[0,T ]

γ(t), M(T ) = sup
t∈[0,T ]

µ(t). Ïîñêîëüêó

γ > 0, èìååì ñîîòíîøåíèå Γ(T ) > 0, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷èñëî q = max{1,M/Γ}. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû îöåíêè qγ > γ > β è qγ(t) > M(T )γ(t)/Γ(T ) > M(T ) > µ(t) ïðè t ∈ [0, T ]. Åñëè
µ(t) = β(t) ïðè âñåõ t > T , òî îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî qγ > µ. Íî qγ ∈ B ñîãëàñíî B1, è

ïîýòîìó µ ∈ B â ñèëó B2. Óòâåðæäåíèå 8 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2. Ñàìà ïî ñåáå íåçàâèñèìîñòü ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè ðàññìàòðèâàåìîìó

êëàññó îò åå ïîâåäåíèÿ íà âñÿêîì êîíå÷íîì îòðåçêå íå èñêëþ÷àåò ïàòîëîãèè, ñâÿçàííûå ñ íà-

ëè÷èåì îáùèõ íóëåé, ïðèìåðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû âûøå. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî

ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî âñåõ �óíêöèé èç KC1(R
+), ñîâïàäàþùèõ ñ ýëåìåíòàìè B[β0] èç ïðèìå-

ðà 2 â îêðåñòíîñòè +∞.
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Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîé äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé

ñâîèõ ýëåìåíòîâ β è γ ñîäåðæèò â ñèëó óñëîâèÿ B2 èõ ìèíèìóì β∧γ, (β∧γ)(t) := min{β(t), γ(t)},
íî ìîæåò íå ñîäåðæàòü èõ ìàêñèìóì β ∨ γ, (β ∨ γ)(t) := max{β(t), γ(t)}, è ñóììó β + γ.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü B1 ñîñòîèò èç ñóììèðóåìûõ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ýëåìåíòîâ K∗
+,

à B2 � èç ýëåìåíòîâ K∗
+, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè t > 1 îöåíêå 0 6 ϕ(t) 6 cϕt

−1/2
ñ íåêîòî-

ðûì cϕ > 0. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì êëàññîì îãðàíè÷åíèé,

ïîýòîìó ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4 èõ îáúåäèíåíèå B = B1 ∪ B2 òîæå äîïóñòèìûé êëàññ îãðà-

íè÷åíèé. Çàäàäèì �óíêöèþ γ ðàâåíñòâîì γ(t) = t−1/2
ïðè t > 1 è ðàâåíñòâîì γ(t) = 1 ïðè

0 6 t 6 1, à �óíêöèþ β óñëîâèÿìè β(t) = 1 ïðè t ∈ [k, k + 2−k], k ∈ N, è β(t) = 0 âî âñåõ

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîñêîëüêó β(t) 6→ 0 ïðè t → +∞ è

∫ +∞

0
γ(t) dt = +∞,

∫ +∞

0
β(t) dt =

∞∑
k=1

2−k = 1,

èìååì âêëþ÷åíèÿ β ∈ B1, β 6∈ B2, γ ∈ B2 è γ 6∈ B1, à òàêæå, î÷åâèäíî, β + γ 6∈ B1 ∪ B2

è β ∨ γ 6∈ B1 ∪B2.

Ïóñòü M = M2(B). Åñëè ‖Q‖ = max
i,j

|qij| è Q0 = diag(β, γ), òî ‖Q0‖ = β ∨ γ 6∈ B, è ïîýòîìó

Q0 6∈ M, òî åñòü îáà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Q0 äîëæíû ïðèíàäëåæàòü

îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó: ëèáî B1, ëèáî B2. Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó Q ∈ M

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà ‖Q‖ ∈ B è ‖Q‖ > qij ïðè âñåõ i, j ∈ {1, 2}. Åñëè ïðè

ýòîì ‖Q‖ ∈ B1, òî è âñå qij ïðèíàäëåæàò B1 â ñèëó óñëîâèÿ B2. Åñëè æå ‖Q‖ ∈ B2, òî qij ∈ B2

ïðè âñåõ i, j ∈ {1, 2}. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Q ∈ B2×2
1 èëè Q ∈ B2×2

2 . Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå

ñïðàâåäëèâî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû Q ìîãóò ìåíÿòü çíàê. Ýòî ïîêàçûâàåò,

÷òî êîìïîíåíòû B1 è B2 öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè B � äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû: à) êëàññ B çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ;

á) êëàññ B çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ ïîòî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà ñâîèõ ýëåìåí-

òîâ; â) ìíîæåñòâî b = B−B ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ðàâíîñèëüíîñòè à) è á) âûòåêàåò èç óñëîâèÿ B2 è î÷åâèäíûõ íåðà-

âåíñòâ

max{β(t), γ(t)} 6 β(t) + γ(t) 6 2max{β(t), γ(t)},

ñïðàâåäëèâûõ äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ �óíêöèé.

Ïóñòü ìíîæåñòâî b ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K1. Âîçüìåì ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ϕ ∈ b. Ïî

îïðåäåëåíèþ b íàéäóòñÿ òàêèå β1, β2 ∈ B, äëÿ êîòîðûõ ϕ = β1 −β2. Òîãäà ïðè âñåõ t > 0 ñïðà-
âåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 6 ϕ(t) = β1(t)−β2(t) 6 β1(t), îçíà÷àþùèå â ñèëó óñëîâèÿ B2, ÷òî ϕ ∈ B.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêèé ýëåìåíò β ∈ B ïðåäñòàâèì â âèäå β = β− 0, è ïîýòîìó β ∈ b. Òàêèì

îáðàçîì, B ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ b. Òàê êàê èäåàë êîëüöà �

ïîäêîëüöî, îòñþäà ïîëó÷àåì çàìêíóòîñòü B îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîé

èìïëèêàöèè ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ èäåàëà êîëüöà äëÿ b.

Îïðåäåëåíèå 3. Äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé, çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïî-

òî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì êëàññîì.

Ïðèìåð 6. Ïðè ëþáîì β ∈ KC1(R
+) ìíîæåñòâî B[β] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì êëàññîì.

Ñëåäñòâèå 3. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì

êëàññîì. Ñóììà ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì êëàñ-

ñîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà íå ñîâïàäàåò ñî âñåì KC1(R
+).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü E1 è E2 � ýëåìåíòàðíûå êëàññû. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîæå-

ñòâà E1 + E2 âûïîëíåíî óñëîâèå B2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ϕ ∈ E1 + E2 è ëþáîå γ ∈ KC1(R
+),

òàêîå, ÷òî 0 6 γ 6 ϕ. Ïðåäñòàâèì ϕ â âèäå ϕ = ϕ1 + ϕ2, ãäå ϕ1 ∈ E1 è ϕ2 ∈ E2, è ïîëîæèì

γ1 = ϕ1∧γ 6 ϕ1 òàê, ÷òî γ1 ∈ E1. Òîãäà γ2 = γ−γ1 óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì γ2 = γ− (ϕ1∧γ) > 0
è γ2 = (γ−ϕ1)∨ 0 6 (ϕ−ϕ1)∨ 0 = ϕ2, â ñèëó êîòîðûõ γ2 ∈ E2 è γ ∈ E1+E2. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü

óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 3 è óòâåðæäåíèÿ 4.

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü E � ýëåìåíòàðíûé êëàññ. Òîãäà ìíîæåñòâî e = E−E ñîñòîèò

èç âñåõ ýëåìåíòîâ ϕ ∈ KC1(R
+), óäîâëåòâîðÿþùèõ îöåíêå |ϕ| 6 β ïðè êàêîì-ëèáî β ∈ E.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ϕ ∈ e, òî íàéäóòñÿ òàêèå ϕ1, ϕ2 ∈ E, ÷òî ϕ = ϕ1 − ϕ2.

Îòñþäà èìååì îöåíêó |ϕ| 6 ϕ1 + ϕ2, ïðè÷åì ϕ1 + ϕ2 ∈ E, ïîñêîëüêó ýëåìåíòàðíûé êëàññ E

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü òåïåðü äëÿ ϕ ∈ KC1(R
+) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà |ϕ| 6 β ïðè êàêîì-ëèáî β ∈ E. Ïîëîæèì ϕ1 = ϕ ∨ 0 è ϕ2 = −ϕ ∧ 0. Òîãäà ϕ = ϕ1 − ϕ2

è |ϕ| = ϕ1 + ϕ2, ïðè÷åì ϕ1, ϕ2 > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ1, ϕ2 6 β, à ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,

ϕ1, ϕ2 ∈ KC1(R
+), òî ϕ1, ϕ2 ∈ E è ϕ = ϕ1 − ϕ2 ∈ E− E. Óòâåðæäåíèå 10 äîêàçàíî.

Ïóñòü A ⊂ K∗
+ � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî. Íàèìåíüøèé ýëåìåíòàðíûé êëàññ E[A], ñî-

äåðæàùèé A, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì êëàññîì, ïîðîæäåííûì ýòèì ìíîæåñòâîì. Åñëè

÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A êîíå÷íî, ïîðîæäåííûé èì ýëåìåíòàðíûé êëàññ áóäåì íàçûâàòü

êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.

Óòâåðæäåíèå 11. Ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàðíûé êëàññ ïîðîæäàåòñÿ îäíèì

ñâîèì ýëåìåíòîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A = {β1, . . . , βm}. Òîãäà γ := β1+ . . .+βm ∈ E(A), ïîñêîëü-
êó E[A] çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, è ïîýòîìó E[γ] ⊂ E[A]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, γ > βi ïðè
êàæäîì i = 1, . . . ,m, è â ñèëó B2 èìååì âêëþ÷åíèå A ⊂ E[γ]. Òàê êàê E[A] � íàèìåíüøèé ýëå-

ìåíòàðíûé êëàññ, ñîäåðæàùèé A, òî E[γ] ⊃ E[A]. Òàêèì îáðàçîì, E[γ] = E[A] è óòâåðæäåíèå 11
äîêàçàíî.

Ñóùåñòâóþò è ýëåìåíòàðíûå êëàññû, îòëè÷íûå êëàññîâ âèäà E[β]. Îíè, åñòåñòâåííî, íå
ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûìè.

Ïðèìåð 7. Êëàññ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé (4) çàäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûì êëàññîì

ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûõ �óíêöèé 0 6 β(t) 6 C(Q) exp(−σ(Q)t), ãäå C(Q) > 0, σ(Q) > 0, êî-
òîðûé ïîðîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýêñïîíåíò exp(−t/k), k ∈ N, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî

ïîðîæäåííûì. Êëàññû áåñêîíå÷íî ìàëûõ, áåñêîíå÷íî ìàëûõ â ñðåäíåì è ñóììèðóåìûõ íà ïî-

ëóîñè �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì âîçìóùåíèé (3) è (9), òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííûìè.

Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì β ∈ KC1(R
+) ìíîæåñòâî B[β] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì êëàññîì, îíî

ñîâïàäàåò ñ E[β]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèé äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé ïðåäñòàâèì â âèäå

îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ êëàññîâ

B =
⋃
β∈B

B[β] =
⋃
β∈B

E[β].

Ýëåìåíòàðíûé êëàññ, íå ñîäåðæàùèéñÿ íè â êàêîì áîëåå øèðîêîì ýëåìåíòàðíîì êëàññå, áóäåì

íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé è ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 12. Ëþáîé äîïóñòèìûé êëàññ îãðàíè÷åíèé B ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíå-

íèÿ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ êëàññîâ

B =
⋃
α∈A

Eα, (15)

ãäå A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, ïðè÷åì (Eα1
+Eα2

)\B 6= ∅ äëÿ ëþáîé ïàðû èíäåêñîâ

α1, α2 ∈ A.
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Óòâåðæäåíèå 13. Ïóñòü E � ýëåìåíòàðíûé êëàññ. Òîãäà ïðè ëþáîì n ∈ N âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî Mn(E) = e
n×n

, ãäå e = E− E.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ‖Q‖ =
n∨

i,j=1
|qij|. Åñëè Q ∈ Mn(E), òî ‖Q‖ ∈ E è, ïîñêîëüêó

|qij| 6 ‖Q‖ ïðè âñåõ i, j = 1, . . . , n â ñèëó B2 èìååì âêëþ÷åíèÿ |qij| ∈ E. Òîãäà qij ∈ e, è ïîýòîìó

Q ∈ e
n×n

. Åñëè Q ∈ e
n×n

, òî ‖Q‖ ∈ E â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 9, ïîñêîëüêó E � ýëåìåíòàðíûé

êëàññ. Íî òîãäà Q ∈ Mn(E). Óòâåðæäåíèå 13 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü M ⊂ KCn(R
+) � äîïóñòèìûé êëàññ âîçìóùåíèé è n > 2. Òîãäà

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

M =
⋃
α∈A

e
n×n
α ,

â êîòîðîì eα = Eα−Eα, à ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòàðíûå êëàññû Eα îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíè-

åì (15) äëÿ B = B(M).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó M = Mn(B(M)), òî èç (15) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå

M =
⋃
α∈A

Mn(Eα),

êîòîðîå â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 12 äàåò òðåáóåìîå.

Äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî s ⊂ KC1(R
+) áóäåì íàçûâàòü (îäíîìåðíûì) êëàññîì ìàëîñòè,

åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå s = E−E, ãäå E � ýëåìåíòàðíûé êëàññ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

ìàæîðèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâî S ⊂ KCn(R
+) áóäåì íàçûâàòü êëàññîì ìàëîñòè, åñëè îíî

ïðåäñòàâèìî â âèäå S = s
n×n

, ãäå s � îäíîìåðíûé êëàññ ìàëîñòè.

Òåîðåìà 1. Îäíîìåðíûìè êëàññàìè ìàëîñòè ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûå èäåàëû êîëüöà K1,

ñîäåðæàùèå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ, è òîëüêî îíè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè γ ∈ K1 è γ > 0, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ϕ ∈ K1 ñòðîãî ïî-

ëîæèòåëüíàÿ ìàæîðàíòà èìååò âèä ϕ+ γ. Âñÿêèé êëàññ ìàëîñòè ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà K1

â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 6. Âñÿêèé íåòðèâèàëüíûé èäåàë êîëüöà K1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

ìàæîðèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ìàëîñòè â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 7. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçà-

òåëüñòâà îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ïðî÷èå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèé âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè.
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A number of problems in the Lyapunov exponent theory of linear di�erential systems

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t > 0,


an be redu
ed to an investigation of the in�uen
e of 
oe�
ient perturbations on 
hara
teristi
 exponents

and other asymptoti
 invariants of perturbed systems

ẏ = A(t)y +Q(t)y, y ∈ R
n, t > 0.

Here perturbations are assumed to be in some 
lasses of smallness, i.e. 
ertain subsets of the spa
e KCn(R
+)

of pie
ewise 
ontinuous and bounded on the positive semiaxis n × n-matri
es. Commonly used 
lasses of

perturbations, su
h as in�nitesimal (vanishing at in�nity), exponentially de
aying or integrable on the positive

semiaxis are de�ned by spe
i�
 analyti
al 
onditions, but there is no general de�nition of the smallness 
lass.

By analyzing the desirable properties of 
ommonly used 
lasses, we propose an axiomati
 de�nition for this
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notion, su
h that most of 
lasses used in the theory of 
hara
teristi
 exponents satisfy this de�nition. Sin
e

the axioms are somewhat 
umbersome, for more 
ompa
t 
hara
terization we propose to use the following

property of smallness 
lasses: the set of perturbation satis�es the proposed de�nition if and only if it is a


omplete matrix algebra over an arbitrary non-trivial ideal of fun
tional ring KC1(R
+) (with the pointwise

multipli
ation) 
ontaining at least one stri
tly positive fun
tion.
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