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Введение

Дифференциальным играм простого преследования с равными возможностями всех игро-
ков посвящены многочисленные работы [1–3]. Необходимые и достаточные условия поимки
группой преследователей одного убегающего при условии, что множеством допустимых управ-
лений является шар единичного радиуса с центром в нуле дает теорема Б.Н. Пшеничного [1],
а в случае, когда множество допустимых управлений — произвольный выпуклый компакт —
теорема Н.Л. Григоренко [2].

Естественным обобщением указанной задачи является задача конфликтного взаимодейст-
вия с участием двух групп — преследователей и убегающих. Цель группы преследователей —
осуществить поимку всех убегающих, цель группы убегающих — предоставить возможность
по крайней мере одному из них уклониться от встречи. В работе [3] рассматривалась задача
простого преследования группы убегающих группой преследователей в случае, когда множест-
во допустимых управлений всех участников — шар с центром в начале координат. Линейная
дифференциальная игра двух групп игроков рассматривалась в [4].

В предлагаемой работе сняты некоторые ограничения на множество допустимых управ-
лений игроков. В терминах начальных позиций и параметров игры получены достаточные
условия разрешимости локальной задачи уклонения. Получена оценка минимального числа
убегающих, для которых разрешима глобальная задача уклонения от заданного количества
преследователей.

§ 1. Постановка задачи

В пространстве R
k (k > 2) рассматривается дифференциальная игра n + m лиц: n пре-

следователей P1, . . . , Pn и m убегающих E1, . . . , Em. Закон движения каждого из преследо-
вателей имеет вид

ẋi = ui, ui ∈ U, i = 1, . . . , n.

Закон движения убегающего Ej имеет вид

ẏj = vj, vj ∈ U, j = 1, . . . ,m.

При t = 0 заданы начальные позиции преследователей x0
1, . . . , x

0
n и убегающих y0

1 , . . . , y
0
m,

причем x0
i 6= y0

j (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m). Здесь xi, yj, ui, vj ∈ R
k, U ⊂ R

k — выпуклый
компакт.

Игру с n преследователями, m убегающими и заданными начальными позициями игроков
z0 = (x0

1, . . . , x
0
n, y0

1 , . . . , y
0
m) будем обозначать Γ(n,m, z0).
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Определение 1. Стратегией убегающего Ej будем называть отображение
Vj : [0,∞) × R

k(n+m)+m → U, ставящее в соответствие величинам
(
t, x1(t), . . . , xn(t), y1(t), . . . , ym(t), min

i=1,...,n
min

τ∈[0,t]
‖xi(τ) − y1(τ)‖, . . . , min

i=1,...,n
min

τ∈[0,t]
‖xi(τ) − ym(τ)‖

)

измеримую функцию vj(t) такую, что vj(t) ∈ U для всех t > 0.

Определение 2. Стратегией преследователя Pi называется отображение
Ui : [0,∞) × R

k(n+2m)+m → U, ставящее в соответствие величинам
(
t, x1(t), . . . , xn(t), y1(t), . . . , ym(t), v1(t), . . . , vm(t),

min
i=1,...,n

min
τ∈[0,t]

‖xi(τ) − y1(τ)‖, . . . , min
i=1,...,n

min
τ∈[0,t]

‖xi(τ) − ym(τ)‖
)

измеримую функцию ui(t) такую, что ui(t) ∈ U для всех t > 0.

Определение 3. В игре Γ(n,m, z0) разрешима задача преследования (происходит поим-

ка), если для любых стратегий V1, . . . , Vm убегающих E1, . . . , Em существуют стратегии
U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn такие, что существуют моменты времени τ1, . . . , τm > 0
и номера s1, . . . , sm ∈ {1, . . . , n}, для которых выполняется xsi

(τi) = yi(τi), i = 1, . . . ,m.

Определение 4. В игре Γ(n,m, z0) из состояния z0 разрешима локальная задача уклоне-

ния (происходит уклонение от встречи), если существуют стратегии V1, . . . , Vm убегающих
E1, . . . , Em такие, что для любых допустимых траекторий x1(t), . . . , xn(t) преследователей
P1, . . . , Pn существует номер s ∈ {1, . . . ,m} такой, что для всех t > 0 выполнено ys(t) 6= xi(t),
i = 1, . . . , n.

Определение 5. В игре Γ(n,m, z0) разрешима глобальная задача уклонения, если из лю-
бого начального состояния z0 разрешима локальная задача уклонения.

§ 2. Достаточные условия разрешимости локальной задачи уклонения

Лемма 1. Пусть v1 — крайняя точка выпуклого компакта U такая, что гиперплоскость

с нормалью v1, проходящая через точку v1 не имеет с U других общих точек, кроме v1;
H — гиперплоскость с нормалью v1 такая, что

1) v1 ∈ H+;

2) x0
i ∈ H− для всех i = 1, n;

3) y0
j ∈ H+ для некоторого j = 1,m,

где H+, H− — замкнутые полупространства, определяемые H. Тогда в игре Γ(n,m, z0) про-

исходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что убегающий Ej сумеет избежать поимки. Полагаем
vj(t) = v1 и предположим, что существуют i, ui(t) и момент времени τ такие, что xi(τ) =

yj(τ). Так как yj(t) = y0
j +v1(t), xi(t) = x0

i +

∫ t

0
ui(τ) dτ , то 0 = xi(τ)−yj(τ) = x0

i −y0
j −v1τ +

∫ τ

0
ui(t) dt. Отсюда

0 = (x0
i − y0

j , v1) − (v1, v1)τ +

∫ τ

0
(ui(t), v1) dt. (1)

Из предположения относительно v1 следует, что (ui(t), v1) 6 (v1, v1) для всех t. Поэтому
из равенства (1) получаем

0 6 (x0
i − y0

j , v1) − (v1, v1)τ +

∫ τ

0
(v1, v1) dt = (x0

i − y0
j , v1) 6 0.

Последнее неравенство выполнено в силу условий 1)–3) леммы. Значит, (x0
i − y0

j , v1) = 0 и

ui(t) = v1 для всех t. Тогда xi(t) = x0
i + v1t и xi(t)− yj(t) = x0

i − y0
j 6= 0. Лемма доказана. �
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Лемма 2. Пусть в игре Γ(n,m, z0) существуют гиперплоскости H, G с нормалями p,
q, где p, q — крайние точки компакта U такие, что гиперплоскость с нормалью p (со-
ответственно q ), проходящая через точку p (соответственно q ) не имеет с компактом

U других общих точек, кроме p (соответственно q ), причем (p, q) < 0; и существуют

множества I ⊂ {1, . . . , n}, J ⊂ {1, . . . ,m} такие, что выполнены следующие условия:

1) p ∈ H+, q ∈ G+;

2) x0
i ∈ G− ∩ H+, i ∈ I; x0

i ∈ H−, i /∈ I;

3) y0
j ∈ (H+ ∩ G+) \ G, j ∈ J ;

4) |J | > |I| + 1,

где H+, H−, G+, G− — замкнутые полупространства, определяемые гиперплоскостями H,
G. Тогда в игре Γ(n,m, z0) происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия 3) следует, что y0
j /∈ G, j ∈ J и поэтому можно

считать, что проекции точек y0
j , j /∈ J на гиперплоскость H попарно различны. Введем

обозначения: J0 =
{
j
∣∣ ρ(y0

j ,H) = min
k∈J

ρ(y0
k,H)

}
, H0 — гиперплоскость, проходящая через y0

j

(j ∈ J0) параллельно H; H0(t) = H0 + tp, lj(t) = y0
j + tq, j /∈ J0; τj = min

{
τ |lj(τ) ∈ H0(τ)

}
.

Задаем стратегии убегающих следующим образом: стратегии игроков Ej, j /∈ J задаем
произвольно, а стратегии Vj убегающих Ej, j ∈ J имеют вид

vj(t) = p, j ∈ J0;

vj(t) =

{
q, t ∈ [0, τj)

p, t ∈ [τj ,∞)
, j /∈ J0.

Покажем, что стратегии V1, . . . , Vm являются стратегиями уклонения. Действительно, пре-
следователи Pi, i /∈ I в силу леммы 1 не ловят ни одного из убегающих Ej , j ∈ J. Покажем,
что каждый из преследователей Pi, i ∈ I ловит не более одного убегающего Ej , j ∈ J. Пусть
утверждение неверно, то есть существуют i ∈ I, j1, j2 ∈ J, t1 > 0, t2 > 0 такие, что

xi(t1) = yj1(t1), xi(t2) = yj2(t2) (2)

для некоторой траектории xi(t). Но тогда в момент t1 преследователь Pi и убегающий Ej2

лежат на гиперплоскости H0(t1), причем ρ(Ej2 , Pi) > 0. В силу леммы 1 убегающий Ej2

сумеет избежать поимки, что противоречит (2). Каждый из преследователей Pi, i ∈ I ловит
не более одного убегающего Ej, j ∈ J и в силу условия 4) в игре Γ(n,m, z0) происходит
уклонение от встречи. Лемма доказана. �

Теорема 1. Пусть в игре Γ(n,m, z0) существуют гиперплоскости H1,H3, . . . ,H2l−1 с

нормалью q и гиперплоскости H2,H4, . . . ,H2l с нормалью p, где p, q — крайние точки

компакта U такие, что гиперплоскость с нормалью p (соответственно q ), проходящая

через точку p (соответственно q ) не имеет с компактом U других общих точек, кроме

p (соответственно q ), причем (p, q) < 0; и существуют множества I1, . . . , Il, J1, . . . , Jl

такие, что выполнены следующие условия:

1) H+
j ⊂ H+

j−2, j = 3, . . . , 2l;

2) Is ⊂ {1, 2, . . . , n}, Jr ⊂ {1, 2, . . . ,m}; s, r = 1, . . . , l;

Is ∩ Ir = ∅, s 6= r; Js ∩ Jr = ∅, s 6= r;

3) x0
i ∈ H−

1 , i 6∈
l⋃

i=1
Ii;

4) x0
i ∈ H+

2r−1 ∩ H+
2r ∩ H−

2r+1 ∩ H−

2r+2, i ∈ Ir, r = 1, . . . , l − 2;

x0
i ∈ H+

2l−2 ∩ H−

2l−1 ∩ H−

2l , i ∈ Il−1;
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x0
i ∈ H+

2l , i ∈ Il;

5) y0
j ∈ H+

1 ∩ H−

2 , j ∈ J1;

y0
j ∈ H+

2r−2 ∩ H+
2r−1 ∩ H−

2r, j ∈ Jr, r = 2, . . . , l,

где H+
1 ,H−

1 ,H+
2 ,H−

2 , . . . ,H+
2l ,H

−

2l — открытые полупространства, определяемые гиперплос-

костями H1,H2, . . . ,H2l;

6) |J1| +
[
|J2| − |I1|

]+
+ . . . +

[
|Jl| − (|I1| + |I2| + . . . + |Il−1|)

]+
> |I1| + |I2| + . . . + |Il|,

где a+ = max{a, 0}. Тогда в игре Γ(n,m, z0) происходит уклонение от встречи.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через I0 =
l⋃

p=1
Ip, J0 =

l⋃
p=1

Jp. В силу условия

5) теоремы можно считать, что проекции точек yj, j ∈ J0; x0
i , i ∈ I0 на гиперплоско-

сти H1 и H2 попарно различны. Пусть вектор p направлен в полупространство H−

2 , век-
тор q — в полупространство H+

1 , dq
j — расстояние от точки y0

j , j ∈ Jq до гиперплоскости

H2q−1, dq = min
j∈Jq

dq
j . Пусть d

q

j — расстояние от точки y0
j , j ∈ Jq до гиперплоскости H2q,

dq = min
j∈Jq

d
q

j . Положим H(t) = H1 + d1 + qt, lj(t) = H0
j + pt, t > 0, j ∈ Jq, q > 2 и

τj = min
{
τ |lj(τ) ∈ H(τ)

}
. Стратегии убегающих Ej, j /∈ J0 задаем произвольно и полагаем:

vj(t) =





p, t ∈

[
0,

d1
j − d1

‖q‖ − ‖p‖ · cos(p̂, q)

)

q, t ∈

[
d1

j − d1

‖q‖ − ‖p‖ · cos(p̂, q)
,∞

) , j ∈ J1,

vj(t) =





q, t ∈

[
0,

d
q

j − dq

‖p‖ − ‖q‖ · cos(p̂, q)

)

p, t ∈

[
d

q

j − dq

‖p‖ − ‖q‖ · cos(p̂, q)
, τj

)

q, t ∈ [τj ,∞)

, j ∈ Jq, q 6= 1.

Движение убегающих Ej , j ∈ Jq, q > 2 происходит следующим образом: на промежутке[
0,

d
q

j − dq

‖p‖ − ‖q‖ · cos(p̂, q)

)
убегающие выравниваются так, чтобы все они находились на неко-

торой гиперплоскости, параллельной H2; на промежутке

[
d

q

j − dq

‖p‖ − ‖q‖ · cos(p̂, q)
, τj

)
убегаю-

щие двигаются навстречу гиперплоскости H(t), в момент τj убегающий Ej попадает на эту

гиперплоскость и остается на ней.

Из леммы 1 вытекает, что для любой траектории xi(t), i /∈ I0 имеет место xi(t) 6= yj(t),
t > 0, j ∈ J1. Отсюда следует, что xi(t) 6= yj(t), t > 0, j ∈ J0.

Покажем, что если i ∈ Ip, то Pi ловит не более l− p+1 убегающего. Из леммы 1 следует,
что xi(t) 6= yj(t), j ∈ Jr, r 6 p, t ∈ [0, τj). Кроме того, yj(τj) ∈ H(τj) для всех j ∈ Jr,

r 6 p; yj

(
d

s

j − ds

‖p‖ − ‖q‖ · cos(p̂, q)

)
∈ H̃s для всех j ∈ Js, s > p, где H̃s — гиперплоскость

такая, что H̃s||H2. Далее, если xi(t
∗) ∈ H(t∗), то на интервале (t∗,∞) Pi не ловит ни одного

из убегающих Ej, j ∈ J0. Если же до момента T xi(t) /∈ H(t), то на интервале [0, T ] Pi

может поймать не более одного убегающего из Js, s > p. Отсюда и получаем, что Pi ловит
не более l − p + 1 убегающего.
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Продолжим доказательство теоремы. Обозначим через rp =
[
|Jp|−(|I1|+|I2|+. . .+|Ip−1|)

]+
,

p = 2, . . . , l. Если rp = 0 для всех p = 2, . . . , l, то теорема следует из леммы 2. Пусть rp > 0
для всех p = 2, . . . , l. В силу предыдущего рассуждения каждый из игроков Pi, i ∈ Ip ловит
не более l− p+1 убегающего. Поэтому все преследователи Pi, i ∈ I0 могут поймать не более
l|I1| + (l − 1)|I2| + . . . + 2|Il−1| + |Il| убегающих, а тогда

|J1| + |J2| + . . . + |Jl| − [l|I1| + (l − 1)|I2| + . . . + 2|Il−1| + |Il|] =

= |J1| + r1 + r2 + . . . + rl − (|I1| + . . . + |Il|) > 0.

Поэтому в этом случае происходит уклонение от встречи.
Если же rp > 0 не для всех p, рассмотрим только те p, для которых rp > 0. Обозначим

данные значения p через p1, p2, . . . , pq; 1 6 p1 < p2 < . . . < pq 6 l. Введем множества
J ′

1, . . . , J
′

q+1, I
′

1, . . . , I
′

q+1 следующим образом:

J ′

1 = J1, J ′

s+1 = Jps , s = 1, 2, . . . , q,

I ′1 = I1 ∪ I2 ∪ . . . ∪ Ip1−1, I ′2 = Ip1
∪ Ip1+1 ∪ . . . ∪ Ip2−1,

I ′s = Ips−1
∪ Ips−1+1 ∪ . . . ∪ Ips−1, s = 3, . . . , q.

Тогда все условия теоремы для множеств J ′

1, . . . , J
′

q+1, I
′

1, . . . , I
′

q+1 и гиперплоскостей H ′

1,

. . . , H ′

2q+2 выполнены, причем r′s =
[
|J ′

s| − (|I ′1| + . . . + |I ′s−1|)
]+

> 0, s = 2, . . . , q + 1. Здесь
H ′

1 = H1, H ′

2 = H2, . . . ,H
′

2s+1 = H2ps−1, H ′

2s+2 = H2ps . Тем самым доказано, что в игре
Γ(n,m, z0) происходит уклонение от встречи. Теорема доказана. �

§ 3. Устойчивая разрешимость задачи преследования

Определение 6. Будем говорить, что в игре Γ(n, 1, z0) устойчиво разрешима задача пре-

следования, если существует ε > 0 такое, что для любого z в игре Γ(n, 1, z) разрешима
задача преследования, где z = (x1, . . . , xn, y1), z0 = (x0

1, . . . , x
0
n, y0

1) и для всех i ‖xi − x0
i ‖ 6 ε

и ‖y1 − y0
1‖ 6 ε. (Это означает, что изменение начальных позиций любых игроков в пределах

некоторого шара не влияет на исход игры).

Для данного выпуклого компакта U определим число a(U) = min{n | существует z0 такое,
что в игре Γ(n, 1, z0) происходит поимка} и число b(U) = min{n | существует z0 такое, что в
игре Γ(n, 1, z0) устойчиво разрешима задача преследования}.

Лемма 3. Для любого выпуклого компакта U с непустой внутренностью существует

число b(U).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u — внутренняя точка компакта U, v — граничная точка
U. В силу условия u ∈ int U существует шар DR(u) радиуса R с центром в точке u, лежащий
в U. Пусть K(v) =

{
v + t(DR(u) − v), t > 0

}
. Рассмотрим сферу единичного радиуса S1(v)

с центром в точке v и пусть S(v) = S1(v) ∩ K(v). В силу компактности сферы существует
натуральное число m и граничные точки vi, i = 1, . . . ,m такие, что семейство множеств
{S(vi)−vi} (i = 1, . . . ,m) покрывает сферу радиуса 1 с центром в начале координат. Полагаем

x0
i =

u − vi

‖u − vi‖
, i = 1, . . . ,m, а y0 = 0. Тогда по построению с учетом теоремы Н.Л. Григоренко

[2, c. 59] существует ε > 0 такое, что в игре Γ(m, 1, ẑ0) разрешима задача преследования,
где ẑ0 = (x̂0

1, . . . , x̂
0
m, ŷ0), z0 = (x0

1, . . . , x
0
m, y0) и для всех i ‖x0

i − x̂0
i ‖ 6 ε, ‖y0 − ŷ0‖ 6 ε,

следовательно, в игре Γ(m, 1, z0) устойчиво разрешима задача преследования и b(U) 6 m.
Лемма доказана. �
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Следствие 1. Для любого выпуклого компакта U с непустой внутренностью существу-

ет число a(U).

§ 4. Оценка минимального числа убегающих, уклоняющихся от заданного числа
преследователей из любых начальных позиций

Теорема 2. Для любого выпуклого компакта U с непустой внутренностью и для любого

целого неотрицательного числа n существуют начальные позиции игроков z0 такие, что в

игре Γ(a(U) · b(U)n, b(U)n−1(b(U) + a(U) · n), z0) разрешима задача преследования.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Cуществование чисел a(U) и b(U) для компакта с непустой
внутренностью было доказано ранее. Доказывать утверждение будем методом математической
индукции по n. Пусть n = 0. В соответствии с определением числа a(U) существуют началь-
ные позиции игроков z0 такие, что в игре Γ(a(U), 1, z0) разрешима задача преследования,
следовательно, утверждение в этом случае справедливо. База индукции верна. Аналогично су-
ществуют начальные позиции ẑ0 такие, что в игре Γ(b(U), 1, ẑ0) задача преследования будет
устойчиво разрешимой. Обозначим данные начальные позиции преследователей x̂1, . . . , x̂b(U),
убегающего — ŷ. Предположим, что утверждение имеет место для всех n 6 p. В частности,
существует z0 такой, что в игре Γ(a(U) · b(U)p, b(U)p−1(b(U)+a(U) ·p), z0) происходит поимка
не позднее момента T. Зафиксируем данные начальные позиции.

Покажем, что утверждение выполняется при n = p + 1. Пусть A — множество данных
начальных позиций, R — радиус шара с центром в начале координат, который содержит все
положения игроков в игре Γ(a(U)·b(U)p, b(U)p−1(b(U)+a(U)·p), z0) до момента T. Рассмотрим
в пространстве R

k симплекс с вершинами βx̂1, . . . , βx̂b(U). Сделаем трансляцию множества A
на каждый из векторов βx̂s, s = 1, . . . , b(U) и рассмотрим все точки вида βx̂s +x0

i , где x0
i —

начальное положение преследователя Pi в игре Γ(a(U)·b(U)p, b(U)p−1(b(U)+a(U)·p), z0), x̂s —
один из векторов x̂1, . . . , x̂b(U). В каждую из точек данного вида поместим по преследователю,
получим a(U) · b(U)p+1 преследователей.

В каждую точку вида y0
j + βx̂s, где y0

j — начальное положение убегающего Ej в игре

Γ(a(U) · b(U)p, b(U)p−1(b(U) + a(U) · p), z0), x̂s — один из векторов x̂1, . . . , x̂b(U), поместим по
убегающему, получим b(U)p(b(U)+a(U) ·p) убегающих. Еще a(U) ·b(U)p убегающих поместим
вовнутрь шара D0 единичного радиуса с центром в точке ŷ. Тогда общее число убегающих
будет b(U)p(b(U) + a(U) · (p + 1)).

Рассмотрим получившуюся игру Γ(a(U)·b(U)p+1, b(U)p(b(U)+a(U)·(p+1)), z0)) и покажем,
что β можно выбрать так, чтобы в данной игре произошла поимка. В силу определения числа
b(U) в игре Γ(b(U), 1, z0) разрешима задача преследования, где z0 = (x1, . . . , xb(U), y) и для
всех i выполнено ‖xi−x̂i‖ 6 ε, ‖ŷ−y‖ 6 ε. Понятно, что в игре Γ(b(U), 1, z0) будет разрешима
задача преследования, где z0 = (x1, . . . , xb(U), y) и для всех i ‖xi − βx̂i‖ 6 βε, ‖βŷ − y‖ 6 βε.

Выберем β так, чтобы β >
1

ε
max{R, 1 + u∗T}, где u∗ = max

u∈U
‖u‖. Покажем, что такой выбор

β гарантирует поимку в игре Γ(a(U) · b(U)p+1, b(U)p(b(U) + a(U) · (p + 1)), z0)).
Обозначим через Aj = A + βx̂j , j = 1, . . . , b(U); µ = a(U) · b(U)p, ν = b(U)p−1(b(U) +

a(U) · p), P i
1, . . . , P

i
µ — преследователи, начальные позиции которых при t = 0 находятся

в Ai; Ei
1, . . . , E

i
ν — убегающие, начальные позиции которых при t = 0 находятся в Ai, i =

1, . . . , b(U); E1, . . . , Eµ — убегающие, начальные позиции которых при t = 0 лежат в шаре D0;
xi

1(T ), . . . , xi
µ(T ) — положения преследователей P i

1, . . . , P
i
µ в момент t = T ; y1(T ), . . . , yµ(T ) —

положения убегающих E1, . . . , Eµ в момент t = T. Преследователи строят свои стратегии
следующим образом: сначала преследователи P i

1, . . . , P
i
µ ловят убегающих Ei

1, . . . , E
i
ν , i =

1, . . . , b(U). В силу индукционного предположения поимка указанных убегающих произойдет не

позднее момента T, в момент t = T преследователи P 1
i , . . . , P

b(U)
i начинают ловить убегающих

Ei, i = 1, . . . , µ. В силу выбора β имеем R 6 βε и 1+u∗T 6 βε, откуда для всех i = 1, . . . , µ
и для всех j = 1, . . . , b(U) выполнено ‖xj

i (T ) − βx̂j‖ 6 βε и ‖yi(T ) − βŷ‖ 6 βε. Из последних
неравенств и устойчивой разрешимости задачи преследования в игре Γ(b(U), 1, ẑ0) следует
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возможность поимки убегающих E1, . . . , Eµ. В игре Γ(a(U) · b(U)p+1, b(U)p(b(U) + a(U) · (p +
1)), z0)) происходит поимка. Теорема доказана. �

В работе [3] вводится функция f : N → N следующим образом: f(n) = min{m | в игре
Γ(n,m, z0) разрешима глобальная задача уклонения}.

Следствие 2. Для любого выпуклого компакта U с непустой внутренностью существу-

ет число C(U) > 0 такое, что для всех n ∈ N, n > 1 справедливо неравенство f(n) >

C(U) · n lnn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 2 следует, что f(a(U)·b(U)p) > b(U)p−1 ·(b(U)+a(U)·p)
для всех p ∈ Z, p > 0. Учитывая неравенство a(U) 6 b(U), получаем f(b(U)p) > p · a(U)p−1

для p ∈ N. Пусть n — произвольное натуральное число (n > b(U)), p — натуральное число
такое, что b(U)p 6 n и b(U)p+1 > n. Тогда f(n) > f(b(U)p) > p · a(U)p−1. Учитывая, что
p = [logb(U) n], получаем требуемую оценку. �

§ 5. Построение стратегии убегающего, обеспечивающей его одновременную
поимку несколькими преследователями

Будем рассматривать игру Γ(n, 1, z0). Обозначим zi = xi − y, i = 1, . . . , n.

Теорема 3. Для любого z0, удовлетворяющего условию разрешимости задачи преследова-

ния группой преследователей одного убегающего существует позиционное управление убегаю-

щего, при котором в момент окончания игры его ловят не менее чем a(U) преследователей,

то есть если T — момент окончания игры, то zi(T ) = 0, i = 1, . . . , a(U) и zi(t) 6= 0 для

всех i и t ∈ [0, T ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольную числовую последовательность lj ,
j = 1, 2, . . . , lj > 0 и lj → 0 при j → ∞. Опишем итерационный процесс выбора управления
убегающего для каждого lj . Возьмем l1. По условию задачи zi(0) 6= 0 для всех i. Если для
всех a(U) номеров i справедливо включение zi(0) ∈ Sl1(0), то переходим к следующему числу
l2. В противном случае для номеров i1, . . . , ik, k < a(U) выполнено включение ziξ (0) ∈ Sl1(0),
ξ = 1, . . . , k и ziξ (0) /∈ Sl1(0) для ξ 6= 1, . . . , k.

Обозначим {Ki} = {K(v0) = {t(v0 − U), t > 0} | v0 — крайняя точка компакта U,
z0
i ∈ K(v0)}, где i = i1, . . . , ik. Выберем v(s) = v1, v1 ∈ ∂U, v1 /∈ {Ki} для i = i1, . . . , ik

и v1 ∈ K, где K — некоторый конус K(v0) такой, что ziξ(0) ∈ K для некоторого ξ 6= 1, . . . , k.
При таком управлении в силу теоремы Н.Л. Григоренко [2, c. 59] ни один из преследователей
с номером i = i1, . . . , ik убегающего не ловит. Покажем, что такое управление v1 существует.
Отметим, что существует крайняя точка v̂ компакта U такая, что конус K(v̂) /∈ {Ki} (в
противном случае было бы выполнено условие разрешимости задачи преследования, то есть
a(U) 6 k — противоречие). С другой стороны, по условию теоремы из позиции z0 разреши-
ма задача преследования, а значит, конус K(v̂) содержит ziξ для некоторого ξ 6= 1, . . . , k.
Управление v̂ является искомым.

Пусть убегающий придерживается такого управления при s ∈ [0, t1], где момент t1 опреде-
ляется соотношениями ziν (s) /∈ Sl1(0) при s < t1, а ziν (t1) ∈ Sl1(0), где ν — некоторый номер
такой, что ν 6= 1, . . . , k. Таким образом, t1 — первый момент времени, когда преследующий
игрок с номером iν окажется в шаре Sl1(0). Если найдется преследователь с номером iµ, для
которого ziµ(t1) /∈ Sl1(0), то аналогично v1 выбираем v2 для s ∈ [t1, t2], где момент t2 опре-
деляется соотношениями ziµ(s) /∈ Sl1(0) при t1 6 s < t2, а ziµ(t2) ∈ Sl1(0). Выбирая далее
аналогичным образом управления v3, v4 и так далее, убегающий соберет в Sl1(0) a(U) пре-
следователей, иначе он не будет пойман. Заметим, что на протяжении этого процесса zi(t) 6= 0
для всех игроков.

Повторим этот процесс для l2, l3 и так далее. Выбранное управление убегания для любого
lj обеспечивает существование такого момента времени t(lj), что одновременно выполняют-
ся соотношения zj(t(lj)) ∈ Slj , zi(s) 6= 0, s 6 t(lj), i = 1, . . . , a(U). Покажем, что такое



88 Д.В. Сахаров

МАТЕМАТИКА 2010. Вып. 1

управление убегающего обеспечивает результат, сформулированный в теореме. Предположим
противное: поимка состоялась, но не все a(U) преследователей поймали убегающего, то есть су-
ществует момент времени T, для которого ziξ(T ) = 0, ξ = 1, . . . , a(U)−m, где a(U) > m > 1,
причем для t < T справедливо zi(t) 6= 0 для i = 1, . . . , a(U). Выберем l > 0 так, чтобы

l < min
{
‖zik‖, t 6 T, k = a(U) − m + 1, . . . , a(U)

}
.

Тогда при t 6 T существуют номера i, для которых zi(t) /∈ Sl(0), например, ia(U)−m+1,
. . . , ia(U), а при t > T существуют номера i, например i1, . . . , im, для которых zi(t) = 0.
Таким образом, v(t) таково, что существует l > 0 такое, что для любого t не выполняются
одновременно условия zi(t) 6= 0 и zi(t) ∈ Sl(0), i = 1, . . . , a(U), что противоречит выбору
управления убегающего. Теорема доказана. �
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The solvability conditions of problems of pursuit and evasion in differential game with many persons possessing
simple motion have been obtained.
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