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© À.Â. Áîðèñîâ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÄÈÍÀÌÈÊÈ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈß Ê ÂÈÕ�ÅÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÅÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíû íîâûé ìåòîä êîíñòðóêòèâíîãî ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåì òî÷å÷íûõ âèõðåéíà ïëîñêîñòè è ñ�åðå. Ýòîò ìåòîä áëèçîê ê êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðå èñêëþ÷åíèÿ óçëà ïî ßêîáè â íåáåñ-íîé ìåõàíèêå. Îäíàêî, â ñëó÷àå äèíàìèêè âèõðåé âîçíèêàþò íåêîòîðûå îñîáûå ñèòóàöèè, òðåáóþùèåîòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ ÷åòûðåõ òî÷å÷íûõ âèõðåéíà ïëîñêîñòè è ñ�åðå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåäóêöèÿ, òî÷å÷íûé âèõðü, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïåðâûå èíòåãðàëû è ñîîòâåòñòâóþùóþèì ïðîöåäóðó ðåäóêöèè äëÿ ñëó÷àåâ ïëîñêîñòè è ñ�åðû.� 1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû âèõðåé íà ïëîñêîñòèÊðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà îñíîâíûõ �îðìàõ óðàâíåíèé è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ äèíàìèêè òî÷å÷-íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè, îòñûëàÿ çà áîëåå ïîëíûì èçëîæåíèåì ê êíèãàì [2, 14℄, ãäå òàêæåïðèâåäåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå äîïóùåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ n òî÷å÷íûõ âèõðåé ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòû (xi, yi) è èíòåíñèâ-íîñòÿìè Γi ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå
Γixi =

∂H
∂yi

, Γiẏi = −∂H
∂xi

, 1 ≤ i ≤ n, (1.1)ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H = − 1

4π

n∑

i<j

ΓiΓj lnMij, Mij = |ri − rj|2, ri = (xi,yi). (1.2)Çäåñü ñêîáêà Ïóàññîíà èìååò âèä
{f, g} =

N∑

i=1

1

Γi

( ∂f
∂xi

∂g

∂yi

− ∂f

∂yi

∂g

∂xi

)
. (1.3)Óðàâíåíèÿ (1.1) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè E(2) , ïîýòîìó êðîìåãàìèëüòîíèàíà îíè îáëàäàþò åùå òðåìÿ èíòåãðàëàìè

Q =

n∑

i=1

Γixi, P =

n∑

i=1

Γiyi, I =

n∑

i=1

Γi(x
2
i + y2

i ), (1.4)êîòîðûå, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ èíâîëþòèâíûìè
{Q,P} =

N∑

i=1

Γi, {P, I} = −2Q, {Q, I} = 2P. (1.5)Â äàëüíåéøåì âìåñòî èíòåãðàëà I óäîáíåå èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë âèäà
D =

n∑

i<j

ΓiΓj |ri − rj|2 = (
n∑

i=1

Γi)I − P2 − Q2. (1.6)



128 À.Â. ÁîðèñîâÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ 2008. Âûï. 1Èç ýòèõ òðåõ èíòåãðàëîâ ìîæíî îáðàçîâàòü äâà èíâîëþòèâíûõ Q2 +P 2 , I è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíîîáùåé òåîðèè [5℄, ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû. Â ÷àñòíîñòè, âñëåäñòâèå ýòîãî,çàäà÷à òðåõ âèõðåé ñâîäèòñÿ ê îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (�ð¼áëè, Êèðõãî�,Ïóàíêàðå) [14℄, à çàäà÷à ÷åòûðåõ âèõðåé ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîñëåäíÿÿçàäà÷à, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé [4℄.� 2. �åäóêöèÿ íà ïëîñêîñòèÂûïîëíèì ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è N âèõðåé ïðîèçâîëüíîé èíòåíñèâíîñòè íà äâåñòåïåíè ñâîáîäû. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî àíàëîãèåé ñ ïëîñêîé çàäà÷åé n òåë â íåáåñíîéìåõàíèêå.Êàê èçâåñòíî, äëÿ çàäà÷è n òåë ñíà÷àëà, âûïîëíÿåòñÿ èñêëþ÷åíèå öåíòðà ìàññ [7℄. Â ÷àñò-íîñòè, äëÿ ýòîãî ìîæíî âûáðàòü ïåðåìåííûå ßêîáè
ξ2 = r2 − r1, ξ3 = r3 − m1r1 + m2r2

m1 + m2

, . . . , ξn = rn − m1r1 + · · · + mn−1rn−1

m1 + · · · + mn−1

,êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òåë â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ (
∑
miri = 0) . ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷-íàÿ ïðîöåäóðà â çàäà÷å n âèõðåé (âìåñòî ìàññ íåîáõîäèìî âûáðàòü çàâèõðåííîñòè mi → Γi )ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü öåíòð çàâèõðåííîñòè, òåì ñàìûì ìû èñïîëüçóåì ãðóïïó òðàíñëÿöèé[13, 12℄. Ïðè ýòîì ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé (ãðóïïà SO(2))âîêðóã öåíòðà çàâèõðåííîñòè. Â íåáåñíîé ìåõàíèêå ðåäóêöèÿ ïî îñòàâøåéñÿ ãðóïïå âðàùåíèéèçâåñòíà êàê èñêëþ÷åíèå óçëà ïî ßêîáè è ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì.[7, 6℄).Äëÿ âèõðåâîé äèíàìèêè àíàëîãè÷íàÿ ðåäóêöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ (â ñâÿçè ñ òåì, ÷òîóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê ïî âðåìåíè), è ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïðè ïîìîùèïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â ïåðåìåííûõ ßêîáè ( ξix =
√

2ρi cosϕi , ξiy =
√

2ρi sinϕi )ñ ïîñëåäóþùèì èñêëþ÷åíèåì óãëà îáùåãî ïîâîðîòà âñåé êîí�èãóðàöèè âèõðåé.Ñèñòåìà N ïðîèçâîëüíûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè ñ íåíóëåâîé ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòüþ(∑N
i=1 Γi 6= 0 ) äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïðè êîòîðîé êàíîíè÷åñêèìè ïåðå-ìåííûìè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ

qi = ρi+2
Γi+2

∑i+1
k=1 Γk∑i+2

k=1 Γk

, ψi = ϕi+2 − ϕ2, i = 1, . . . , N − 2, (2.1)ãäå
ρi =

1

2
|ri − R(i−1)|2, ϕi = arctg

(
yi − R

(i−1)
y

xi − R
(i−1)
x

)
, i = 2 . . .N, (2.2)

R(i) =
Pi

j=1 ΓjrjPi
j=1 Γj

îïðåäåëÿåò öåíòð çàâèõðåííîñòè i âèõðåé, à ri � ðàäèóñ-âåêòîð i -ãî âèõðÿ.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ÷àñòíûé ñëó÷àé N∑
i=1

Γi = 0 , êîòîðûé íå èìååò àíàëîãà â íåáåñíîéìåõàíèêå (â ñâÿçè ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ ìàññ òåë mi > 0) . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî öåíòð çà-âèõðåííîñòè íàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïåðåìåííûå (2.1) íå îïðåäåëåíû (îäèí èç çíàìåíà-òåëåé îáðàùàåòñÿ â íîëü). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåäóêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì.Â ñëó÷àå ∑N
j=1 Γj = 0 êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû (ñîîòâåòñòâóþùèåðåäóêöèè íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû) ρ̃i, ϕ̃i, i = 1, . . . , N − 2 çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ρ̃i =
Γi

∑i−1
k=1 Γk∑i

k=1 Γk

ρi+1, ϕ̃i = ϕi+1, i = 1, . . . , N − 2, (2.3)ãäå ρi è ϕi çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè (2.2).
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2Äëÿ n òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ñ�åðå S

2 ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñ�åðè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ (θi, ϕi) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå [1℄
θ̇i = {θi,H}, ϕ̇i = {ϕi,H}, i = 1, . . . , n, (3.1)ñî ñêîáêîé Ïóàññîíà

{ϕi, cos θk} =
δik

R2Γi

, (3.2)ãäå Γi � èíòåíñèâíîñòè âèõðåé è ãàìèëüòîíèàí
H = − 1

4π

n∑

i<k

ΓiΓk ln (Mik) = − 1

4π

n∑

i<k

ΓiΓk ln
(
4R2 sin2 γik

2

)
. (3.3)Çäåñü R � ðàäèóñ ñ�åðû, Mij � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó i -ûì è j -ûì âèõðÿìè èçìå-ðÿåìîãî ïî õîðäå, γik � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû ñ�åðû ñ òî÷å÷íûìèâèõðÿìè i è k ,

cos γik = cos θi cos θk + sin θi sin θk cos(ϕi − ϕk).Ïîìèìî ãàìèëüòîíèàíà óðàâíåíèÿ (3.1) äîïóñêàþò åùå òðè íåçàâèñèìûõ íåèíâîëþòèâíûõèíòåãðàëà
F1 = R

n∑

i=1

Γi sin θi cosϕi, F2 = R

n∑

i=1

Γi sin θi sinϕi, F3 = R

n∑

i=1

Γi cos θi. (3.4)Âåêòîð F ñ êîìïîíåíòàìè (F1, F2, F3) = F =
∑

Γiri ( ri � ðàäèóñ-âåêòîð âèõðåé) íàçû-âàåòñÿ ìîìåíòîì çàâèõðåííîñòè, åãî êîìïîíåíòû êîììóòèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{Fi, Fj} =

1

R
εijkFk. (3.5)Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ñèñòåìó íà äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, èñïîëüçóÿèíâîëþòèâíûå èíòåãðàëû, íàïðèìåð F3 è F2 . Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå òðåõ âèõðåé ïîëó÷èìâïîëíå èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó.� 4. �åäóêöèÿ íà ñ�åðåÍà ñ�åðå, â îòëè÷èå îò ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, íåâîçìîæíî ðàçäåëèòü ñèììåòðèè íà òðàíñëÿöèè èâðàùåíèÿ, òåì íå ìåíåå ïðåäëîæåííûé âûøå àëãîðèòì ðåäóêöèè (îáîáùàþùèé ðåäóêöèþ ßêî-áè) äîïóñêàåò îáîáùåíèÿ. Òàê æå, êàê è âûøå, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíòçàâèõðåííîñòè 2-õ, 3-õ, . . . , n âèõðåé:

F2 = Γ1r1 + Γ2r2, . . . , Fn = Γ1r1 + · · · + Γnrn = F,ãäå ri ∈ R
3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû âèõðåé íà ñ�åðå âëîæåííîé â R

3 . Êâàäðàòû ìîìåíòîâ
F2

k , k = 2 . . . n , îáëàäàþò ñëåäóþùèìè (î÷åâèäíûìè) ñâîéñòâàìè:
1◦. âñå F2

k êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé
{F2

k, F
2
m} = 0;

2◦. êâàäðàò ìîìåíòà F2
k êîììóòèðóåò ñ êîîðäèíàòàìè âñåõ âèõðåé ñ íîìåðàìè 1, 2 . . . k

{F2
k,xi} = {F2

k,yi} = {F2
k, zi} = 0, i = 1 . . . k.Òàêèì îáðàçîì êâàäðàòû ìîìåíòîâ F2

2 . . .F
2
n−1 èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-ïû ñèììåòðèé SO(3) , êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé è èõ ÷èñëî ðàâíî ïîëîâèíå ðàçìåðíîñòè
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�èñ. 1.ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 2◦ ýòîò íàáîð íåñëîæíî ïîïîëíèòü íåêîòîðûìèîòíîñèòåëüíûìè óãëîâûìè ïåðåìåííûìè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû.Ñèñòåìà N âèõðåé íà ñ�åðå â ñëó÷àå FN =
∑N

i=1 Γiri 6= 0 äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà äâåñòåïåíè ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ρi, ψi , çàäàþùèõñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
ρi = |Fi+1|, tgψi =

ρi(Fi+1, ri+1 × ri+2)

(ri+1 × Fi+1, ri+2 × Fi+1)
, i = 1, . . . , N − 2, (4.1)ãäå ψi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè (Fi+1, ri+2) è (Fi+1, ri+1) (ñì. ðèñ. 1).� 5. ßâíàÿ ðåäóêöèÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è ñ�åðåA. Ñëó÷àé ïëîñêîñòè. Óêàæåì ÿâíûé âèä ïðèâåäåííîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòûðåõ âèõ-ðåé íà ïëîñêîñòè. �àìèëüòîíèàí âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ïî �îðìóëå (1.2),êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

M12 = 2ρ2, M23 = 2ρ3 + 2
( Γ1

Γ1 + Γ2

)2
ρ2 −

4Γ1

Γ1 + Γ2

√
ρ2ρ3 cosψ1,

M13 = 2ρ3 + 2
( Γ2

Γ1 + Γ2

)2
ρ2 +

4Γ2

Γ1 + Γ2

√
ρ2ρ3 cosψ1,

M34 = 2ρ4 + 2
( Γ1 + Γ2

Γ1 + Γ2 + Γ3

)2
ρ3 −

4(Γ1 + Γ2)

Γ1 + Γ2 + Γ3

√
ρ3ρ4 cos(ψ1 − ψ2),

M14 = 2ρ4 + 2
( Γ2

Γ1 + Γ2

)
ρ2 + 2

( Γ3

Γ1 + Γ2 + Γ3

)2
ρ3 +

4Γ2

Γ1 + Γ2

√
ρ2ρ4 cosψ2+

+
4Γ3

Γ1 + Γ2 + Γ3

√
ρ3ρ4 cos(ψ1 − ψ2) +

4Γ2Γ3

(Γ1 + Γ2)(Γ1 + Γ2 + Γ3)

√
ρ2ρ3 cosψ1,

M24 = 2ρ4 + 2
( Γ1

Γ1 + Γ2

)2
ρ2 + 2

( Γ3

Γ1 + Γ2 + Γ3

)2
ρ3 −

4Γ1

Γ1 + Γ2

√
ρ2ρ4 cosψ2+

+
4Γ3

Γ1 + Γ2 + Γ3

√
ρ3ρ4 cos(ψ1 − ψ2) −

4Γ2Γ3

(Γ1 + Γ2)(Γ1 + Γ2 + Γ3)

√
ρ2ρ3 cosψ1,

(5.1)
ãäå ρi âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå q1 , q2 ( {qi, ψj} = δij ) è ïîñòîÿííóþèíòåãðàëà D ïî �îðìóëàì

ρ2 =
(1

2

D
∑4

i=1 Γi

− q1 − q2

)Γ1 + Γ2

Γ1Γ2
, ρ3 =

Γ1 + Γ2 + Γ3

Γ3(Γ1 + Γ2)
q1, ρ4 =

∑4
i=1 Γi

Γ4(Γ1 + Γ2 + Γ3)
q2.�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííûõ ïîÿñíÿåòñÿ íà ðèñ. 2.Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ èíòåí-ñèâíîñòåé, ïîäîáíî [11℄.
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�èñ. 2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïåðåìåííûõ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû. Òî÷êè A è B öåíòðû çàâèõðåííîñòè ïàðû
Γ1 , Γ2 è òðîéêè âèõðåé Γ1 , Γ2 , Γ3 ñîîòâåòñòâåííî.B. Ñëó÷àé ñ�åðû. Àíàëîãè÷íî óêàæåì âûðàæåíèÿ äëÿ âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé 4-õ âèõðåéíà ñ�åðå ÷åðåç êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ( {ρi, ψj} = R−1δij , i, j = 1, 2 )è êâàäðàò èíòåãðàëà F2 = F2

4 = c2 = const (ïðè ïðîèçâîëüíûõ èíòåíñèâíîñòÿõ âèõðåé):
M12 =

(Γ1 + Γ2)
2R2 − ρ2

1

Γ1Γ2
, M23 =

((Γ2 + Γ3)
2 − Γ2

1)R
2 − ρ2

2 + 2(F1F3)

Γ2Γ3
,

M13 =
((Γ1 + Γ3)

2 − Γ2
2 − Γ2

3)R
2 + ρ2

1 − 2(F1,F3)

Γ1Γ3
, M14 = 2R2 + 2

(F1,F3) − (F1,F)

Γ1Γ4
,

M34 =
(Γ3 + Γ4)

2R2 − ρ2
1 − c2 + 2(F2,F)

Γ3Γ4
,

M24 =
(2Γ2Γ4 − Γ2

3)R
2 + ρ2

1 + ρ2
2 − 2(F2,F) + 2(F1,F) − 2(F1,F3)

Γ2Γ4
,

(5.2)
ãäå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëàì

(F1,F2) =
1

2
(ρ21 + Γ2

1R
2 − Γ2

2R
2), (F2,F3) =

1

2
(ρ22 + ρ21 − Γ2

3R
2),

(F3,F) =
1

2
(c2 + ρ22 − Γ2

4R
2),

(F2,F) =
(F3,F)(F2,F3)

ρ22
+
(
c2 − (F2,F)2

ρ22

)
cosψ2

√
ρ21ρ

2
2 − (F2,F3)2

ρ22c
2 − (F3,F)2

,

(F1,F3) =
(F2,F3)(F1,F2)

ρ21
+
(
ρ22 − (F2,F3)2

ρ21

)
cosψ1

√
ρ21Γ

2
1R

2 − (F1,F2)2

ρ21ρ
2
2 − (F2,F3)2

,

(F1,F) =
(F2,F)(F1,F2)

ρ21
+
(
(F3,F) − (F2,F)(F2,F3)

ρ21

)
cosψ1×

×
√
ρ2
1Γ

2
1R

2 − (F1,F2)2

ρ2
1ρ

2
2 − (F2,F3)2

+
sinψ1 sinψ2

ρ1ρ2

√
(ρ2

1Γ
2
1R

2 − (F1,F2)2)(ρ22c
2 − (F3,F)2).

(5.3)
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