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Исследуется распространение нелинейных волн через границу, разделяющую две различные 
однородные области в двойной полинуклеотидной цепочке. Расчеты проводятся в рамках модели 
ДНК, учитывающей различие в массах азотистых оснований и в расстояниях между сахаро-фос-
фатной цепочкой и центрами масс оснований, связанных с ней посредством β-гликозидной свя-
зи С1-N. Рассматриваются различные возможные комбинации однородных областей, располо-
женных слева и справа от границы, вычисляются изменения скорости (v) и размера (d) нелинейных 
волн вследствие прохождения границы. 
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Abstract. — Propagation of nonlinear conformational waves through the boundary dividing the double polynuc-
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near waves due to overcoming the boundary. 
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Несмотря на значительные успехи в исследованиях нелинейных волновых свойств молеку-
лы ДНК, проблема распространения нелинейных конформационных волн в нативной (природ-
ной) ДНК все еще остается нерешенной. Одной из причин является существенная неоднород-
ность двойной полинуклеотидной цепи, обусловленная наличием последовательности оснований, 
специфической для каждого живого организма. Первые шаги в решении этой проблемы были 
сделаны в работах [1–3], где рассматривались искусственные модели неоднородностей, а именно, 
точечная неоднородность, граница между двумя неоднородными областями, локальная однород-
ная область внутри другой неоднородной области, случайная последовательность оснований. 
Следующий важный шаг был предпринят Салерно [4–7], который промоделировал распростра-
нение нелинейных конформационных волн в модели ДНК с природной последовательностью 
оснований. Последовательность оснований учитывалась путем введения различия в величинах 
силовых констант, характеризующих взаимодействия между основаниями внутри разных пар. 
Такие взаимодействия обычно формируются двумя водородными связями для AT пар и тремя 
водородными связями для GC пар. Таким образом, соотношение между соответствующими сило-
выми константами kAT и kGC равно kAT /kGC = 2/3.  

Однако во всех упомянутых выше работах не учитывались различия в массах оснований 
и расстояниях между сахаро-фосфатной цепочкой и центрами масс оснований. Новый подход, 
позволяющий учесть эти различия, был предложен недавно в нашей работе [8]. В данной работе 
мы применяем этот подход для исследования особенностей распространения нелинейных конфор-
мационных волн через границу между двумя однородными областями в двойной полинуклеотид-
ной цепи. Будут рассмотрены разнообразные возможные комбинации однородных областей справа 
и слева от границы, а также будут проведены расчеты изменений скорости (v) и размера (d) нели-
нейной конформационной волны вследствие прохождения через границу.  

Модельные уравнения 
Для простоты расчетов мы будем учитывать только вращательные степени свободы основа-

ний. Чтобы получить уравнения, имитирующие вращательную динамику оснований в ДНК, удобно 
начать с рассмотрения однородной двойной полинуклеотидной цепи, например, AT цепи  

 
1-я цепь: …AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA… 
2-я цепь: …TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT…, 
 

а затем перейти к рассмотрению двойной полинуклеотидной цепи, содержащей границу.  
а) Однородный случай. Согласно [8], динамические уравнения, соответствующие однород-

ному случаю, имеют следующий вид:  

2 2 2 2
,1 ,1 ,1 ,1 ,1 1,1 ,1 ,1 1,1( / )  [sin( ) sin( )]n n n n n n n n nm r d dt K rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− += − − − −  

 ,1 2 ,1 ,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,1 ,2[ ( )sin sin( )],n n n n n n n n nk r r r r rϕ ϕ ϕ−− + − −  (1) 

 

2 2 2 2
,2 ,2 ,2 ,2 ,2 1,2 ,2 ,2 1,2( / )  [sin( ) sin( )]n n n n n n n n nm r d dt K rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− += − − − −  

 ,1 2 ,2 ,1 ,2 ,2 ,2 ,1 ,2 ,1[ ( )sin sin( )],n n n n n n n n nk r r r r rϕ ϕ ϕ−− + − −  (2) 

где ϕn,i — угловое смещение n-го основания i-й цепи из положения равновесия; rn,i — расстояние 
между центром масс n-го основания i-й цепи и ближайшей сахаро-фосфатной цепочкой; Kn,i — 
константа, характеризующая взаимодействия в i-й сахаро-фосфатной цепочке; kn,1-2 — констан-
та, которая характеризует взаимодействия между основаниями внутри пар; n = 1, 2, … N. 
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Для упрощения вычислений воспользуемся приближением Инглэндера [9], в котором пред-
полагается, что:  

(i) вращательные движения оснований в одной из двух полинуклеотидных цепочек анало-
гичны вращательным колебаниям маятников в механической модели цепочки маятников;  

(ii) взаимодействие со второй цепочки учитывается путем введения некоторого усредненно-
го, постоянного поля, аналогичного гравитационному полю, действующему на маятники в меха-
нической модели.  

Предположим также, что в первом приближении различиями в массах и длинах маятников 
можно пренебречь. Тогда связанные уравнения (1)–(2) преобразуются к двум независимым урав-
нениям синус-Гордона  

 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1( / )  ( / ) sin ,m r t K r a z k rϕ ϕ ϕ−∂ ∂ = ∂ ∂ −  (3) 

 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 2 2( / )  ( / ) sin .m r t K r a z k rϕ ϕ ϕ−∂ ∂ = ∂ ∂ −  (4) 

Здесь величина a обозначает расстояние между парами оснований, переменная z и функ-
ции ( , )i z tϕ  определены следующим образом: 

0
lim( )
a

z na
→

=  и 
0

( , ) lim ( )i n
a

z t tϕ ϕ
→

=  (i = 1, 2). В урав-

нениях (3) и (4) мы воспользовались континуальным приближением, справедливость которого 
для ДНК была доказана в [8]. 

Среди решений уравнений (3)–(4) имеются солитонные решения, имеющие форму плавных 
ступенек (кинков или антикинков)  

 2 2 1/2
04arctan{exp [ ( ) / ]}; [1 ( / ) ] , 1,2,kink

iantikink i i i i i i iz t z d m K a iϕ γ ν γ ν −= ± − − = − =  (5) 

движущихся вдоль ДНК с постоянной скоростью vi, причем эта скорость меньше скорости звука 
2 1/2

0 ( / ) ,i i iK a mν =  а размер солитона равен 1/2
1 2( / ) .i id a K k −=  Именно такие решения были ин-

терпретированы Инглэндером и соавторами как решения, описывающие локальные конформа-
ционные возмущения, движущиеся вдоль ДНК [9]. Оценки величины di и верхней границы ско-
рости v0i солитона, движущегося вдоль i-й однородной полинуклеотидной цепи (i = A, T, G или 
C) представлены в таблице 1.  

Таблица 1 

Динамические параметры солитона 

Тип цепи A цепь T цепь G цепь C цепь 
2 1/2

0   ( / )  ( / )i i iv K a m m s=  1856.90 1922.86 1760.36 2053.20 
1/2 10

1 2  ( / ) 10  ( )i id a K k m−
−=  35.48 35.48 28.57 28.57 

б) Неоднородный случай. Обобщим модельные уравнения (3)–(4) на случай модели ДНК, 
содержащей границу между двумя однородными областями, причем одна из них состоит толь-
ко из ii′ пар оснований, а вторая — только из jj′ пар (i, i’, j, j′ = A, T, C, G):  

 

         jj′ область 
 

 
1-я цепь: …i i i i i i j j j j j j … 
2-я цепь: …i′i'i'i'i'i'j'j'j'j'j'j'… 
 

         ii′ область    
 

Будем называть первую область «область ii′», а вторую — «область jj′». Направление дви-
жения солитона показано стрелкой. Два ближайших к границе основания выделены небольшой 
рамочкой, и мы будем называть такой тип границы «(i→j) границей».  
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Так как уравнения (3)–(4) являются независимыми и похожи, в дальнейшем достаточно рас-
сматривать только одно из них, например, уравнение (3). Для того чтобы это уравнение описыва-
ло распространение нелинейной конформационной волны в цепочке с границей, модифицируем 
это уравнение следующим образом:  

2 2 2 2 2 2
1 1[1 ( *) ( )] ( / ) ( ) [1 ( *) (  )] ( / )  i I i rI z z i j t Ka r z z i j zδ ϕ δ ϕ+ Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ − ⋅ + Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ +  

 2
- ' 1(  ) [1 ( *) ( )]sin 0.i i i kk r z z i jδ ϕ+ ⋅ + Θ − → =  (6) 

Здесь 2 ;i i iI m r=  1 2 ;K K K= ≅  граница между однородными областями расположена в точ-

ке 
0

* lim( );
a

z na
→

=  параметры ( ),I i jδ →  ( )r i jδ →  и ( ),k i jδ →  а также функция ( *)z zΘ −  опре-

деляются формулами 

 2 2 2 2 2 2
' ' '( ) [( ) / ]; ( ) ( ) / ; ( ) [( ) / ],I j i i r j i i k j j j i i i i i ii j I I I i j r r r i j k r k r k rδ δ δ − − −→ = − → = − → = −  (7) 

 
0, *,

( *)
1, *.

z z
z z

z z

≤⎧
Θ − = ⎨ >⎩

  (8) 

Матричное представление параметров модельных уравнений 
и аналитические решения, найденные методом возмущений 

Уравнение (6) можно переписать в безразмерном виде  
2 2 2 2

1 1[ ( *) ( )] ( / ) [ ( *) (  )] ( / )  I rI i j I i jξ ξ δ ϕ τ ξ ξ δ ϕ ξ+ Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ − + Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ +  

 1[ ( *) ( )]sin 0,kI i jξ ξ δ ϕ+ + Θ − → =  (9) 

где новые переменные ξ  и τ определяются формулами 

 1 1 2 2 1/2 1/2; ; ( / ) ; ( / )i i j i i jz t Ka r k I kξ α τ β α β− −
− −= = = =  (10) 

Удобно представить параметры ( ),I i jδ →  ( )r i jδ →  и ( ),k i jδ →  как элементы матриц 

( , , )S S I r kδ =  

 

(A A) (A T) (A C) (A G)

(T A) ( T) (T C) (T G)

(C A) (C T) (C C) (C G)

(G A) (G T) (G C) (G G)

S S S S

S S S S
S

S S S S

S S S S

T

δ δ δ δ
δ δ δ δ
δ δ δ δ
δ δ δ δ

→ → → →⎛ ⎞
⎜ ⎟→ → → →⎜ ⎟=
⎜ ⎟→ → → →
⎜ ⎟⎜ ⎟→ → → →⎝ ⎠

δ .  (11) 

Учитывая формулы (7) и подставляя значения параметров, рассчитанные в [10], получим 
приближенно 

0 0.36 0.46 0

0.56 0 0.15 0.69
,

0.85 0.18 0 1.00

0 0.41 0.50 0

I

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

δ  (12)       

0 0.32 0.34 0

0.46 0 0 0.41
,

0.52 0 0 0.47

0 0.29 0.32 0

r

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟=
⎜ ⎟+ +
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

δ   (13) 

0 0.32 0 0.50

0.46 0 0.48 1.18
.

0 0.33 0 0.47

0.33 0.54 0.32 0

k

− +⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟=
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠

δ   (14) 
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Из (12)–(14) следует, что значения большинства матричных элементов меньше единицы. Это 
означает, что соответствующие типы границ могут быть исследованы аналитически при помощи 
метода возмущений. Чтобы проиллюстрировать это утверждение, рассмотрим для примера рас-
пространение через границу (A→G)  

 

              GC область 
 
1-я цепь: …AAAAAAAAAAAGGGGGGGGGGGG… 
2-я цепь: …TTTTTTTTTTTCCCCCCCCCCCC… 
 
        AT область 
 

В этом случае модельное уравнение (9) преобразуется к виду  
2 2 2 2

1 1[ ( *) (A G)] ( / ) [ ( *) (A G)] ( / )  I rI Iξ ξ δ ϕ τ ξ ξ δ ϕ ξ+ Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ − + Θ − ⋅ → ⋅ ∂ ∂ +  

 1[ ( *) (A G)]sin 0.kI ξ ξ δ ϕ+ + Θ − → =  (15) 

Если учесть, что (A G) 0,Iδ → ≅  (A G) 0rδ → ≅  и (A G) 0.50,kδ → ≅  уравнение (15) можно 
переписать в следующем виде: 

 2 2 2 2
1 1 1( / ) ( / ) sin ,Vϕ τ ϕ ξ ϕ∂ ∂ − ∂ ∂ + =  (16) 

где V — малое возмущение, определяемое формулой 

 10.5 ( *)sin .V z z ϕ= − ⋅ Θ −  (17) 

К счастью, уравнения (16)–(17) аналогичны тем, которые уже были исследованы в работе 
[3]. В соответствии с результатами этой работы уравнения (16)–(17) обладают решениями в виде 
плавной ступеньки (кинка), движущегося вдоль молекулы ДНК и изменяющего скорость от зна-
чения vAT до значения vGC вследствие преодоления границы. В системе координат, движущейся со 
скоростью vAT, такое изменение определяется формулой  

 2
GC AT A AT AT A A( 0.5 / 4 ){1 [( ' * / ) / ]},d th t z dν ν ν ν ν γΔ = − = − + −   (18) 

где A AT' ( ).t t zγ ν= −  Поскольку выражение в фигурных скобках в формуле (18) положительно, 
можно сделать вывод о том, что при движении кинка из области AT в область GC скорость кинка 
будет уменьшаться. Воспользовавшись оценками динамических параметров, представленными 
в табл. 1, можно утверждать также, что размер кинка также уменьшится и это уменьшение будет 
равным  

 10
AT GC 6.91 10 ,d d m−− = ⋅  (19) 

что приблизительно равно двум парам оснований.  

Численное моделирование 
На рис. 1–6 представлены результаты численного моделирования прохождения нелиней-

ной конформационной волны через различные типы границ, а именно, через границы (A→A) 
(что эквивалентно случаю однородной двойной полинуклеотидной цепи), (A→G), (A→T), (C→G) 
и (T→G). Для нахождения решений уравнений (1)–(2) использовался метод вариаций. Получен-
ные качественные результаты суммированы в табл. 2.  

Из табл. 2 следует, что скорость и размер солитона могут увеличиваться, уменьшаться или 
оставаться неизменными в зависимости от типа границы. Таким образом, можно сделать вывод 
о том, что и скорость, и размер солитона чувствительны к последовательности оснований, при 
этом скорость более чувствительна, чем размер.  
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Таблица 2 

Изменения динамических параметров солитона 
при прохождении различных типов границ 

Тип границы Поведение скорости Поведение размера 

(A→A) не изменяется не изменяется 

(A→G) уменьшение уменьшение 

(A→T) увеличение не изменяется 

(C→G) уменьшение не изменяется 

(T→G) отражение уменьшение 

 

 
Рис. 1. Три типа солитонных решений для случая 
(A→A) 

 
Рис. 3. Ускорение солитона первого типа при про-
хождении через (A→T) границу (v = 0,5 v0) 

 
Рис. 4. Замедление солитона первого типа при про-
хождении через (C→G) границу (v = 0,5 v0) 

 
Рис. 5. Замедление солитона первого типа при про-
хождении через (T→G) границу (v = 0,8 v0) 

 
Рис. 2. Замедление солитона первого типа при про-
хождении через (A→G) границу (v = 0,5 v0) 

 

Рис. 6. Отражение солитона первого типа от (C→G) 
границы (v = 0,7 v0) 

 

Отражение, найденное в случае границы (T→G), представляет особый интерес. По-видимому, 
как и уменьшение скорости, так и отражение можно объяснить существованием энергетического 
барьера на границе. Если это так, то в тех случаях, когда из-за прохождения границы наблюдается 
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уменьшение скорости солитона, можно ожидать, что уменьшение начальной скорости солитона 
может привести к возникновению эффекта отражения.  

Чтобы проверить это предположение, мы вернулись к случаю прохождения границы (C→G) 
и повторили численное моделирование, взяв в качестве начальной скорости скорость, равную 
0,5 v0 (вместо предыдущего значения, равного 0,7 v0). В результате, действительно, получили отра-
жение (рис. 6). Этот результат дает новый импульс для дальнейших аналитических исследований, 
в которых будет учитываться не только прохождение через границу, но и отражение нелинейных 
солитонных волн.  
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