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Найдено точное решение стационарной задачи ветрового движения вязкой двухслойной 

жидкости для двумерного в вертикальной плоскости течения и для дрейфовой составляющей трех-
мерного течения. На дне бассейна ставится условие проскальзывания, на вертикальных боковых 
стенках — условие непротекания. Приводятся примеры расчетов конкретных течений и сравне-
ние полученных результатов с решениями аналогичной задачи по модели Экмана (без учета го-
ризонтальной вязкости). 
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Введение 

Проблема определения ветрового движения жидкости в замкнутом водоеме очень слож-
ная, но практически важная задача [5]. В общей постановке она сводится к решению нестацио-
нарной начально-краевой задачи для системы нелинейных уравнений, решение которой воз-
можно только численными методами. 

Большую помощь при этом оказывают аналитические решения упрощенных задач, полу-
чающихся в результате правдоподобных предположений. При этом выстраивается некоторая ие-
рархия используемых моделей: достаточно простые модели двумерного (в вертикальной плоско-
сти) стационарного течения однородной жидкости без учета горизонтальной вязкости, модели 
с учетом горизонтальной вязкости, трехмерные течения без учета членов горизонтальной вязко-
сти, с учетом этих членов, нестационарные течения [1–4]. Чем проще модель, тем больше анали-
тических решений удается получить и проанализировать. Так, для первой из указанных моделей 
известно аналитическое решение для случая неровного дна и переменного коэффициента верти-
кального турбулентного обмена. Чем сложнее модель, тем аналитических результатов, как пра-
вило, меньше, и задача решается численными методами. 

Двумерный случай 

Рассмотрим стационарное ветровое движение стратифицированной жидкости с учетом го-
ризонтальной вязкости в замкнутом водоеме. Предположим, что нелинейными членами в урав-
нениях движения можно пренебречь; перенос массы через границу раздела слоев отсутствует; 
дно бассейна ровное; верхний и нижний слои однородны, но с разными плотностями; коэффи-
циенты вертикального турбулентного обмена постоянны в каждом слое, но не равны между 
собой. Тогда уравнения, описывающие течения в верхнем и нижнем слоях водоема, имеют вид 
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На боковых стенках ставятся условия непротекания 
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Здесь индексы «I» относятся к верхнему, а «II» — к нижнему слою жидкости; ( ),u u x z= ,  
( )w w x z= ,  — компоненты вектора скорости течения в направлениях x и z соответственно; g  — 

ускорение свободного падения; τ  — напряжение трения ветра; I I ( )xη η=  и II II ( )xη η=  — от-
клонение поверхности жидкости и линии раздела слоев от их равновесных положений 0z =  

и z h= −  соответственно; Iρ  и IIρ  — постоянные плотности воды; I
zK  и II

zK  — заранее из-

вестные коэффициенты вертикального турбулентного обмена; xK  — коэффициент горизон-

тальной вязкости; bk  — коэффициент придонного трения; H  — глубина водоема; L — длина 
водоема. Ось z направлена вертикально вверх. 

Проинтегрировав (2) по z от h−  до 0, с учетом граничных условий непротекания (10) по-
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Теперь проинтегрируем уравнение (1) по z от h−  до 0, получим 
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Интегрируя (3) по z от h−  до 0: 
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Подставив (13) в (1), а (14) — в (3), исключим наклоны свободной поверхности из уравне-
ний движения: 
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Вид уравнений (15), (16) позволяет сделать предположение, что решение уравнений (1)–(4) 
можно искать в виде 
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Тогда граничные условия (10) будут удовлетворены автоматически, а остальные гранич-
ные условия учтем следующим образом. Пусть  
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Тогда из (11), (12) и граничных условий (5)–(8) получаем следующую систему шести уравне-
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Решая эту систему, найдем коэффициенты, которые полностью определят точное решение 
стационарной задачи ветрового движения двухслойной жидкости с учетом горизонтальной вяз-
кости. 

Заметим, что распространение этих результатов на случай n-слойной жидкости не представ-
ляет труда. 

Приведем примеры некоторых модельных расчетов. Рассматривались водоемы длиной 1 000 
и 10 000 м, скорость ветра 5 м/с, глубина верхнего слоя 15h =  м, глубина водоема 28H =  м. 
Плотности в нижнем и верхнем слоях жидкости рассчитывались из уравнения состояния прес-
ной воды  

( )6 2
0( ) 1 0,68 10 ( 4) ,T Tρ ρ −= − ⋅ −  

при этом температура верхнего слоя бралась 15 °С, а нижнего — 5 °С. Коэффициент придонного 
трения 2 10,001 кг (м c) .bk −= ⋅ ⋅  Коэффициенты турбулентного обмена I 0,02zK =  м2/с, II

zK =  

0,002=  м2/с. Коэффициент горизонтальной вязкости 20xK =  и 200 м2/с. 
На рис. 1–4 представлено распределение горизонтальной составляющей вектора скорости 

течения по глубине в нескольких сечениях водоема, сплошной линией показано решение с уче-
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том горизонтальной вязкости, пунктирной — без учета горизонтальной вязкости. Рис. 1, 2 соот-
ветствуют водоему длиной 1 000L =  м, рис. 3, 4 — водоему длиной 10 000L =  м. 

 

Рис. 1. Распределение скоростей при 20xK =  м2/с, 1 000L =  м 

 

Рис. 2. Распределение скоростей при 200xK =  м2/с, 1 000L =  м 

 

Рис. 3. Распределение скоростей при 20xK =  м2/с, 10 000L =  м 

 

Рис. 4. Распределение скоростей при 200xK =  м2/с, 10 000L =  м 
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Видно, что для бассейна большой длины решения с учетом и без учета горизонтальной вязко-
сти (приближение Экмана) в области, достаточно удаленной от берегов, совпадают. На расстоянии 
50 м от берега при 20xK = м

2/с решение задачи (1)–(10) в 6 раз меньше, чем решение, полученной 

по модели Экмана; при 200xK = м
2/с решения различаются в 10 раз. Для водоема меньшей длины 

на расстоянии 50 м от берега при 20xK = м
2/с решение задачи (1)–(10) в 2 раза меньше, чем реше-

ние, полученной по модели Экмана; при 200xK = м
2/с решения различаются в 5 раз. 

Трехмерный случай 

Выпишем систему уравнений, описывающую движение двухслойной жидкости в бассейне 
прямоугольной формы с ровным дном с условиями равенства скоростей и потоков между слоями: 
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Система уравнений (17) решается в области 0 ,x a≤ ≤  0 ,y b≤ ≤  0,h z− ≤ ≤  а система уравне-

ний (18) — в области 0 ,x a≤ ≤  0 ,y b≤ ≤  .H z h− ≤ ≤ −  
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первый тип граничных условий между слоями 
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второй тип граничных условий между слоями 
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На вертикальных стенках бассейна ставятся условия прилипания. 
Здесь l  — параметр Кориолиса, a — длина водоема, b — ширина, I,II

K  — коэффициент 
трения между слоями, остальные обозначения аналогичны двумерному случаю.  
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Если предположить, что градиенты отклонения свободной поверхности малы и ими можно 
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а граничные условия перепишутся следующим образом: 
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Предположим, что ,x yK K=  и будем искать решение в виде  
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предполагая, что 

,

sin sin .W
mn

n m

n x m y

a b

π πτ τ=∑  

Четыре уравнения (19)–(22) позволяют определить четыре неизвестные функции 1 ,nmC  2 ,nmC  

�

1
,nmC  �

2
.nmC  

 ( )I 1 2
1 1

0

,mn
z nm nmK C C

τα α
ρ

− =  (19) 
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 ( ) � �( )1 1 2 2
1 2I I 1 2 II II

1 1 2 2 ,h h h h
nm nmz nm nm zK C e C e K C e C eα α α αρ α α ρ α α− −− + = − +  (20) 

 � �1 1 2 2
1 21 2 ,h h h h
nm nmnm nmC e C e C e C eα α α α− −+ = +  (21) 

 � �( ) � �( )2 2 2 2
1 2 1 2II II

2 2 .H H H H
nm nm nm nmz bK C e C e k C e C eα α α αρ α α− −− + = +  (22) 

2 2

1 I
,

x

z

n m
K il

a b

K

π π

α

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=    

2 2

2 II
.

x

z

n m
K il

a b

K

π π

α

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=  

Если членами горизонтальной вязкости пренебречь (модель экмановского типа), то реше-
ние выписывается в виде 

I I I
I

1 2 ,z z

il il
z z

K K ig
W D e D e

l n

η− ∂= + +
∂

 

II II
z

I I I II
II

3 4 II II
1 ,z

il il
z z

K K ig
W D e D e

l n n

ρ η ρ η
ρ ρ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂= + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
 

а коэффициенты 1,D  2 ,D  3 ,D  4D  для определения дрейфовой составляющей определяются из 

системы 

( ) ]
( ) ( )

1 1 1 1 2 2

2 2 1 1

2 2

1 1 2

I,II
1 1 2 1 2 1 3 4 2

2 3 4 1 1 2

3 4 2

( ) ,

,

,

0,

W

h h h h h h

h h h h

H H

D D

D e D e K D e D e S D e D e S

D e D e D e D e

D e D e S

α α α α α α

α α α α

α α

β τ

β

β β

− − −

− −

−

⎧ − =
⎪

⎡− = + + − − −⎪ ⎣⎪
⎨

− = −⎪
⎪

+ + =⎪⎩

 

I I
1 z 1,Kβ ρ α=   II II

2 2 ,zKβ ρ α=  

где I,IIK  — коэффициент трения между слоями.  
Были проведены расчеты при следующих значениях параметров: 50H =  м, 10h =  м, τ =  

0,03828=  кг/(м⋅с2), 1 2 1 000ρ ρ= =  кг/м3, I 0,02zK =  м2/с, II 0,002zK =  м2/с, 2bk =  кг/(м2⋅с), l =  

0,00015=  с-1. Во всех расчетах ветер направлен по оси Оx. 
Проведем сравнение полученного решения с решением для модели экмановского типа. 
Рис. 5–8 демонстрируют поведение годографа скорости для первой постановки граничных 

условий между слоями, рис. 9–10 для случая, когда между слоями ставится условие проскаль-
зывания. На всех рисунках сплошной чертой изображено решение по модели с учетом горизон-
тальной вязкости, прерывистой — по модели Экмана. 

Рис. 5–8 показывают влияние величины коэффициента горизонтальной вязкости, длины 
и ширины бассейна на поведение скорости. Как и следовало ожидать, уменьшение коэффици-
ента горизонтального турбулентного обмена или увеличение размеров области приводит к то-
му, что в середине области значения скорости, полученной по модели Экмана и по модели с уче-
том горизонтальной вязкости, становятся близкими (рис. 6), оставаясь различными вблизи бере-
гов (рис. 8). При увеличении коэффициента трения между слоями (рис. 10) решения при второй 
постановке граничных условий между слоями сводятся к решению при первой постановке.  
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Рис. 5. 1 250a b= =  м,  

10x yK K= =  м2/с,  

625x = м, 625y =  м 

 

Рис. 6. 5 000a b= =  м,  

10x yK K= =  м2/с,  

2 500x =  м, 2 500y =  м 

 

Рис. 7. 5 000a b= =  м,  

200x yK K= =  м2/с,  

2 500x =  м, 2 500y =  м 

 

Рис. 8. 5 000a b= =  м,  

10x yK K= =  м2/с,  

100x =  м, 2 500y =  м 

 

Рис. 9. 5 000a b= =  м,  

10x yK K= =  м2/с,  

I,II 0, 26K =  кг/(м2⋅с),  
2 500x y= =  м 

 

Рис. 10. 5 000a b= =  м,  

10x yK K= =  м2/с,  

I,II 260K =  кг/(м2⋅с),  
2 500x y= =  м 
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Следующая серия рисунков иллюстрирует поведение ре-
шения в случае, когда длина бассейна не равна его ширине. 

Рис. 11 показывает направление скорости течения на по-
верхности для модели Экмана, которое не зависит от геомет-
рии бассейна. Рис. 12, 13 иллюстрируют поведение скорости 
на поверхности и в точке 625x =  м, 625y =  м для модели 
с учетом горизонтальной вязкости в случае бассейна, вытяну-
того по направлению оси Оy. Рассматривалась первая поста-
новка граничных условий между слоями.  

В заключение отметим, что полученные решения позво-
ляют уточнить известный результат для модели Экмана, в со-
ответствии с которым дрейфовая составляющая вектора ско-
рости на поверхности глубокого бассейна отклоняется от на-
правления ветра на 45° вправо в северном полушарии и влево 
в южном и учесть течения вдоль берегов.  

 

 

Рис. 12. 5 000a = , 1 250b =  м,  

10x yK K= =  м2/с 

 

Рис. 13. 5 000a = , 1 250b =  м,  

10x yK K= =  м2/с, 625x y= =  м 
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