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В квазиклассическом приближении показано, что для конденсата Бозе–Эйнштейна, модели-
руемого уравнением Гросса–Питаевского с притягивающей нелинейностью при специальной кон-
фигурации внешнего поля магнитной ловушки, возможны неколлапсирующие солитоноподобные 
волновые функции. 
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Введение 
Уравнение Гросса–Питаевского (УГП), представляющее собой нелинейное уравнение Шре-

дингера (НУШ) с потенциалом внешнего поля (переменными коэффициентами), описывает нели-
нейные волновые явления [8, 6, 10], а также состояния бозе-эйнштейновского конденсата (БЭК) [3, 
11]. Особый интерес представляют солитоноподобные решения, которые имеют вид локализован-
ных уединенных волн. Известно, что, согласно критерию Вахитова–Колмогорова [4], солитоно-
подобные решения НУШ неустойчивы в многомерном случае. Однако для УГП с ненулевым по-
тенциалом численно либо учетом нелокального взаимодействия показано существование устойчи-
вых солитонов, например, в работе [5]. Проблема построения аналитических решений подобного 
вида может быть исследована с помощью метода квазиклассических асимптотик [1, 2]. 

В данной работе построены параметрические семейства квазиклассических асимптотик урав-
нения Гросса–Питаевского в (2 1)+ -мерном пространстве — времени с потенциалом гармоничес-
кого осциллятора, локализованного в окрестности окружности. Рассмотрены случаи притягиваю-
щего и отталкивающего потенциалов. Построенные асимптотики можно рассматривать как гло-
бальные приближенные решения НУШ в классе функций, имеющих конечную норму в 2.L  

Квазиклассические решения 
Запишем уравнение Гросса–Питаевского в полярных координатах в следующем виде:  

 
2 2

2 2
2 2

1 1
[ ( , , ) | ( , , , ) | ] ( , , , ) = 0.

2
i r U r t g r t r t
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Здесь ,r ϕ  — полярные координаты; t  — время; 2= 4 æ /g mπ− �  — вещественный параметр 
нелинейности; æ  — амплитуда s-рассеяния медленных атомов друг на друге; �  — постоянная 
Планка; вещественная гладкая функция ( , , )U r tϕ  — потенциал магнитооптической ловушки. 

Введем класс функций, сосредоточенных в каждый момент времени t  при 0→�  в окрест-
ности некоторой замкнутой плоской кривой без самопересечений  

  = {( , ) | = ( , )}.t r r R tϕ ϕΓ     (2) 

Кривая tΓ  задается гладкой функцией ( , )R tϕ  аргументов ( , ).tϕ  
Определим структуру общего элемента данного класса функций в следующем виде:  
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Предположим, что функция ( , , , )r tϕΨ �  зависит лишь от одной «быстрой» переменной 
(при 0→� )  
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= ,θ σ
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    (4) 

где  

  1= ( , ), = ( , ).
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t r r R t
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σ σ ϕ ϕ

ϕ
Δ + Δ −�     (5) 

Вещественные функции ( , ),R tϕ  ( , ),Q tϕ  0 ( , ),S tϕ  ( , ),P tϕ  1( , ),S tϕ  1( , )tσ ϕ  гладко зависят от сво-
их аргументов, гладкая вещественная функция ( , , , )tθ ϕΦ �  убывает при | |θ → ∞  и регулярна по .�  

Для операторов ( rΔ  и �pΔ ) справедливы оценки  

  �
1= ( ), = (1), = ( , ) = (1).r O O p i R t O

r
θ σ ϕ∂Δ − Δ − −
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� �     (6) 
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В уравнении (1) в функциях 1 / ,r  21 / ,r  ( , , )U r tϕ  положим = ( , )r R t rϕ + Δ  и разложим полу-
ченные выражения в ряд по степеням ,rΔ  получим  

  2 2 3| | ( , , , ) = ( ).i g r t O r
t

ϕ∂⎧ ⎫− + − Ψ Ψ Δ⎨ ⎬∂⎩ ⎭
H� �     (7) 
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Здесь 1 = ( , )( , , ) = ( ( , , ) / ) | ,r R tU R t U r t r ϕϕ ϕ∂ ∂  1 2 2
2 = ( , )( , , ) = 2 ( ( , , ) / ) | .r R tU R t U r t r ϕϕ ϕ− ∂ ∂  

Подставим выражение (3) в уравнение (7). Левую часть полученного уравнения с учетом оце-
нок (6) можно рассматривать как ряд по неотрицательным степеням асимптотического параметра �. 
Приравняв нулю вещественную и мнимую части нулевого члена ряда (коэффициент при 0 ),�  по-

лучим следующие уравнения для функций ( , ),R tϕ  ( , ),P tϕ  0 ( , ),S tϕ  ( , , ) :tθ ϕΦ   
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где обозначено  

  
2 2 0 22
, , ,2 0

,2 2 2 2

( )1
= 1 , = 1 ( , , ),

2 2 2t

R R SP
a b S U R t

mR R R m mR
ϕ ϕ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

�     (11) 

, = / .tR R t∂ ∂  Коэффициенты = ( , , ),a a tϕ� � �  = ( , , )b b tϕ� � �  в уравнении (10) не зависят от .θ  Реше-

ние уравнения (10) по переменной ,θ  убывающее при θ → ∞  и 0,b ≥�  можно записать в виде 
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Предполагая, что функция Φ  зависит лишь от одной «быстрой» переменной θ  вида (4), поло-

жим 2= ,b a�

�  тогда 
2

= .
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g θ
Φ
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 С учетом (11) имеем  
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Запишем общий элемент класса функций, сосредоточенных в окрестности замкнутой кривой tΓ  
вида (2) с точностью 2( )O �  достаточной для построения главного члена асимптотики, в следую-
щем виде: 
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Функциональные параметры ( , ),R tϕ ( , ),P tϕ  ( , ),Q tϕ  0 ( , ),S tϕ  1( , ),S tϕ  1( , )tσ ϕ  определяются при 
построении решения уравнения (1). Функции ( , , , ),u x tθ �

�  ( , , , )v x tθ �
�  убывают при | |θ → ∞  и также 

подлежат определению. 
Подставим (13) в (7), (8) и разложим полученное выражение по rΔ  и ,�  получим систему 

уравнений (9), (10) и  
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Из величин, входящих в формулу (13), составим функцию  
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где  
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а σ  имеет вид (5). 
Прямая проверка показывает, что совокупность условий (9), (12), (14), (15), (16), (17) равно-

сильна тому, что функция (18) удовлетворяет линейному уравнению Шредингера  

  ( , , , ) = 0,i r t
t

ψ ϕ∂⎡ ⎤− +⎢ ⎥∂⎣ ⎦
H� �     (19) 

где H  имеет вид (8). Уравнение (19) назовем линейным ассоциированным уравнением Шредингера 
для нелинейного уравнения (1). Принимая во внимание единственность решения задачи Коши для 
линейного уравнения (19), нетрудно видеть, что можно строить асимптотические решения (глав-
ный член асимптотики) нелинейного уравнения (7) в классе функций (13). 

Модель ловушки 

Рассмотрим модель ловушки в виде гармонического осциллятора, локализованного в окрест-
ности окружности радиуса 0= ,r r  т. е. 2

0( , , ) = ( ) / 2.U r t k r rϕ −  В этом случае, в соответствии с (13), 
главный член асимптотического решения для уравнения (7) имеет вид  
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i
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где 11
= ( ) ,

( )

r
t

R t
θ σ⎛ ⎞Δ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
�

�
 а определяющие уравнения (9), (12), (14), (15), (16), (17) задаются выра-

жениями  
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Решение системы (21), (22) при > 0k  и начальном условии 0(0) =R r  можно записать как  
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Здесь обозначено = / ,k mΩ  0 = const,P  0 0= / > 1.a m r PΩ  Постоянная интегрирования 1σ  

уравнения (22) может быть выбрана равной нулю. Решение системы (21), (22) при < 0k  и началь-
ном условии 0(0) =R r  получается из (23), (24), (25) заменой iΩ ↔ Ω  и .a ia↔  

На рис. 1 и 2 показано поведение функции 2| ( , ) |r tΨ  в зависимости от внешнего поля и пара-

метра 0P  при = 0,1,�  = 1,m  = 1,g  0 = 10 2.r  В данном случае конденсат Бозе–Эйнштейна в поле 

магнитооптической ловушки с потенциалом квадратичным по переменной 0r r−  сохраняет во вре-

мени свойство локализации в окрестности окружности радиуса ( )R t  вида (20), поскольку ( ) 0R t ≠  

при любом .t   

 

Рис. 1. а — 0 = 2;P  б — 0 = 2.P −  Значения параметров: = 1,k  = 10 / 2 > 1,a  = 2 = 4t T π  
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Рис. 2. Значения параметров: 0 = 2,P  = 1,k  = 10 / 2 > 1,a  1 = 0,t  2 = = 2 ,t T π  1 = 2 = 4t T π  
 

На рис. 3 и 4 показано поведение функции 2| ( , ) |r tΨ  с параметрами = 0,1,�  = 1,m  = 1,g  

0 = 10 2,r  < 0.k  Значение < 0k  соответствует отталкивающему потенциалу внешнего поля.  

 

Рис. 3. а — 0 = 2;P  б — 0 = 2.P −  Значения параметров: = 1,k −  = 5 2,a  = / 2 =t T π  

 

 

Рис. 4. Значения параметров для верхних рисунков: 0 = 2,P  = 1,k −  a  — любое, 1 = 0,t  2 = / 4 = / 2,t T π  

1 = / 2 = .t T π  Значения параметров для нижних рисунков: 0 = 2,P −  = 1,k −  = 5 2,a  1 = 0,t  2 = / 4 =t T  

= / 2,π  1 = 3 / 8 = 3 / 4t T π  
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Плотность атомов БЭК [3] 2
0( , ) ( , ) = | ( , ) | ,n r t n r t r t≈ Ψ� � �

 а поле скоростей ( , ) =v r t
� �

 

= arg( ( , )).r t
m

∇ Ψ� �
 Для асимптотического решения  

  2 2
0 2 2

1 ( )
( , ) =| ( , , , ) | = cosh ,

( ) ( )

r R t
n r t r t

mg R t R t
ϕ − ⎛ ⎞−Ψ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
�

�
    (26) 

 
1

( , ) = ( ( ) ( ) ) .rv r t P t Q t r e
m

+ Δ� � �

    (27) 

Заключение 

Таким образом, при 0 0| |=| / | 1,a m r PΩ ≤  ( )R t  обращается в ноль при = ,t T  что можно тракто-
вать как коллапс волновой функции БЭК, который наблюдается в экспериментах в виде неустойчи-
вости конденсата с большим количеством частиц. Например, в работе [9] сделаны теоретические 
оценки максимального числа частиц в конденсате (в эксперименте 1400),cN ≈  но согласно (26), 

(27) при 0 0| |=| / |>> 1a m r PΩ  этого ограничения нет. На основе полученных результатов можно 
сделать вывод, что в магнитооптической ловушке, моделируемой потенциалом, описанным выше, 
можно создать долгоживущий конденсат с большим числом атомов, изменив конфигурацию и па-
раметры ловушки. 
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