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Первое решение для ветрового движения однородной жидкости было найдено в 1905 г. Эк-

маном и представляло собой сумму двух слагаемых: дрейфовой составляющей, определяемой 
напряжением ветра, и геострофической, определяемой наклоном свободной поверхности. Дрей-
фовая составляющая определяется конкретной формулой и легко поддается анализу. Нахождение 
геострофической составляющей требует решения уравнения эллиптического типа в области, ог-
раниченной береговой линией, и представляет собой более сложную задачу. В данной работе 
приводятся примеры областей и ветровых напряжений, когда уравнения для нахождения гео-
строфической составляющей решаются аналитически. 
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В книге [1] приведен пример вращения однородной жидкости в круговом цилиндре с ров-
ным дном под действием ветра, задаваемого формулой  

 
0 0

,   . yx y x
ττ

ρ ρ
= − =  (1) 

Такое решение представляет собой скорее теоретический интерес, чем практический. Рас-
смотрим более приближенную к практике ситуацию, когда движение происходит в бассейне пря-
моугольной формы и напряжение ветра отражает реальный процесс. 

Рассмотрим систему уравнений Экмана, описывающую стационарное движение однородной 
жидкости для случая постоянного коэффициента турбулентного обмена: 
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Здесь x, y — горизонтальные координаты, u, v — соответствующие скорости, z — верти-
кальная координата, направленная вверх, ζ  — возвышение свободной поверхности, l — пара-
метр Кориолиса. В комплексных обозначениях 
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запишем уравнения и граничные условия для этой задачи:  
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Здесь wτ  — напряжение ветра, 0ρ  — средняя плотность, H — глубина бассейна, const .H =  
Известно [2], что решение имеет вид 
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Интегрируя (3) по глубине ( H−  до 0), получаем  
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где A  и B  — функции только ,
H
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Запишем функции A, B в комплексном виде:  

A C iD B E iF= + , = + ,  

тогда уравнение (4) можно переписать следующим образом:  
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где коэффициенты С, D, E и F определяются по формулам [2] 
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Для нахождения градиентов свободной поверхности необходимо решить уравнение для функ-
ции тока, которое в данном случае имеет вид  
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Граничные условия на береговой линии ( ) 0x yψ
Γ

, = .  

Обозначим  
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Уравнение (7) — это уравнение Пуассона, и если береговая линия представляет собой прямо-
угольник со сторонами a и b, то его решение можно выписать следующим образом:  
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где nmψ  — коэффициенты разложения функции ( )x yα ,  (8) в ряд Фурье по sin sin :m m
b bx yπ π  
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Зная ,nmψ  найдем, используя (5), 
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С учетом (6) и (9) решение однозначно определяется по формуле (3).  
Рис. 1, 2, как и дальнейшие, сделаны при следующих значениях параметров: глубина 50H =  м, 

коэффициент турбулентного обмена 0 02zK = .  м2/c, 0.00015l =  с-1, 0ρ = 1000 кг/м3, рассматри-
вался прямоугольный бассейн со сторонами 1250a b= =  м. 

Рис. 1 соответствует напряжению ветра 0,yτ =  ( ) ( )
1 1
20 200 038 1y y

x b bτ = . ⋅ − кг/(м⋅с2), рис. 2 соот-

ветствует напряжению ветра 0,yτ =  ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1
20 20 20 200 038 1 1y y x x

x b b a aτ = . ⋅ − ⋅ −  кг/(м⋅с2). Изображено 

распределение горизонтальной составляющей скорости для трех глубин. 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

 
Рисунки демонстрируют, с одной стороны, основной эффект учета параметра Кориолиса — 

поворот скорости течения на поверхности по отношению к направлению ветра, с другой — влия-
ние границ.  

Рассмотрим также вариант, когда напряжение ветра задается формулой (1). Тогда получим 
распределение скоростей, показанное на рис. 3. Сравним это движение с движением в круговом 
цилиндре радиуса 625R =  (рис. 4) [1]. 
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Рис. 3 

 

Рис. 4 
 

Сравнение рисунков 3 и 4 показывает, как при этом граница влияет на течение. 
Рассмотрим случай, когда касательное напряжение ветра на водной поверхности задано пос-

тоянно и действует только вдоль оси ОХ:  
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Такие значения часто берутся для того, чтобы проверить работоспособность численного алго-
ритма, но точное решение этой задачи до сих пор было неизвестно.  

Тогда уравнение (7) для функции тока ψ  примет вид  
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 можно найти следующим образом:  
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С учетом (10), решение однозначно определяется по формуле (3).  
Рисунки 5, 6 сделаны при напряжении ветра 0, 0 038y xτ τ= = .  кг/(м⋅с2). 
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Рис. 5 

 
Рассмотрим ветровое движение жидкости в случае, когда влиянием сил Кориолиса можно 

пренебречь ( 0l = ). Тогда получим систему уравнений экмановского типа  
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Для системы уравнений (11) решение имеет вид 
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Выпишем уравнение для функции тока  
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Тогда уравнение (13) примет вид  
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Уравнение (13) — это уравнение Пуассона, и, следовательно, его решение в прямоугольной 
области можно найти по формуле  
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При этом  
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Рисунок 6 соответствует напряжению ветра 0,yτ =  ( ) ( )
1 1
20 200 038 1y y

x b bτ = . ⋅ −  кг/(м⋅с2), рису-

нок 7 — напряжению ветра 0,yτ =  ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1
20 20 20 200 038 1 1y y x x

x b b a aτ = . ⋅ − ⋅ −  кг/(м⋅с2). 

 

Рис. 6 
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Рис. 7 
 

Рассмотрим случай, когда напряжение ветра задается формулой (1). Тогда получим распре-
деление скоростей, показанное на рис. 8. 

 
Рис. 8 

 

Сравним это движение с движением в круговом цилиндре [1] глубиной 50H = и радиусом 
625R =  м (рис. 9). 
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Отчетливо видно различие этих течений в прибрежной зоне. 
Если ветер постоянен вдоль всей акватории бассейна и ветровое напряжение задается фор-

мулой 

0
1 2

0 0

0,
w

xτ τβ β
ρ ρ

= = , ≡  



Точные решения модели Экмана трехмерного ветрового движения жидкости 

 _______________________________________ 2009, Т. 1, № 1, С. 57–66 _______________________________________  

65 

тогда уравнение (14) для функции тока ψ  примет вид  
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С учетом (16) распределение скорости по глубине записывается в виде 
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Рис. 10 соответствует напряжению ветра 0, 0 038y xτ τ= = .  кг/(м⋅с2). 

 
Рис. 10 

 

u, м/c 
 

           H, м  

Рис. 11 
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На рис. 10 показано поведение скорости в горизонтальной плоскости, а на рис. 11 изобра-
жено распределение компоненты скорости u по глубине. Рисунки демонстрируют, что скорости 
направлены одинаково во всех точках горизонтальных сечений бассейна, а рис. 11 демонстри-
рует типичное распределение скорости по глубине для случая движения в вертикальной плос-
кости, и это неудивительно. Легко показать, что в данном случае трехмерное течение сводится 
к двумерному. В самом деле, пусть ветер постоянен вдоль всей акватории водоема и направлен 
вдоль оси .Ox  Тогда 0,ψ =  и, подставляя значения наклонов свободной поверхности (16) в форму-
лу (12), получаем 

2 2

0

2

0

3
( ( ))
4

3
 ( )

4 4

0,

x

z

x

z

z H
u z h

K H

z H
z

K H

v

τ
ρ

τ
ρ

−= + + =

= + + ,

=

 

что полностью аналогично случаю течения в вертикальной плоскости. 

Заключение 
Найденные аналитические решения для ветрового движения однородной жидкости позво-

ляют определить влияние границы водоема на течение жидкости, что невозможно, если анализи-
руется только дрейфовая составляющая, и могут быть использованы для отладки численных ал-
горитмов. Также решен вопрос о возможности применения более простых двумерных моделей 
вместо сложных трехмерных. Это возможно, если параметр Кориолиса равен нулю и ветер пос-
тоянен вдоль всей акватории бассейна. 
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