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Предложен численный метод, аппроксимирующий уравнения динамики слабосжимаемого
вязкого течения при наличии полимерной составляющей потока. Исследуется поведение тече-
ния под воздействием статической внешней периодической силы в периодической квадратной
ячейке. Методика основывается на гибридном подходе. Гидродинамика течения описывается
системой уравнений Навье – Стокса и численно аппроксимируется линеаризованным методом
Годунова. Полимерное поле описывается системой уравнений для вектора растяжений поли-
мерных молекул R, которая численно аппроксимируются методом Курганова – Тедмора. Выбор
модельных соотношений при разработке численной методики и подбор параметров моделирова-
ния позволили на качественном уровне смоделировать и исследовать режим эластической турбу-
лентности при низких числах Рейнольдса Re ∼ 10−1. Уравнения динамики течения полимерного
раствора отличаются от уравнений динамики ньютоновской жидкости наличием в правой части
членов, описывающих силы, действующие со стороны полимерной компоненты. Коэффициент
пропорциональности A при данных членах характеризует степень обратного влияния количества
полимеров на поток. В статье подробно исследуется влияние этого коэффициента на структуру
и характеристики потока. Показано, что с его ростом течение становится более хаотическим. По-
строены энергетические спектры полученных течений и спектры полей растяжения полимеров
для различных величин коэффициента A. В спектрах прослеживается инерциальный поддиапа-
зон энергетического каскада для скорости течения с показателем k ∼ −4, для каскада растяжений
полимерных молекул с показателем −1,6.

Ключевые слова: численное моделирование, эластическая турбулентность, гидродинамиче-
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A numerical method is proposed that approximates the equations of the dynamics of a weakly
compressible viscous flow in the presence of a polymer component of the flow. The behavior of the
flow under the influence of a static external periodic force in a periodic square cell is investigated. The
methodology is based on a hybrid approach. The hydrodynamics of the flow is described by a system
of Navier – Stokes equations and is numerically approximated by the linearized Godunov method.
The polymer field is described by a system of equations for the vector of stretching of polymer
molecules R, which is numerically approximated by the Kurganov – Tedmor method. The choice of
model relationships in the development of a numerical methodology and the selection of modeling
parameters made it possible to qualitatively model and study the regime of elastic turbulence at low
Reynolds Re ∼ 10−1. The polymer solution flow dynamics equations differ from the Newtonian fluid
dynamics equations by the presence on the right side of the terms describing the forces acting on the
polymer component part. The proportionality coefficient A for these terms characterizes the backward
influence degree of the polymers number on the flow. The article examines in detail how the flow
and its characteristics change depending on the given coefficient. It is shown that with its growth, the
flow becomes more chaotic. The flow energy spectra and the spectra of the polymers stretching field
are constructed for different values of A. In the spectra, an inertial sub-range of the energy cascade is
traced for the flow velocity with an indicator k ∼ −4, for the cascade of polymer molecules stretches
with an indicator −1.6.
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1. Введение

Наличие полимерных молекул в среде значительно меняет динамику ее течения. Лабора-
торные эксперименты показывают, что в ламинарных гидродинамических потоках при малых
числах Рейнольдса (Re � 1) может возникать новая форма хаотического движения, получившая
название «эластическая турбулентность». Для ньютоновского потока жидкости переход к тур-
булентности характеризуется числом Рейнольдса (Re). Чем выше Re, тем более неустойчивым
становится поток, что приводит к возникновению и развитию турбулентного режима течения.
Однако в жидкости, в которой присутствуют полимерные молекулы, возникает так называемый
вязкоупругий эффект, обусловленный воздействием полимерных молекул на гидродинамический
поток. Это влияние на поток со стороны полимерной примеси описывается безразмерным пара-
метром — числом Вайсенберга Wi = U

γ0L , который равен произведению характерного градиента

скорости потока жидкости U
L на время релаксации 1

γ0
полимерной молекулы к своему равновес-

ному состоянию. Как показывают физические эксперименты, возникновение и развитие неустой-
чивости течения при малых числах Re� 1 происходят именно благодаря наличию этих упругих
сил и характеризуется числами Wi � 1 [Steinberg, 2021; Shahmardi et al., 2019; Belan, Chernykh,
Lebedev, 2018; Hong-Na et al., 2013].

Несмотря на то что феномен эластической турбулентности был открыт всего два десяти-
летия назад, его применение уже стало возможным в различных областях, таких как эффектив-
ное перемешивание вязких жидкостей, в частности в криволинейных микроканалах при Re � 1
[Groisman, Steinberg, 2001; Burghelea et al., 2004; Gan, Lam, Nguyen, 2006] и, соответственно,
для усиления теплопередачи в микроканалах [Traore, Castelain, Burghelea, 2015; Whalley et al.,
2015; Abed et al., 2016; Li et al., 2017]. Кроме того, наблюдались эффективная эмульгация мас-
ляных капель и разрушающий капиллярный эффект [Slutsky, Steinberg, 2005; Poole et al., 2012],
но прежде всего была установлена значительная интенсификация добычи сырой нефти по срав-
нению с традиционным химическим заводнением [Clarke et al., 2015; Howe, Clarke, Giernalczyk,
2015; Mitchell et al., 2016]. Как и в случае гидродинамической турбулентности, свойства эла-
стической турбулентности существенно зависят от граничных условий. В данной работе мы не
будем касаться задачи с твердыми стенками, ограничившись периодическим двумерным случаем.

Численное моделирование феномена эластической турбулентности — задача далеко не три-
виальная. Для описания полимерной компоненты в основном используются упрощенные модели
полимеров, такие как модель Oldroyd-B [Oldroyd, 1950] и модель FENE-P [Peterlin, 1961]. Ос-
новной проблемой при моделировании эластической турбулентности с использованием любой из
этих моделей является возникновение численной неустойчивости [Alves, Oliveira, Pinho, 2021].
Чрезмерное растяжение полимерных молекул, возникающее при больших значениях числа Вай-
сенберга Wi, характерное для эластической турбулентности, приводит к большим градиентам
напряжений в полимерном поле, которые являются причиной возникновения неустойчивости
численного счета. Эти вычислительные проблемы могут быть частично устранены благодаря ис-
пользованию схем дискретизации с высоким разрешением [Kurganov, Tadmor, 2000; Vaithianathan
et al., 2006], выбору ограничений к моделям полимеров [Vaithianathan, Collins, 2003] и добавле-
нию коэффициента искусственной диффузии в определяющие уравнения на полимерную компо-
ненту [Thomases, Shelley, Thiffeault, 2011; Gupta, Vincenzi, 2019].

Поскольку режим эластической турбулентности обусловлен упругими неустойчивостями,
величина коэффициента искусственной диффузии может существенно повлиять на численное
решение, что в свою очередь может привести к неправильной физической интерпретации режи-
ма течения [Gupta, Vincenzi, 2019]. В некоторых случаях проблемы с численной устойчивостью
могут быть устранены за счет глобального или локального использования коэффициента искус-
ственной диффузии [Dubief et al., 2005].
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Таким образом, на данном этапе исследования возникает задача разработки численной
модели, которая могла бы на качественном уровне демонстрировать эффекты эластической тур-
булентности. Здесь необходимо подчеркнуть, что мы не ставим задачу получения результатов,
которые могли бы быть положены в основу описания реальных экспериментов по эластической
турбулентности. Такая постановка определила выбор модельных соотношений при разработке
численной методики, а также подбор параметров моделирования. Это позволяет обойти опи-
санные выше трудности, возникающие при численном моделировании. В работе использована
численная методика второго порядка точности [Годунов и др., 2020; Kurganov, Tadmor, 2000],
сконструированная для прямого численного моделирования динамики слабосжимаемых вязких
потоков при наличии структурных компонент в них. С помощью данной методики численно
изучено течение модельной среды при Re ∼ 10−1 при наличии внешней периодической силы.
Получена неустойчивость такого течения и исследовано влияние полимеров на поток и его энер-
гетические характеристики.

2. Постановка задачи. Модельные уравнения

Уравнения динамики течения полимерного раствора отличаются от уравнений динамики
ньютоновской жидкости наличием в правой части членов, описывающих силы, действующие
со стороны полимерной компоненты. Коэффициент пропорциональности A при данных членах
характеризует степень обратного влияния полимеров на поток.

Рассмотрим полимерную составляющую потока как структурную компоненту к гидро-
динамическому течению в виде деформируемых полимерных молекул. Деформация характери-
зуется вектором R (Rx, Ry — компоненты вектора R на осях OX и OY), который определяет
направление, в котором изменяется граница молекулярной фазы. Запишем систему модельных
уравнений, описывающих динамику слабосжимаемого вязкого течения, включающего структур-
ную компоненту. Она состоит из системы уравнений Навье –Стокса для гидродинамической
фазы течения и уравнений, описывающих динамику растяжений полимерной составляющей по-
тока R [Steinberg, 2021; Денисенко, Фортова, 2023]:

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρV) = 0,

∂ρu
∂t
+ ∇ · (ρuV) = −∂p

∂x
− ρG sin(ky) cos(kx) + μΔu + A

∂

∂x

(
γ(R)

{
Rx}2

)
+ A
∂

∂y
(
γ(R)RxRy),

∂ρv
∂t
+ ∇ · (ρvV) = −∂p

∂y
+ ρG sin(kx) cos(ky) + μΔv + A

∂

∂y

(
γ(R)

{
Ry}2) + A

∂

∂x
(
γ(R)RxRy),

∂
(
ρV2

2 + e
)

∂t
+ ∇ ·

(
V

(
ρV2

2
+ p + e

))
=
∂

∂x

(
μuρ

(
∂u
∂x
− ∂v
∂y

)
+ Auγ(R)

(
Rx)2
+

+ vμρ

(
∂v
∂x
+
∂u
∂y

)
+ Avγ(R)RxRy

)
+
∂

∂y

(
μuρ

(
∂u
∂y
+
∂v
∂x

)
+ Auγ(R)RxRy +

+ μvρ

(
∂v
∂y
− ∂u
∂x

)
+ Avγ(R)

(
Ry)2

)
− uρG sin(ky) cos(kx) + vρG sin(kx) cos(ky),

∂Rx

∂t
+ u
∂Rx

∂x
+ v
∂Rx

∂y
− Rx ∂u
∂x
− Ry∂u
∂y
+ γ(R)Rx = CdΔRx,

∂Ry

∂t
+ u
∂Ry

∂x
+ v
∂Ry

∂y
− Rx ∂v
∂x
− Ry∂v
∂y
+ γ(R)Ry = CdΔRy,

e =
3p
2ρ
, γ(R) = γ0

(
1 +

R2

R2
m

)
, V = (u, v)T . (1)
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Здесь A — коэффициент, пропорциональный концентрации полимерных молекул в раство-
ре и характеризующий степень обратного влияния полимерных молекул на поток, Cd — коэффи-
циент искусственной диффузии полимеров, введенный для стабилизации численного решения,
γ(R) — модель релаксации полимерной молекулы, G — интенсивность внешней силы. В качестве
модели упругости полимеров использовано нелинейное приближение

γ(R) = γ0

(
1 +

R2

R2
m

)
.

Здесь Rm — максимальная величина растяжения полимерной молекулы. При условии R � Rm мы
имеем дело с линейным режимом, соответствующим модели Oldroyd-B [Oldroyd, 1950].

Система уравнений замыкается использованием уравнения состояния идеального газа e =
=

3p
2ρ , где e — объемная плотность внутренней энергии [Ландау, Лифшиц, 1986].

Параметры течения в начальный момент времени и граничные условия выбирались из
соображения устойчивости численного эксперимента. Величины компонент скорости u, v в на-
чальный момент времени полагались нулевыми, что соответствует невозмущенному течению.
Значения плотности и давления принимались равными

ρ(x, y, t = 0) = 10 кг/м3, p(x, y, t = 0) = 103 Па.

Начальные значения компонент вектора растяжения полимерных молекул составляли

Rx(x, y, t = 0) = 0,2 cos(ax x) м, Ry(x, y, t = 0) = 0,2 cos(ayy) м,

ax = 1 м−1, ay = 1 м−1.

Коэффициент искусственной диффузии Cd подбирался эмпирически, исходя из требова-

ний устойчивого численного счета и соотношения

√
Cd
γ0
∼ h, где h — характерный размер ячейки

вычислительной сетки. Интенсивность внешней периодической силы принималась равной G =
= 10−2 Н/кг, частота силы составляла k = 2 м−1. Коэффициент релаксации полимерной молекулы
полагался γ0 = 10−6 с−1, коэффициент искусственной диффузии — Cd = 10−9 м2/с. Величина
динамической вязкости равнялась μ = 0,5 Па · с. Величина параметра A варьировалась в пре-
делах A = 50 ÷ 5 · 106 кг/

(
м3 · с

)
. Расчетная область представляла из себя квадрат со сторона-

ми L × L = 2π × 2π м × м, на границе которого поставлены периодические граничные условия,
и покрыта равномерной вычислительной сеткой размерностью 250 × 250 ячеек.

3. Численный метод

Для численной аппроксимации системы (1) применялась комбинация двух численных ме-
тодик — линеаризованного метода Годунова [Годунов и др., 2020] и метода Курганова – Тедмо-
ра [Kurganov, Tadmor, 2000]. Линеаризованным методом Годунова аппроксимировалась гидро-
динамическая часть вычислительной модели — система уравнений Навье –Стокса, а уравнения,
описывающие полимерную компоненту течения, аппроксимировались методом Курганова – Тед-
мора. Следует отметить, что выбор для расчета гидродинамической части течения линеаризован-
ной схемы Годунова обусловлен существованием областей с большими градиентами параметров
течения, находящегося в режиме эластической турбулентности. Опишем кратко численную ме-
тодику.
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Запишем систему уравнений Навье –Стокса в дивергентном виде:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ

ρu
ρv

ρV2

2 + e

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
t

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρu
ρu2 + p
ρuv

u
(
ρu2

2 + p + e
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
x

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv
ρuv
ρv2 + p

v
(
ρu2

2 + p + e
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y

= μ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
∂u
∂x
∂v
∂x

uρ
(
∂u
∂x − ∂v∂y

)
+ vρ

(
∂v
∂x +

∂u
∂y

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
x

+

+ μ

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
∂u
∂y
∂v
∂y

uρ
(
∂u
∂y +

∂v
∂x

)
+ vρ

(
∂v
∂y − ∂u∂x

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y

+ Aγ(R)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
(Rx)2

RxRy

u (Rx)2 + vRxRy

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
x

+ Aγ(R)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
RxRy

(Ry)2

uRxRy + v (Ry)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y

.

Вязкие и «полимерные» потоки через грани ячеек вычислительной сетки вычисляются
обычным осреднением.

Конвективные потоки

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρu
ρu2 + p
ρuv

u
(
ρu2

2 + p + e
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρv
ρuv
ρv2 + p

v
(
ρu2

2 + p + e
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

вычисляются линеаризованной Годуновской методикой следующим образом:

Pn+1/2
i+1/2, j =

pn
i, j

ρn
i, jc

n
i, j
+

pn
i+1, j

ρn
i+1, jc

n
i+1, j
+ un

i, j − un
i+1, j

1
ρn

i, jc
n
i, j
+ 1
ρn

i+1, jc
n
i+1, j

, Un+1/2
i+1/2, j =

ρn
i, jc

n
i, ju

n
i, j + ρ

n
i+1, jc

n
i+1, ju

n
i+1, j + pn

i, j − pn
i+1, j

1
ρn

i, jc
n
i, j
+ 1
ρn

i+1, jc
n
i+1, j

,

Vn+1/2
i+1/2, j =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
vn

i, j, Un+1/2
i+1/2, j � 0,

vn
i+1, j, Un+1/2

i+1/2, j < 0,
Rn+1/2

i+1/2, j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρn
i, j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −
Un+1/2

i+1/2, j − un
i, j

cn
i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Un+1/2
i+1/2, j � 0,

ρn
i+1, j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝1 −
un

i+1, j − Un+1/2
i+1/2, j

cn
i+1, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , Un+1/2
i+1/2, j < 0.

Здесь P, U, V , R — потоки давления, компонент скорости и плотности соответственно.
Полуцелые индексы обозначают потоки на гранях ячеек, целые — значения величин в центре
ячейки.

Далее опишем аппроксимацию уравнений на вектор растяжения полимеров R. Запишем
уравнения системы (1) для компонент вектора растяжения полимерных молекул в дивергентном
виде:

(
Rx

Ry

)

t

+

(
uRx

uRy

)

x

−
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Cd
∂Rx

∂x

Cd
∂Ry

∂x

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
x

+

(
vRx

vRy

)

y

−
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Cd
∂Rx

∂y

Cd
∂Ry

∂y

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2Rx ∂u

∂x + Ry ∂u
∂y + Rx ∂v

∂x − γ(R)Rx

Rx ∂v
∂x + 2Ry ∂v

∂y + Ry ∂u
∂x − γ(R)Ry

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Суть методики Курганова –Тедмора состоит в вычислении конвективных потоков

(
uRx

uRy

)
,

(
vRx

vRy

)
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на гранях расчетных ячеек, для аппроксимации остальных членов (диффузионных и источника)
применяется обычное осреднение на гранях ячеек расчетной сетки. Обозначим конвективный
поток вдоль осей x, y:

F =

(
uRx

uRy

)
, G =

(
vRx

vRy

)
;

вектор-столбец неизвестных —

R =

(
Rx

Ry

)
.

Конвективные потоки вычисляются следующим образом:

Fn
i+1/2, j =

F
((

R+i+1/2, j

)n)
+ F

((
R−i−1/2, j

)n)

2
−

(
ax
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)n

2
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)n −
(
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,
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−

(
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2

((
R+i, j+1/2

)n −
(
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,

(
R±i+1/2, j
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2
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(
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i, j+1 ∓
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2

(Ry)n
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(
ax
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)n
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(
∂F
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((
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)n))
=
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∣∣∣∣,
(
ay

i+1/2, j

)n
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(
∂G
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((
R±i, j+1/2

)n))
=
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∣∣∣∣,

ui+1/2, j =
1
2

(ui, j + ui+1, j), vi+1/2, j =
1
2

(vi, j + vi+1, j),

(Rx)n
i, j = min mod

⎛⎜⎜⎜⎜⎝θ
(Rx)n

i, j − (Rx)n
i−1, j

Δx
,

(Rx)n
i+1, j − (Rx)n

i−1, j

2Δx
, θ

(Rx)n
i+1, j − (Rx)n

i, j

Δx

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,

(Ry)n
i, j = min mod

⎛⎜⎜⎜⎜⎝θ
(Ry)n

i, j − (Ry)n
i, j−1

Δy
,

(Ry)n
i, j+1 − (Ry)n

i, j−1

2Δy
, θ

(Ry)n
i, j+1 − (Ry)n

i, j

Δy

⎞⎟⎟⎟⎟⎠,

θ = 1,5 — весовой коэффициент ограничителя.

Здесь полуцелые индексы обозначают потоки на гранях ячеек, целые — значения вели-
чин в центре ячейки, u, v — x- и y-компоненты скорости течения, a — локальная скорость рас-
пространения возмущений. Для ограничения наклонов реконструированного решения в ячейке
использовался minmod-ограничитель.

4. Результаты численного моделирования

На рис. 1 показаны поля завихренности течения в один и тот же момент времени t ∼ 630 c
для различных величин параметра A. Во всех приведенных случаях величина числа Рейнольд-
са составляет Re ∼ 10−1, число Вайсенберга равно Wi ∼ 1000. Рисунок 1 демонстрирует, что
с ростом параметра A течение становится более хаотическим. Рисунки 2, 3 демонстрируют поля
скорости течения с наложенными на них линиями тока и картины модуля растяжения полимер-
ных молекул R =

√
(Rx)2 + (Ry)2 соответственно. Можно заметить уменьшение величины модуля

растяжения R при увеличении параметра A, что объясняется увеличением обратного влияния
полимерных молекул на течение. Данная зависимость позволяет предположить, что хаотизация
течения происходит за счет увеличения обратного влияния полимерной составляющей на поток.

Возникновение неустойчивостей течения раствора происходит из областей наибольшего
растяжения полимеров — области гиперболичности течения. Течение, возникающее в результате
воздействия внешней силы, является вихревым, в областях между вихрями течение гиперболич-
но, и степень растяжения полимерных молекул здесь наиболее высока. Обратное влияние сильно
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Рис. 1. Поля завихренности течения полимерного раствора в периодической ячейке, находящегося под
воздействием внешней периодической силы для различных значений параметра A, характеризующего
степень обратного влияния на течение, в момент времени t ∼ 630 c

Рис. 2. Поля скорости течения полимерного раствора с линиями тока в периодической ячейке, находяще-
гося под воздействием внешней периодической силы для различных значений параметра A, характеризу-
ющего степень обратного влияния на течение, в момент времени t ∼ 630 c
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Рис. 3. Поля модуля растяжения полимерных молекул R =
√

(Rx)2 + (Ry)2 в периодической ячейке, нахо-
дящегося под воздействием внешней периодической силы для различных значений параметра A в момент
времени t ∼ 630 c

растянутых полимеров на поток приводит к возникновению неустойчивостей и дальнейшему их
развитию.

На рис. 4 приведены спектры скорости Ev(k) (слева) и растяжений полимерных моле-
кул Er(k) (справа) полученного течения на момент времени t ∼ 630 c для различных значений
параметра A. Спектры вычислялись как разложение по косинусам-синусам:

Ev(kx, ky) =
1∑

i=0

4∑

j=1

u2
i( j)(kx, ky) + 2

1∑

i=0

[
ui(1)(kx, ky)ui(2)(kx, ky) + ui(3)(kx, ky)ui(4)(kx, ky)

]
,

ui(1)(kx, ky) =
1
π

2π∫

0

ui(x, y) cos(kx x) cos(kyy) dx dy,

ui(2)(kx, ky) =
1
π

2π∫

0

ui(x, y) cos(kx x) sin(kyy) dx dy,

ui(3)(kx, ky) =
1
π

2π∫

0

ui(x, y) sin(kxx) cos(kyy) dx dy,

ui(4)(kx, ky) =
1
π

2π∫

0

ui(x, y) sin(kx x) sin(kyy) dx dy.

Здесь индекс i введен для нумерации осевых компонент скорости (u, v). Полученное рас-
пределение в пространстве волновых чисел (kx, ky) осреднялось по направлениям волнового
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Рис. 4. Спектры скорости Ev (слева) и растяжения Er (справа) полимерных молекул хаотических течений
полимерного раствора в периодической ячейке, находящегося под воздействием внешней периодической
силы в зависимости от величины параметра A, построенные в дважды логарифмическом масштабе

вектора k в кольце шириной δ = 0,5:

E(k) =
∑

kx , ky :
∣∣∣∣k−
√

k2
x+k2

y

∣∣∣∣<δ

E(kx, ky).

Спектр растяжений Er(k) вычислялся аналогично заменой u→ Rx, v→ Ry.
Как видно из рис. 4, спектральные характеристики скорости течения практически не зави-

сят от параметра A, который определяет степень обратного влияния полимерной составляющей
раствора на само течение. Отчетливо просматривается инерционный диапазон энергетическо-
го каскада с показателем −4. Для растяжений полимерных молекул наблюдается зависимость
с показателем −1,6. При этом, как и следовало ожидать, с увеличением параметра A умень-
шается энергия полимерной составляющей течения из-за передачи энергии полимеров обратно
в течение.

Из полученных результатов можно сделать вывод, что течение на рис. 1–3 находится в ре-
жиме эластической турбулентности — хаотическом течении, вызванном наличием полимерной
примеси.

5. Заключение

В работе приведена численная модель, качественно демонстрирующая возникновение
и развитие режима эластической турбулентности — хаотического течения среды, содержащей
полимерную компоненту. На примере слабосжимаемых вязких течений полимерного раствора
в периодической квадратной ячейке, возбуждаемых внешней силой, исследованы течения с ма-
лым числом Рейнольдса Re ∼ 10−1 и высоким числом Вайсенберга Wi ∼ 1000. При определен-
ных модельных параметрах путем численного эксперимента показано, что наличие полимерной
примеси значительно меняет характер гидродинамического течения благодаря влиянию упру-
гих сил, действующих со стороны полимерных молекул. Действие этих сил приводит к потере
устойчивости гидродинамического течения и последующему переходу в режим эластической
турбулентности. Неустойчивость течения возникает в областях гиперболичности, где растяже-
ние полимерных молекул, а следовательно и их обратное влияние на поток, имеет максималь-
ную величину. Следует отметить, что параметром, характеризующим устойчивость такого рода
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течений, является комбинация чисел Рейнольдса (Re) и Вайсенберга (Wi) — коэффициент эла-
стичности El = Wi

Re [Steinberg, 2021]. В представленных численных экспериментах это число
составляло 10 000.

Для численного исследования поставленной задачи реализована гибридная численная ме-
тодика второго порядка точности, аппроксимирующая уравнения динамики полимерного раство-
ра (1). Гидродинамическая часть системы (1) — уравнения Навье –Стокса, аппроксимировалась
линеаризованным методом Годунова [Годунов и др., 2020], полимерная часть — методикой Кур-
ганова – Тедмора [Kurganov, Tadmor, 2000].

Исследовано влияние параметра задачи A, характеризующего степень обратного влияния
упругих сил, производимых деформированными полимерными молекулами, на гидродинамиче-
ское течение. С увеличением параметра A течение становится более неустойчивым и хаотиче-
ским. В спектральных характеристиках течения получен инерционный диапазон энергетическо-
го каскада с показателем ∼ −4. В спектрах растяжений полимерных молекул данный показатель
равен ∼ −1,6. Показано, что основное влияние параметр A оказывает на спектр растяжений по-
лимерных молекул. Увеличение этого параметра приводит к уменьшению энергии, содержащей-
ся в полимерной составляющей течения, и передаче энергии полимеров в гидродинамический
поток.

Список обозначений

A — коэффициент, пропорциональный концентрации полимерных молекул в растворе и ха-
рактеризующий степень обратного влияния полимерных молекул на поток,

Cd — коэффициент искусственной диффузии полимеров,

γ(R) — модель релаксации полимерной молекулы,

G — интенсивность внешней силы,

Rm — максимальная величина растяжения полимерной молекулы,

e — объемная плотность внутренней энергии,

k — частота внешней периодической силы,

u — x-компонента скорости течения раствора,

v — y-компонента скорости течения раствора,

Rx — x-компонента вектора растяжения полимерной молекулы,

Ry — y-компонента вектора растяжения полимерной молекулы,

p — давление,

ρ — плотность раствора,

μ — динамическая вязкость,

Re — число Рейнольдса,

Wi — число Вайсенберга,

γ0 — коэффициент релаксации полимерной молекулы,

Ev — спектр скорости течения раствора,

Er — спектр растяжений раствора,

R — вектор растяжения полимерной молекулы.
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