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Статья посвящена моделированию гидродинамических процессов мелководных водоемов на при-
мере Азовского моря. В статье приведена математическая модель гидродинамики мелководного водоема,
позволяющая вычислить трехмерные поля вектора скорости движения водной среды. Применение регуля-
ризаторов по Б. Н. Четверушкину в уравнении неразрывности привело к изменению способа расчета поля
давления, базирующегося на решении волнового уравнения. Построена дискретная конечно-разностная
схема для расчета давления в области, линейные размеры которой по вертикали существенно меньше
размеров по горизонтальным координатным направлениям, что является характерным для геометрии мел-
ководных водоемов. Описаны метод и алгоритм решения сеточных уравнений с предобуславливателем
трехдиагонального вида. Предложенный метод применен для решения сеточных уравнений, возникаю-
щих при расчете давления для трехмерной задачи гидродинамики Азовского моря. Показано, что пред-
ложенный метод сходится быстрее модифицированного попеременно-треугольного метода. Представлена
параллельная реализация предложенного метода решения сеточных уравнений и проведены теоретиче-
ские и практические оценки ускорения алгоритма с учетом времени латентности вычислительной систе-
мы. Приведены результаты вычислительных экспериментов для решения задач гидродинамики Азовского
моря с использованием гибридной технологии MPI + OpenMP. Разработанные модели и алгоритмы при-
менялись для реконструкции произошедшей в 2001 году в Азовском море экологической катастрофы
и решения задачи движения водной среды в устьевых районах. Численные эксперименты проводились на
гибридном вычислительном кластере К-60 ИПМ им. М. В. Келдыша РАН.
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The article is devoted to modeling the shallow water hydrodynamic processes using the example of the
Azov Sea. The article presents a mathematical model of the hydrodynamics of a shallow water body, which
allows one to calculate three-dimensional fields of the velocity vector of movement of the aquatic environment.
Application of regularizers according to B. N.Chetverushkin in the continuity equation led to a change in the
method of calculating the pressure field, based on solving the wave equation. A discrete finite-difference scheme
has been constructed for calculating pressure in an area whose linear vertical dimensions are significantly smaller
than those in horizontal coordinate directions, which is typical for the geometry of shallow water bodies. The
method and algorithm for solving grid equations with a tridiagonal preconditioner are described. The proposed
method is used to solve grid equations that arise when calculating pressure for the three-dimensional problem
of hydrodynamics of the Azov Sea. It is shown that the proposed method converges faster than the modified
alternating triangular method. A parallel implementation of the proposed method for solving grid equations
is presented and theoretical and practical estimates of the acceleration of the algorithm are carried out taking
into account the latency time of the computing system. The results of computational experiments for solving
problems of hydrodynamics of the Sea of Azov using the hybrid MPI + OpenMP technology are presented.
The developed models and algorithms were used to reconstruct the environmental disaster that occurred in the
Sea of Azov in 2001 and to solve the problem of the movement of the aquatic environment in estuary areas.
Numerical experiments were carried out on the K-60 hybrid computing cluster of the Keldysh Institute of Applied
Mathematics of Russian Academy of Sciences.
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1. Введение

Изменение климатических условий и рост техногенных нагрузок на Юге России приводят
к ухудшению условий водопользования и повышению частоты неблагоприятных явлений [Рыбак,
Рыбак, 2015]. В настоящее время продолжаются фаза низкой водности и снижение стока реки
Дон, что привело к снижению водности в Ростовской области более чем на 40% [Волосухин,
Бандурин, 2017]. Наблюдаются ежегодные сгоны в реке Дон и Таганрогском заливе Азовского
моря, фиксируются разливы нефтепродуктов [Сапожников, Аржанова, Лапина, 2013]. Поэто-
му исследование гидродинамических процессов мелководных водоемов Юга России, наиболее
подверженных природным и техногенным воздействиям, является актуальной задачей. К преду-
предительным мерам по возникновению чрезвычайных ситуаций в водных экосистемах следует
отнести компьютерный мониторинг, который можно осуществлять с использованием методов
и средств математического моделирования.

Построением математических моделей прибрежных и морских систем занимается большое
количество специалистов всего мира. В России работы по созданию математических моделей
сложных морских систем имеют более чем полувековую историю развития в ведущих научных
центрах страны. Однако, несмотря на значительное число публикаций, многие эффекты, суще-
ственные для повышения точности и надежности долгосрочных прогнозов, связанные с прост-
ранственно-трехмерным характером движения водной среды с развитой турбулентностью, не
учитывались ранее при построении математических моделей гидродинамических процессов.

Большое влияние на моделирование и анализ процессов гидрофизики оказали работы
Б.Н. Четверушкина. В работе [Четверушкин, 2015] описывается подход к решению задач ме-
ханики сплошной среды, при котором в уравнении неразрывности появляются дополнительные,
по сравнению с классической постановкой, члены, которые можно трактовать как регуляризато-
ры, сглаживающие решение на пространственно-временных масштабах. Сопоставление резуль-
татов расчетов на основе описанного подхода с экспериментальными данными представлено
в работе [Четверушкин и др., 2020]. Значительный вклад в разработку современных алгорит-
мов и методов построения адаптивных сеток, декомпозиции расчетной области, параллельных
вычислений внесли ученые ИПМ им. Келдыша, среди которых стоит выделить работы М.В. Яко-
бовского [Якобовский, Григорьев, 2018; Четверушкин, Якобовский, 2018]. Моделированием рас-
пространения ударного фронта на основе разрывного метода Галёркина в задачах газо- и гидро-
динамики занимается В.Ф. Тишкин [Брагин, Криксин, Тишкин, 2021]. В работе Ю.В.Янилки-
на [Янилкин и др., 2023] предложен новый подход к моделированию турбулентного перемеши-
вания, который может быть применен для повышения точности моделирования распространения
загрязнений в водоеме в результате техногенных катастроф.

Среди зарубежных исследователей, применяющих методы математического моделирова-
ния к решению задач динамики сложных систем, можно выделить D. Prandle [Prandle, Lane,
2015], H. von Storch [Woth, Weisse, Von Storch, 2006], M.Gade и S. Ermakov [Gade et al., 2013],
Q. Peng, S. P.Xie и W.Wang [Peng et al., 2023] и др. Численное решение описываемых задач часто
приводит к возникновению систем линейных алгебраических уравнений высокой размерности,
решение которых требует задействования мощных вычислительных систем. Применение научно
обоснованной комбинации усовершенствованных численных методов и алгоритмов, включаю-
щих как последовательные, так и параллельные реализации известных методов решения сеточ-
ных уравнений, адаптированных к гетерогенным распределенным вычислительным системам,
позволит снизить суммарное время расчетов за счет снижения временных затрат на передачу
данных по сети и внутри вычислительных узлов.

Технологии параллельных вычислений, такие как MPI (Message Passing Interface), OpenMP
и их комбинация — MPI + OpenMP, являются важными инструментами для эффективного ис-
пользования современных многопроцессорных систем. В работе [Милюкова, 2022] для решения
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системы сеточных уравнений высокой размерности применялась модификация метода сопря-
женных градиентов, ориентированная на комбинацию технологий MPI и OpenMP. Предложен-
ное упорядочение узлов сетки, согласованное с декомпозицией расчетной области, позволило
получить сверхлинейное ускорение при количестве задействованных процессоров, не превы-
шающем 5. Сравнение эффективности применения технологии MPI и комбинации технологий
MPI + OpenMP на примере решения уравнений Навье –Стокса продемонстрировано в рабо-
те [He et al., 2022], где применялся метод Галёркина. Распараллеливание MPI показало более
высокий уровень эффективности распараллеливания (90 %), чем гибридное распараллеливание
OpenMP + MPI. Таким образом, при решении практических задач необходимо проведение срав-
нительного анализа количественных показателей параллельных алгоритмов, задействующих раз-
личные комбинации технологий параллельного программирования, с целью выбора их наиболее
рационального сочетания.

2. Математическая модель

В данном разделе рассмотрена разработанная авторским коллективом трехмерная модель
гидродинамики, учитывающая определяющие физические факторы, такие как сгонно-нагонные
явления, динамически перестраиваемую геометрию дна, возвышение уровня и береговой линии,
ветровые течения и трение о дно, силу Кориолиса, турбулентный обмен, испарение, стоки рек
Дон и Кубань, водообмен с Черным морем и озером Сиваш, отклонение значения поля дав-
ления от гидростатического приближения. Применение регуляризаторов по Б. Н.Четверушкину
в уравнении неразрывности влечет за собой изменение способа расчета поля давления, базиру-
ющегося на решении волнового уравнения [Сухинов и др., 2022]. При таком подходе давление
распростирается не быстрее скорости звука и уменьшается вычислительная трудоемкость, так
как дискретный аналог волнового уравнения имеет диагональное преобладание в отличие от
дискретного аналога уравнения Пуассона, вследствие чего уменьшается число обусловленно-
сти оператора, влияющего на скорость сходимости итерационного метода, используемого для
решения возникающей в процессе дискретизации СЛАУ. При решении задач гидродинамики
мелководных водоемов на основе схем расщепления по физическим процессам наиболее трудо-
емкой в плане вычислений является задача расчета поля давления. Для решения данной задачи
приведена разностная схема, учитывающая степень «заполненности» ячеек.

2.1. Математическая модель гидродинамики

Изучение гидродинамических процессов Азовского моря основывается на модели гидро-
динамики мелководных водоемов, в результате решения которой рассчитываются трехмерные
поля вектора скорости движения водной среды:

• уравнение движения (Навье –Стокса):

u′t + uu′x + vu′y + wu′z = −
1
ρ

P′x + (μu′x)′x + (μu′y)′y + (νu′z)′z + 2Ω(v sin ϑ − w cosϑ), (1)

v′t + uv′x + vv′y + wv′z = −
1
ρ

P′y + (μv′x)′x + (μv′y)′y + (νv′z)′z + 2Ωu sinϑ, (2)

w′t + uw′x + vw′y + ww′z = −
1
ρ

P′z + (μw′x)′x + (μw′y)′y + (νw′z)′z + 2Ωu cos ϑ + g; (3)

• уравнение неразрывности, регуляризированное по Б. Н.Четверушкину, в случае перемен-
ной плотности:

ρ′t + τ∗ρ′′tt + (ρu)′x + (ρv)′y + (ρw)′z = 0, (4)

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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где V = {u, v, w} — компоненты вектора скорости водной среды; P(x, y, z) = p(x, y, z, t) +
+ ρ0gz — полное гидродинамическое давление; p — превышение давления над гидростати-
ческим приближением, рассчитанным в случае невозмущенной жидкости; ρ0 — плотность
пресной воды при температуре 20 ◦C и атмосферном давлении; ρ — плотность водной
среды; μ, ν — горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициента турбулентного
обмена; Ω = Ω · (cos ϑ · j+ sin ϑ · k) — угловая скорость вращения Земли; ϑ — широта места;
g — ускорение свободного падения; τ∗ ∼ h

c — параметр регуляризации; h — шаг расчетной
сетки; c — скорость звука.

Зададим краевые условия для системы уравнений (1)–(4):

• на входе (озеро Сиваш, устья рек Кубань и Дон): V = V0, P′n = 0;

• на боковой границе (берега и дно Азовского моря): ρμ(Vτ)
′
n = −τ, Vn = 0, P′n = 0;

• на верхней границе (поверхность Азовского моря): ρμ(Vτ)
′
n = −τ, w = −ω − P′t

ρg , P′n = 0;

• на выходе (Керченский пролив): P′n = 0, V′n = 0,

где ω — интенсивность испарения жидкости; Vn, Vτ — нормальная и тангенциальная составляю-
щие вектора скорости водного потока; τ = {τx, τy, τz} — вектор тангенциального напряжения [Су-
хинов и др., 2023b].

Введем равномерную прямоугольную расчетную сетку по времени wt = {tn = nτ ; n =
= 0, Nt − 1, (Nt − 1)τ = T

}
, где τ — шаг по времени, Nt — количество временных слоев, T —

верхняя граница по времени.

Исходная модель гидродинамики в результате применения метода поправки к давлению,
представляющего собой аддитивную схему расщепления по физическим процессам и гарантиру-
ющего выполнение баланса массы, разделялась на три подзадачи [Сухинов, Чистяков, Алексеен-
ко, 2011]. Первая подзадача, представляющая собой уравнение диффузии – конвекции – реакции,
позволяет на основе известных значений компонент поля вектора скорости водного потока на
предыдущем слое по времени u, v, w вычислить соответствующие компоненты на промежуточ-
ном временном слое ũ, ṽ, w̃:

ũ − u
τ
+ uu′x + vu′y + wu′z = (μu′x)′x + (μu′y)′y + (νu′z)′z + 2Ω(v sin θ − w cos θ), (5)

ṽ − v
τ
+ uv′x + vv′y + wv′z = (μv′x)′x + (μv′y)′y + (νv′z)′z − 2Ωu sin θ, (6)

w̃ − w
τ
+ uw′x + vw′y + ww′z = (μw′x)′x + (μw′y)′y + (νw′z)′z + 2Ωu cos θ + g

(
ρ0

ρ
− 1

)

. (7)

Для аппроксимации уравнения диффузии – конвекции – реакции по времени использована
схема с весами. Пусть σ ∈ [0, 1] — вес схемы. Тогда u = σũ + (1 − σ)u [Самарский, Николаев,
1978].

Вторая подзадача, базирующаяся на волновом уравнении, позволяет рассчитать поле
давления:

−

(

p− 2p+

(p

(cτ)2
+

(

p ′′xx +

(

p ′′yy +

(

p ′′zz =

(

ρ − ρ
τ2
+

(

(

ρ ũ )′x
τ
+

(

(

ρ ṽ )′y
τ
+

(

(

ρ w̃ )′z
τ
, (8)

где

(

p — функция давления на следующем временном слое.
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Решение третьей подзадачи описывает распределение скоростей водного потока на следу-

ющем временном слое

(

u ,

(

v ,

(

w:

(

u − ũ
τ
= − 1

(

ρ

(

p ′x,

(

v −̃v
τ
= − 1

(

ρ

(

p ′y,

(

w −w̃
τ
= − 1

(

ρ

(

p ′z. (9)

Уравнения (5)–(9) составляют непрерывную математическую модель гидродинамики мел-
ководного водоема и лежат в основе соответствующей дискретной модели.

При решении задач гидродинамики мелководных водоемов на основе уравнений (5)–(9)
наиболее трудоемкой в плане вычислений является задача расчета поля давления на основе под-
задачи (8). Поэтому возникает необходимость в разработке эффективных методов решения этой
задачи.

2.2. Дискретная конечно-разностная схема для расчета давления

Задача расчета давления (5)–(9) рассматривается в области Γ, линейные размеры которой
по вертикали существенно меньше размеров по горизонтальным координатным направлениям,
что является характерным для геометрии мелководных водоемов. Дискретная конечно-разност-
ная схема для расчета давления получена для трехмерной равномерной расчетной сетки ра-
нее [Сухинов, Белова, Чистяков, 2021] и аппроксимирует волновое уравнение (8) со вторым
порядком точности по пространству и по времени, а также отражает информацию о граничных
условиях, которые могут различаться по каждому из пространственных направлений. Для опи-
сания динамически перестраиваемой геометрии расчетной области в дискретном случае при-
менялся метод заполненности ячеек [Сухинов и др., 2019]. Отличительной особенностью схе-
мы [Сухинов, Чистяков, Алексеенко, 2011] является возможность описания сложной геометрии
расчетной области, которая может динамически перестраиваться в процессе вычислений.

Впишем Γ в прямоугольный параллелепипед, который покроем трехмерной равномерной
расчетной сеткой w = wt × wh:

wh = {xi = ihx, y j = jhy, zk = khz; i = 0, Nx − 1, j = 0, Ny − 1, k = 0, Nz − 1;

(Nx − 1)hx = lx, (Ny − 1)hy = ly, (Nz − 1)hz = lz},
где hx, hy, hz — шаги по пространству; Nx, Ny, Nz — количество узлов по пространству; lx, ly, lz —
характерные размеры области Γ.

Для описания геометрии расчетной области в дискретном случае вводится параметр oi, j,k =

=
V
Ω

i, j,k

VDi, j,k

(
V
Ωi, j,k

— объем ячейки, заполненный средой; VDi, j,k
= hx · hy · hz — общий объем ячейки

)
,

который описывает степень заполненности ячейки (i, j, k). Для построения разностной схемы так-
же понадобятся коэффициенты qi, i = 0, 6, описывающие степень заполненности контрольных
областей [Сухинов и др., 2019]. Разностная схема для уравнения (8) при описанных граничных
условиях запишется в виде

q0,i, j,k

(

pi, j,k −2pi, j,k +

(pi, j,k

(cτ)2
+

(
(q5)i, j,k − (q6)i, j,k

)
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(q5)i, j,k − (q6)i, j,k

)
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(

pi, j,k −pi, j,k

τ2hzg
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ω
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−

− (q1)i, j,k

(

pi+1, j,k −

(

pi, j,k

h2
x

+ (q2)i, j,k

(

pi, j,k −

(

pi−1, j,k

h2
x

− (q3)i, j,k

(

pi, j+1,k −

(

pi, j,k

h2
y

+

+ (q4)i, j,k

(

pi, j,k −

(

pi, j−1,k

h2
y

− (q5)i, j,k

(

pi, j,k+1 −

(

pi, j,k

h2
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+ (q6)i, j,k

(

pi, j,k −

(

pi, j,k−1

h2
z

=
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= −(q0)i, j,k

(

ρ i, j,k − ρi, j,k

τ2
−

(q1)i, j,k(

(

ρ ũ )i+1/2, j,k − (q2)i, j,k(

(

ρ ũ )i−1/2, j,k

τhx
−

−
(q3)i, j,k(

(

ρ ṽ )i, j+1/2,k − (q4)i, j,k(

(

ρ ṽ )i, j−1/2,k

τhy
−

(q5)i, j,k(

(

ρ w̃ )i, j,k+1/2 − (q6)i, j,k(
(

ρ w̃ )i, j,k−1/2

τhz
−

−
⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

(q2)i, j,k − (q1)i, j,k

τhx
(

(

ρ ũ )i, j,k +
(q4)i, j,k − (q3)i, j,k

τhy
(

(

ρ ṽ )i, j,k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ mi, j,k, (10)

где ( ρ̂ ũ )i+1/2, j,k =
ρ̂i+1, j,kũi+1, j,k+ρ̂i, j,k ũi, j,k

2 , mi, j,k — маска граничного условия. Если узел (i, j, k) при-
надлежит боковой или верхней границам, то mi, j,k = 0, в противном случае (на входе или на

выходе) mi, j,k = 1, H(x) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x < 0,

1, x � 0
— функция Хэвисайда.

Разностная схема (10) аппроксимирует волновое уравнение (8) со вторым порядком точно-
сти по пространству и по времени, отражает информацию о граничных условиях, которые могут
различаться по каждому из пространственных направлений. Отличительной особенностью схе-
мы (10) является возможность описания сложной геометрии расчетной области, которая может
динамически перестраиваться в процессе вычислений.

3. Решение сеточных уравнений

Для сокращения времени численного решения поставленной задачи расчета давления, яв-
ляющейся одним из этапов реализации математической модели гидродинамики Азовского моря,
коллективом авторов разработан метод решения сеточных уравнений с предобуславливателем
трехдиагонального вида в расчетной области с «вытянутой геометрией», то есть в области, ха-
рактерные размеры которой в горизонтальном направлении значительно превышают вертикаль-
ный размер. В предложенном методе решения сеточных уравнений при формировании предо-
буславливателя вместо операторов, описывающих перенос вдоль горизонтальных направлений,
используются их диагональные части. Аналитическим путем получена оценка числа обусловлен-
ности, от которого зависит скорость сходимости разработанного метода. Предложенный метод
решения сеточных уравнений с предобуславливателем трехдиагонального вида тестировался на
задаче расчета давления, возникающей при аппроксимации трехмерной математической модели
гидродинамики Азовского моря. Экспериментальным путем было установлено, что при исполь-
зовании гидростатического приближения в качестве начальных значений давления, полученного
в результате аппроксимации модели гидродинамики мелководного водоема, включающей три
уравнения движения, методы решения сеточных уравнений сходятся быстрее.

3.1. Метод решения сеточных уравнений с предобуславливателем
трехдиагонального вида

Запишем сеточное уравнение (10), используемое для расчета давления, в матричной форме,
заменив искомые значения давления p в узлах на x и представив коэффициенты при неизвестных
в форме линейного самосопряженного положительно определенного оператора A = A∗ > 0:

Ax = f . (11)

Представим A в виде суммы линейных операторов:

A = D+Λx+Λy+Λz, Λx =
1

h2
x
ΛD,x⊗Ey⊗Ez, Λy =

1

h2
y

Ex⊗ΛD,y⊗Ez, Λz =
1

h2
z

Ex⊗Ey⊗ΛD,z, (12)

2024, Т. 16, № 3, С. 647–672



654 В.Н. Литвинов, А. Е. Чистяков, А.В. Никитина, А.М. Атаян, И.Ю. Кузнецова

где ⊗ — символ, обозначающий произведение Кронекера; Ex, Ey, Ez — единичные матрицы Nx−2,
Ny − 2, Nz − 2 порядков соответственно; ΛD — линейный оператор, содержащий коэффициенты
сеточных уравнений.

В случае граничных условий p′n = αp + β 3-го (α > 0) и 2-го (α = 0) рода оператор ΛD
запишется в виде

(ΛD)i, j =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 + αh, если (i + j = 2) ∨ (i + j = 2N),

2, если (i = j) ∧ (2 < i + j < 2N),

−1, если |i − j| = 1,

0, если |i − j| > 1,

ΛD =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + αh −1 0 · · ·
−1 2 −1 · · ·
0 −1 2 · · ·
· · · · · · · · · · · ·

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (13)

Для решения задачи (11) используем неявный итерационный процесс:

B
xn+1 − xn

τn+1

+ Axn = f , (14)

где B — предобуславливатель, n — номер итерации, τn+1 > 0 — итерационный параметр.

Параметры ρ и τ находятся из условий 1−ρ
τ = λmin,

1+ρ
τ = λmax. Получим, что

τ =
2

λmin + λmax
, ρ =

ν − 1
ν + 1

, ν =
λmax

λmin

. (15)

Здесь λmin, λmax — минимальное и максимальное значения собственных чисел оператора C, ν =
= ν(C) — число обусловленности оператора C.

Предобуславливатель сформируем следующим образом:

B = D + ωDxy + Λz, ω > 0, (16)

где Dxy — оператор, составленный из диагональной части оператора Λxy = Λx + Λy.

Выполним оценку максимального собственного числа с учетом C = B−1/2AB−1/2,
B−1/2x = y:

λmax(C) = max
|x|>0

(Cx, x)
(x, x)

= max
|y|>0

(
B−1/2Ay, B1/2y

)

(
B1/2y, B1/2y

) = max
|y|>0

(Ay, y)
(By, y)

.

Обозначим S = D−1
xy D + D−1/2

xy ΛzD
−1/2
xy , тогда оценка числа обусловленности оператора C

будет иметь вид

ν(C) �

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ + λmax(S )

δ + λmin(S )

(

1 − λmax(S ) − λmin(S )

ω + λmax(S )

)

, Δ � ω,

Δ + λmin(S )

δ + λmin(S )
, δ � ω � Δ,

Δ + λmin(S )

δ + λmax(S )

(

1 +
λmax(S ) − λmin(S )

ω + λmin(S )

)

, ω � δ.

(17)

Из полученной оценки следует, что число обусловленности оператора C минимально
при δ � ω � Δ. Для работы стационарных итерационных методов требуется априорная ин-
формация о значениях максимального и минимального собственных чисел операторов. В случае
выбора предобуславливателя в виде (16) для произвольной геометрии расчетной области возни-
кает проблема оценки минимальных собственных чисел операторов.
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3.2. Решение сеточных уравнений, возникающих при расчете давления для
трехмерной задачи гидродинамики Азовского моря

Для проверки работоспособности предложенного метода проведены вычислительные экс-
перименты по определению количества итераций, необходимых для получения решения постав-
ленной задачи с заданной точностью. Область расчетов выбрана совпадающей с размерами ак-
ватории Азовского моря: 355 км в длину, 233 км в ширину, 13,2 м в глубину. Под подъем уров-
ня воды отводится 4 м над поверхностью водоема. Пространственный шаг по горизонтальным
направлениям принят равным 1000 м, по вертикали — 0,5 м. При этом отношение шагов по
горизонтали к шагам по вертикали составило 2000 раз. Размеры расчетной сетки составили
255 × 350 × 35 узлов. Для расчета давления задавались граничные условия 3-го рода на поверх-
ности Азовского моря, на всех остальных поверхностях — граничные условия 2-го рода.

Эксперимент по определению зависимости нормы вектора невязки ‖r‖C от количества
итераций n при решении сеточных уравнений на основе модифицированного попеременно-
треугольного метода (на рис. 1 представлены графиком 1) [Самарский, Николаев, 1978] и предло-
женного метода решения сеточных уравнений с предобуславливателем трехдиагонального вида
(на рис. 1 — кривая 2) показал, что применение МПТМ не приводит к уменьшению нормы векто-
ра невязки, а предложенного метода — позволяет достичь точности 10−5 менее чем за 1000 ите-
раций.

Рис. 1. Зависимость значений равномерной нормы вектора невязки от количества итераций: 1 — расчет на
основе МПТМ, 2 — на основе метода решения сеточных уравнений с предобуславливателем трехдиаго-
нального вида

При расчете поля давления для модели гидродинамики Азовского моря в качестве на-
чального приближения использовалось гидростатическое приближение, расчет которого, выпол-
няемый на основе двумерной задачи, значительно менее трудоемок по сравнению с расчетом
трехмерной задачи. На рис. 2 представлены графики зависимости равномерной нормы векто-
ра невязки ‖r‖ от количества итераций n, полученные при решении сеточных уравнений задачи
расчета давления с учетом гидростатического приближения.

Установлено, что при использовании гидростатического приближения в качестве началь-
ных значений давления, полученного в результате аппроксимации рассматриваемой модели гид-
родинамики, методы решения сеточных уравнений сходятся быстрее. Разработанный метод
решения сеточных уравнений с предобуславливателем трехдиагонального вида достигает точ-
ности 10−3 за 2 итерации, а 10−5 — менее чем за 15 (на рис. 2 кривая 2). МПТМ сходится
за 100 итераций и останавливается на точности 10−3 (на рис. 2 кривая 1).
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Рис. 2. Зависимость равномерной нормы вектора невязки от количества итераций при использовании
гидростатического приближения: 1 — расчет на основе МПТМ, 2 — на основе метода решения сеточных
уравнений с предобуславливателем трехдиагонального вида

4. Параллельная реализация

На основе предложенного метода решения сеточных уравнений с предобуславливателем
трехдиагонального вида был разработан и интегрирован в программный комплекс Azov3D по-
следовательный алгоритм [Сухинов и др., 2023a]. Разработанный ранее алгоритм является одно-
поточным, предназначен для вычислительных систем с общей памятью и имеет ограничение на
размер расчетной сетки, обусловленное размещением всех массивов данных в оперативной па-
мяти. Время счета при этом оказалось достаточно высоким. Например, расчетная сетки размером
1000 × 1000 × 60 расчетных узлов обрабатывалась более чем за 73 секунды, что не позволяет ис-
пользовать данный алгоритм при решении комплексных нестационарных задач. Для уменьшения
времени расчетов авторским коллективом разработана параллельная версия данного алгоритма,
предназначенная для систем с распределенной памятью и ориентированная на применение тех-
нологии MPI. Ее использование на системах с несколькими вычислительными узлами требует
учета затрат времени на передачу данных по сети. Это позволяет сконфигурировать алгоритм
оптимальным образом и тем самым минимизировать долю затрат времени на транспортировку
данных по локальной сети в общем времени расчетов. Проведен вычислительный эксперимент,
в результате которого методом наименьших квадратов были получены зависимости, описыва-
ющие время латентности и время передачи данных. Результаты расчета времени латентности
используются в предложенном алгоритме решения сеточных уравнений итерационным методом
с предобуславливателем трехдиагонального вида при задании параметров декомпозиции расчет-
ной области таким образом, чтобы размер пакета не достигал объема, при котором наблюдался
кратный рост времени передачи данных между вычислительными узлами. Для разделения вы-
числительных потоков внутри узлов и потоков, ориентированных на транспорт данных между
узлами, и более эффективного их использования разработан алгоритм, ориентированный на ис-
пользование гибридной технологии OpenMP + MPI. Получены теоретические и практические
оценки ускорения разработанных алгоритмов с учетом времени латентности вычислительной
системы. Наибольшее ускорение вычислений, равное 159,81, достигнуто при использовании ги-
бридной технологии OpenMP + MPI.

4.1. Расчет времени латентности вычислительной системы

Для теоретической оценки работы вычислительных систем используют следующие пара-
метры: ta — время выполнения одной арифметической операции, tl — время организации переда-
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чи данных (латентность), tx — время передачи одного данного. Данные параметры различаются
для разных вычислительных систем и для различных программных реализаций технологии MPI
и могут быть получены экспериментально. Их учет необходим для оптимальной настройки пара-
метров алгоритмов решения сеточных уравнений на этапе выполнения декомпозиции расчетной
области.

На рис. 3 приведен график зависимости времени передачи от объема данных (N) и коли-
чества вычислительных узлов (p), построенный по данным вычислительного эксперимента на
вычислительном кластере К-60 ИПМ РАН им. Келдыша. На графике видно, что функция зави-
симости времени передачи имеет скачок при объемах передаваемых данных, равных примерно
512 числам с плавающей точкой. Обозначим данное значение: Nmax = 512. В алгоритмах решения
сеточных уравнений будем ориентироваться на полученное значение и выполнять декомпозицию
расчетной области таким образом, чтобы не превышать это значение.

Рис. 3. Зависимость времени передачи данных от объема данных при работе с разным числом вычисли-
тельных узлов

Рис. 4. Зависимость времени передачи данных от объема: а) объем данных до 512 элементов; б) объем
данных более 512 элементов

2024, Т. 16, № 3, С. 647–672



658 В.Н. Литвинов, А. Е. Чистяков, А.В. Никитина, А.М. Атаян, И.Ю. Кузнецова

Экспериментальные данные были обработаны методом наименьших квадратов (рис. 4),
в результате получены линейные зависимости, описывающие время латентности и время пере-
дачи данных. Для времени латентности имеет место формула

tl(p, N) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

5,21 · 10−6 + 1,53 · 10−7(p − 2), если N � Nmax,

6,733 · 10−6(p − 2), если N > Nmax.
(18)

Время передачи одного данного составило tx = 3,3 · 10−9 с.
Из рис. 4 видно, что при объеме данных в пакете, не превышающем 512 значений с плава-

ющей точкой, латентность находится в диапазоне от 5·10−6 до 6·10−6 с. При объеме передаваемых
данных свыше 512 элементов наблюдаются резкий рост латентности до 16 ·10−5 с и дальнейший
монотонный рост до 18 · 10−5 с при размере пакета, равном 1000 элементов.

Полученные зависимости используются для предварительной оценки времени решения
сеточных уравнений итерационным методом с предобуславливателем трехдиагонального вида
в разработанном алгоритме и позволяют оптимизировать процесс вычислений минимизацией
доли затрат времени на транспорт данных.

4.2. Алгоритм решения сеточных уравнений итерационным методом
с предобуславливателем трехдиагонального вида

Рассмотрим построение параллельных алгоритмов итерационного метода с предобуслав-
ливателем трехдиагонального вида, применимого для расчета трехмерных стационарных задач.
Требуется решить систему линейных алгебраических уравнений: Au = f , где A = (ai j)

m
i, j=1 —

матрица, имеющая обратную матрицу; u = (u1, u2, . . . , uN)T , f = ( f1, f2, . . . , fN)T — векторы-
столбцы неизвестных и правых частей соответственно.

Для представления значения поля u(x, y, z) в векторной форме тройке индексов (i, j, k)
можно поставить в соответствие значение s, описывающее порядковый номер элемента векто-
ра u: s = i + jNx + kNxNy, 0 � s � n − 1, n = NxNyNz — длина вектора u = (u0, u1, . . . , un−1)T .
Данное представление удобно использовать при описании и исследовании алгоритмов решения
сеточных уравнений итерационными методами.

1. В узлах расчетной сетки вычисляются значения поля u(x, y, z): ui, j,k при i ∈ 1, Nx − 2,

j ∈ 1, Ny − 2, k ∈ 1, Nz − 2, при этом по периметру (i ∈ {0, Nx − 1}, j ∈ {0, Ny − 1}, k ∈ {0, Nz − 1})
находятся фиктивные узлы. Выполним декомпозицию расчетной области вдоль пространствен-
ного направления Ox плоскостями, параллельными осям Oy и Oz, при этом обозначим через wm

подобласть с номером m, 0 � m � p − 1, где p — количество подобластей, на которые разби-
та исходная область. Расчетными узлами области wm являются элементы um

i, j,k при i ∈ 1, nr
x − 2,

j ∈ 1, Ny − 2, k ∈ 1, Nz − 2. Разбиение исходной области выполнено таким образом, чтобы смеж-
ные области wm и wm+1 пересекались в двух узлах вдоль направления, перпендикулярного лини-
ям разбиения, и имели место равенства um

nm
x −2, j,k = um+1

0, j,k , um
nm

x −1, j,k = um+1
1, j,k . На рис. 5 представлена

схема декомпозиции расчетной области.
Для фрагментов wm, полученных в результате декомпозиции расчетной области по одному

пространственному направлению, необходимо знать два параметра: начальный индекс j = nm
x

в исходной расчетной области и ширину фрагмента nm
x . Номер индекса, с которого начинается

соответствующий фрагмент расчетной области, можно рассчитать по формуле

nm
x =

⌊
m · (Nx − 2)

p

⌋

,

где �x� — функция «пол», определяется как наибольшее целое, меньшее или равное x; 
x� —
функция «потолок», определяется как наименьшее целое, большее или равное x.
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Рис. 5. Декомпозиция расчетной области

Ширина подобласти wm вдоль оси Oy рассчитывается по формуле

nm
x =

⌊
(m + 1) · (Nx − 2)

p

⌋

− nm
x + 2.

Опишем параллельный алгоритм решения сеточных уравнений итерационным методом
с предобуславливателем трехдиагонального вида.

2. В процессе выполнения программы происходит вызов функций, которые возвращают
два значения: p — количество процессов внутри коммуникатора, m — номер текущего процессора
в частной группе коммуникатора.

3. Инициализируются значения p1 и p2 (условно p1 — количество процессоров вдоль на-
правления оси Ox, p2 — вдоль оси Oy соответственно).

4. Для расчета значений номеров процессоров вдоль каждого из направлений m1 и m2 ис-
пользуются формулы, которые позволяют оптимизировать параллельное выполнение программ:

m1 = m mod p1, m1 =

⌊
m
p1

⌋
.

5. Проводится расчет значений номеров начальных элементов — N11, N22, а также рассчи-
тываются размеры фрагмента расчетной области вдоль осей Ox и Oy — N1, N2 соответственно:

N11 =

⌊
m1(Nx − 2)

p1

⌋

, N1 =

⌊
(m1 + 1)(Nx − 2)

p1

⌋

− N11 + 2,

N22 =

⌊
m2(Ny − 2)

p2

⌋

, N2 =

⌊
(m2 + 1)(Ny − 2)

p2

⌋

− N22 + 2.

6. В начале процесса выполнения программы происходит обнуление вспомогательных мас-
сивов.

7. Затем выполняется декомпозиция расчетной области, что позволяет разбить ее на более
мелкие части и распределить их между процессорами для параллельного выполнения.

8. Далее происходит расчет элементов массива.
9. Начинается цикл по итерациям, в котором происходит расчет вектора невязки при по-

мощи технологии OpenMP из уравнения rn = Axn − f .
10. Расчет вектора поправки wn выполняется при помощи технологии OpenMP методом

прогонки из уравнения: Ai, j,kwn
i, j,k − B5,i, j,kwn

i, j,k+1 − B6,i, j,kwn
i, j,k−1 = rn

i, j,k.
11. На данном этапе алгоритма происходит обмен данных вдоль направления Ox.
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11.1. Передача/прием данных в сторону уменьшения номера процессора, схема обмена
представлена на рис. 6:

• если значение переменной m1 больше нуля, то происходит передача данных (элементы
с индексом i = 1) процессору с номером p − 1;

• если значение переменной m1 меньше (p1 −1), то происходит прием данных (все элементы
с индексом i = N1 − 1) от процессора с номером p + 1.

11.2. Передача/прием данных в сторону возрастания номера процессора:

• если m1 < (p1 − 1), передача данных (передаются элементы с индексом i = N1 − 2) процес-
сору с номером p + 1;

• если m1 > 0, прием данных (принимаются все элементы с индексом i = 0) от процессора
с номером p − 1.

Рис. 6. Схема обменов

12. На данном этапе алгоритма происходит обмен данных вдоль направления Oy (анало-
гично обмену в п. 11).

12.1. Передача/прием данных в сторону уменьшения номера процессора:

• если значение переменной m2 больше нуля, то происходит передача данных (элементы
с индексом j = 1) процессору с номером p − p1;

• если значение переменной m2 меньше (p2 −1), то происходит прием данных (все элементы
с индексом j = N2 − 1) от процессора с номером p + p1.

12.2. Передача/прием данных в сторону возрастания номера процессора:

• если значение переменной m2 меньше (p2 − 1), то происходит передача данных (элементы
с индексом j = N2 − 2) процессору с номером p + p1;

• если значение переменной m2 больше нуля, то происходит прием данных (все элементы
с индексом j = 0) от процессора с номером p − p1.
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13. Расчет итерационного параметра τn (выполняется при помощи технологии OpenMP):

τn =
(rn, wn)

(Awn, wn)
.

14. Переход на следующую итерацию (выполняется при помощи технологии OpenMP):

xn+1 = xn − τnwn.

15. Конец цикла по итерациям.
16. Возращение значений решения.

4.3. Оценка ускорения параллельной работы алгоритма решения сеточных
уравнений итерационным методом с предобуславливателем трехдиагонального
вида

Для расчета вектора невязки rn = f − Aun, где n — номер итерации, требуется найти значе-
ния (Nx−2)(Ny−2)(Nz−2) элементов вектора u на следующем временном слое. При параллельной
организации расчетов каждый вычислитель обработает

(
Nr

x − 2
)

(Ny − 2)(Nz − 2) элементов век-
тора u. Для расчета каждого элемента вектора невязки требуется выполнить 14 арифметических
операций. Расчет вектора поправки требует выполнения 8 операций, итерационного парамет-
ра — 17. При переходе на следующую итерацию выполняется еще две арифметические операции.
Суммарно на каждой итерации для всех элементов выполняется 41 арифметическая операция.

Временные траты на одну итерацию в случае последовательного варианта алгоритма мо-
жем оценить по формуле

t1 = 41ta(Nx − 2)(Ny − 2)(Nz − 2). (19)

При расчете параллельным алгоритмом на многопроцессорной вычислительной системе
время расчета составит

tp = 41ta max
r

(
nm

x − 2
)

(Ny − 2)(Nz − 2) + 2tl(p, (Ny − 2)(Nz − 2)) + 2(Ny − 2)(Nz − 2)tx,
⌊
Nx − 2

p

⌋

� max
r

(
nm

x − 2
)
�

⌈
Nx − 2

p

⌉

, max
r

(
nm

x − 2
) ≈ Nx − 2

p
.

Тогда

tp = 41ta
(Nx − 2)(Ny − 2)(Nz − 2)

p
+ 2tl(p, (Ny − 2)(Nz − 2)) + 2(Ny − 2)(Nz − 2)tx. (20)

Время работы параллельного варианта алгоритма решения сеточных уравнений итераци-
онным методом с предобуславливателем трехдиагонального вида равно

A =
41ta(Nx − 2)(Ny − 2)(Nz − 2)

41ta
(Nx−2)(Ny−2)(Nz−2)

p + 2tl(p, (Ny − 2)(Nz − 2)) + 2(Ny − 2)(Nz − 2)tx

. (21)

В случае если объем передаваемых данных больше Nx − 2 > Nmax, то выполняется k =

=

⌈
N2−2
Nmax

⌉
обменов. Тогда время работы параллельного алгоритма равно

A =
p

1 + 2p
ktl(p, Nmax)+(Ny−2)(Nz−2)tx

41ta(Nx−2)(Ny−2)(Nz−2)

. (22)
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Таблица 1. Результаты работы параллельных алгоритмов на основе технологии MPI и гибридной техно-
логии MPI + OpenMP

p p1 p2
MPI MPI + OpenMP

Время Ускорение Время Ускорение
1 1 1 73,08 1,00 24,19 3,02
2 2 1 43,69 1,67 11,67 6,26
3 3 1 24,57 2,97 2,72 26,88

4
2 2 15,16 4,82 1,93 37,92
4 1 13,33 5,48 1,91 38,17

8
4 2 6,22 11,74 1,56 46,73
8 1 6,25 11,70 1,53 47,75

16
4 4 3,068 23,91 0,59 123,98
8 2 3,05 23,94 0,75 97,09

16 1 3,43 21,32 1,06 68,75

24

6 4 2,52 29,04 0,41 176,12
8 3 2,51 29,09 0,74 99,20

12 2 1,55 47,20 0,50 146,15
24 1 1,53 47,67 0,46 159,81

Проведены численные эксперименты, в которых для технологий MPI и MPI + OpenMP
фиксировалось время работы параллельных алгоритмов и вычислялось ускорение для различ-
ных распределений p1 и p2 (таблица 1). Наибольшее ускорение было достигнуто при распреде-
лении p1 = 6 и p2 = 4 для алгоритма на основе гибридной технологии MPI + OpenMP и соста-
вило 176,12. Наибольшее ускорение для алгоритма на основе технологии MPI составило 47,67
при распределении p1 = 24 и p2 = 1.

Отношение наибольших величин ускорений для гибридной технологии MPI + OpenMP
и технологии MPI составило 3,6. Это свидетельствует о более эффективном использовании под-
системы памяти вычислительного узла при применении гибридной технологии MPI + OpenMP.
На рис. 7 приведены графики зависимостей ускорения от количества узлов. Имеет место резкий
рост ускорения для гибридной технологии MPI + OpenMP при числе узлов, превышающем 8.

Рис. 7. Зависимость ускорения параллельных алгоритмов на основе технологий MPI и MPI + OpenMP от
числа вычислителей

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Математическое моделирование гидродинамических . . . 663

5. Результаты численных экспериментов

Для численного решения задачи гидродинамики мелководных водоемов (5)–(9) с расче-
том давления по регуляризованному волновому уравнению вида (8) на основе предложенного
параллельного алгоритма решения сеточных уравнений итерационным методом с предобуслав-
ливателем трехдиагонального вида разработан программный комплекс (ПК) на языке C++ с ис-
пользованием гибридной технологии MPI + OpenMP. В нем использовалась именно гибридная
технология, так как согласно проведенным вычислительным экспериментам для тестовых задач,
описанных в § 4, параллельный алгоритм на ее основе был более эффективным, обладал бо-
лее высоким ускорением. Данный ПК включает модель гидродинамики, в которой учитываются
турбулентный обмен, стоки рек, сгонно-нагонные явления, ветровые течения и трение о дно,
а также сложная геометрия дна и береговой линии. Разработанный ПК и включает следующие
блоки: расчет поля скорости на промежуточном временном слое без учета давления; расчет
гидростатического давления, используемого в качестве начального приближения для гидроди-
намического давления; расчет гидродинамического давления на основе предложенного метода
с предобуславливателем трехдиагонального вида; уточнение трехмерного поля скорости водного
потока с учетом давления. В качестве входных параметров задаются размеры расчетной области,
при этом глубина акватории задается в форме карты глубин, длительность временного интерва-
ла моделирования, размер шага по времени τ, размеры шагов по пространственным координа-
там hx, hy и hz, погрешность решения сеточных уравнений, интенсивность испарения, начальные
распределения компонент вектора скорости движения водной среды и давления. Для достижения
оптимальной параметризации модели был разработан и протестирован ряд алгоритмов, включая
фильтрацию на основе фильтра Калмана, который помог устранить шумы в экспедиционных из-
мерениях вектора скорости водного потока (рис. 10). Численные эксперименты проводились на
гибридном вычислительном кластере К-60 ИПМ РАН им. Келдыша.

5.1. Вычислительный эксперимент по моделированию гидродинамики Азовского
моря

Разработанные модели и алгоритмы применялись для реконструкции экологической ка-
тастрофы, произошедшей в 2001 году в Азовском море, когда на площади более 1000 км2 об-
разовалась зона анаэробного (сероводородного) заражения, сопровождаемая массовой гибелью
ихтиофауны. Размеры расчетной области соответствовали физическим размерам Азовского мо-
ря: длина — 355 км, ширина — 233 км, пространственный шаг — 1000 м в горизонтальном
направлении. Интервал времени принят равным 30 сут. Результаты численного моделирования
движения водной среды представлены на рис. 8. Стрелочками показаны проекции векторов ско-
рости водного потока на плоскость xOy, усредненные по глубине. Цветовая палитра отражает

интегральную характеристику U =
H∫

η

u dz, которую удобно использовать для изучения полей те-

чений в Азовском море, имеющем отдельные глубоководные участки, в которых поток водной
среды направлен против ветра. В восточной части моря наблюдается область с вихревой струк-
турой течения, называемая природной ловушкой, в которой может накапливаться значительное
количество органических остатков, ранее перемещавшихся по водотоку.

В качестве входных данных использовались постоянно пополняемые базы экологических
данных по Азовскому морю, полученные в ходе многолетних экспедиционных исследований,
регулярно проводимых при участии авторского коллектива. Были проведены комплексные экс-
педиционные измерения параметров водной среды в Азовском море и Таганрогском заливе с це-
лью обновления базы данных многолетних исследований о состоянии водной среды с помощью
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Рис. 8. Результаты математического моделирования движения водной среды (водные потоки)

профилографа ADCP, принцип действия которого основан на применении доплеровского эф-
фекта: передача акустического сигнала на постоянной частоте и прием отраженного сигнала от
неоднородностей водной среды под излучателем (начиная с зоны чувствительности) в толще
водного столба. Количество элементов разрешения по глубине составляло 128, шаг измерения
по глубине — 10 см, период измерений — 1 секунда, количество измерений на каждой станции
варьировалось от 200 до 1000. Измерения проводились вертикально, начиная от ближней зоны
чувствительности зонда до дна. Исследовано влияние изменения коэффициента вертикального
турбулентного обмена на содержание растворенного кислорода в придонном слое мелководного
водоема. На глубине примерно 3 метра и ниже значения коэффициента вертикального турбулент-
ного обмена приближались к нулю, что указывает на уменьшенный вертикальный турбулентный
обмен в данной зоне и объясняет явление гипоксии в придонном слое центрально-восточной
части Азовского моря в летний период. Полученные с профилографа данные о скоростях по-
токов водной среды подвергались фильтрации с целью удаления шумов. Данная задача реша-
лась с применением разработанного программного комплекса, включающего программный блок
с фильтром Калмана, что позволило значительно снизить разброс данных и амплитуду колеба-
ний. Фильтрация входных данных позволила более точно оценить полученную в ходе натурных
экспериментов информацию. Рисунок 9 демонстрирует пример работы программного обеспече-
ния, предназначенного для устранения зашумленности в двумерном случае. Цветом выделена
скорость водного потока в мм/сек в соответствии с приведенной на рис. 9 шкалой. На рис. 9, а
представлены данные без обработки, на рис. 9, б представлены данные после обработки двух-
этапным фильтром Калмана.

На рис. 10 представлены профили горизонтальных компонентов скорости водного потока
(сплошная линия — результаты численных экспериментов, точки — результаты натурных измере-
ний). Верификация используемой модели базировалась на данных, полученных в ходе экспеди-
ционных исследований, проводимых на Азовском море авторским коллективом [Сухинов и др.,
2022].

Изучалось влияние внешних (абиотических) факторов, включая пространственное распре-
деление солености, температуры, на гидродинамические процессы Азовского моря, представля-
ющего собой водоем эстуарного типа, поэтому для него характерен большой перепад уровня
солености при переходе от пресных речных вод к соленым морским. В течение года измене-
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(а) Исходные данные с погрешностью измерительного
прибора

(б) Данные, полученные после применения ал-
горитма фильтрации

Рис. 9. Применение фильтра Калмана для устранения зашумленности данных о пульсациях скорости
движения водного потока в Азовском море

Рис. 10. Профили горизонтальной компоненты вектора скорости [м/с]: а) составляющая вектора скорости
водного потока, направленная с запада на восток (u); б) составляющая вектора скорости водного потока,
направленная с севера на юг (v). 1 — данные полученные с ADCP; 2 — расчетные данные

ния средней солености моря без Таганрогского залива достигают 1 . Зачастую средние по
месяцам значения солености и температуры представлены на картах в отдельных точках или
изолиниями поля (изогалинами и изотермами). Использование таких данных нежелательно из-за
возникновения погрешности вычислений. Возникает задача получения более гладких функций
для приближения функциональных зависимостей, описывающих поля солености и температуры,
что позволяет повысить точность гидродинамических расчетов. Интерполяция полей солености
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и температуры выполнялась на основе сплайнов, построенных с помощью функций

H1(x) = 1, H2(x) = x, H3(x) = ch(kx), H4(x) = sh(kx), k =

√
12
h
.

Метод основан на решении уравнения Лапласа с использованием схем повышенного по-
рядка точности, учитывающих частичную заполненность расчетных ячеек области:

ΔH − h2

12
Δ2H = 0,

где H — соленость (температура) водоема, Δ — оператор Лапласа, h — среднее расстояние меж-
ду заданными значениями функции. Преимуществами метода являются достаточная гладкость
в точках склейки функций и меньшие выбросы (отклонения от линейной функции) по сравне-
нию с кубическим сплайном, часто используемым при решении подобных задач.

На рис. 11 представлены восстановленные на основе картографической информации поля
солености и температуры воды для Азовского моря в летний период с использованием схем
повышенного порядка аппроксимации [Сухинов, Белова, Чистяков, 2021].

Рис. 11. Восстановленные распределения солености (а) и температуры (б) в Азовском море в летний
период

Для проверки адекватности математической модели использовался критерий Тейла. От-
носительное отклонение расчетных функций и гидрофизических параметров, полученных в ре-
зультате моделирования, от натурных измерений находилось в пределах от 15 до 20 %.

5.2. Вычислительный эксперимент по моделированию движения водной среды
в устьевых районах

В качестве второй тестовой модельной задачи гидродинамики была решена задача движе-
ния водной среды в устьевых районах. Геометрия расчетной области задавалась в виде карты
глубин, представленной на рис. 12.

Размеры расчетной области по различным пространственным направлениям Ox, Oy и Oz
приняты равными 50 м, 50 м и 2 м соответственно. Уровень возвышения над поверхностью
моря принят равным 2 м. Параметры сетки задавались следующим образом: размеры шагов по
горизонтальным координатам — 0,5 м, по вертикали — 0,1 м, шаг по времени составил 0,25 с.
Скорость водного потока в русле реки принята равной 0,2 м/с. Скорость набегающего потока
с моря задана равной 0,4 м/с.

На рис. 13, 14 приведены результаты расчета трехмерного поля скорости водной среды
в различные моменты времени. На рис. 13 представлены результаты моделирования в сечении
расчетной области плоскостью xOy (при z = 0 м).
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Рис. 12. Карта глубин расчетной области

(а) Временной интервал моделирования — 5 с (б) Временной интервал моделирования — 10 с

(в) Временной интервал моделирования — 15 с (г) Временной интервал моделирования — 20 с

Рис. 13. Скорость течения водного потока на поверхности [м/с]
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(а) Временной интервал моделирования — 5 с (б) Временной интервал моделирования — 10 с

(в) Временной интервал моделирования — 15 с (г) Временной интервал моделирования — 20 с

Рис. 14. Скорость течения водного потока на поверхности [м/с] по центру расчетной области

На рис. 14 представлены результаты моделирования в сечении плоскостью xOz при цен-
тральном разрезе расчетной области (y = 25 м), при этом нулевой уровень воды обозначен
черной горизонтальной линией. На рис. 14 отчетливо заметны признаки подтопления в устьевой
зоне из-за набегающих водных масс.

На рис. 15 визуализированы результаты расчета изменения уровня поднятия воды в устье-
вом районе в различные моменты времени. Отчетливо заметно движение водных масс с моря
в сторону устьевого района с подтоплением береговой линии.

Разработанный программный комплекс позволяет достичь более высокой точности при мо-
делировании процессов смешения вод взаимосвязанных водоемов, а также при прогнозировании
проникновения соленых вод в поймы рек.

6. Заключение

В работе представлена модель гидродинамики мелководных водоемов, разработанная ав-
торским коллективом, позволяющая рассчитывать трехмерные поля вектора скорости движения
водной среды. Аппроксимация задачи гидродинамики по временной переменной выполнена на
основе схем расщепления по физическим процессам. Применение регуляризаторов по Б. Н.Чет-
верушкину в уравнении неразрывности привело к изменению способа расчета поля давления,
которое вычислялось на основе волнового уравнения. Описан метод решения сеточных уравне-
ний с предобуславливателем трехдиагонального вида. Выполнены оценки минимального и мак-
симального собственных чисел. На примере исследования зависимости значений равномерной
нормы вектора невязки от количества итераций продемонстрировано ее монотонное снижение
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(а) Временной интервал моделирования — 5 с (б) Временной интервал моделирования — 10 с

(в) Временной интервал моделирования — 15 с (г) Временной интервал моделирования — 20 с

Рис. 15. Результаты моделирования динамики уровня подъема воды [см]

до величины 10−5 при количестве итераций, равном 900, что свидетельствует о преимуществе
этого метода по сравнению с МПТМ. Оценка времени латентности многопроцессорной вычисли-
тельной системы показала резкое увеличение времени передачи данных при передаче 512 чисел
с плавающей точкой. Время передачи одного числа с плавающей точкой составило 3,3 · 10−9 с.
Сравнение результатов работы параллельного алгоритма решения сеточных уравнений итера-
ционным методом с предобуславливателем трехдиагонального вида на основе технологии MPI
и гибридной технологии MPI + OpenMP показало преимущество гибридного подхода. MPI обес-
печивает гибкость и независимость между процессами, но требует более сложной реализации
и управления сообщениями. OpenMP позволяет легко распараллеливать код с использованием
общей памяти, но не может быть использован на системах с распределенной памятью. Комби-
нация MPI + OpenMP сочетает в себе преимущества обоих подходов. Для 24 MPI-процессов
достигнуто ускорение, равное 159,81. Проведенные численные эксперименты по моделирова-
нию задач гидродинамики показали относительное отклонение расчетных от натурных данных
в пределах от 15 до 20 %.
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