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Важную роль при построении математических моделей динамических систем играют об-
ратные задачи, к которым, в частности, относится задача параметрической идентификации. В от-
личие от классических моделей, оперирующих точечными значениями, интервальные модели
дают ограничения сверху и снизу на исследуемые величины. В работе рассматривается интерпо-
ляционный подход к решению интервальных задач параметрической идентификации динамиче-
ских систем для случая, когда экспериментальные данные представлены внешними интерваль-
ными оценками. Цель предлагаемого подхода заключается в нахождении такой интервальной
оценки параметров модели, при которой внешняя интервальная оценка решения прямой задачи
моделирования содержала бы экспериментальные данные или минимизировала бы отклонение
от них. В основе подхода лежит алгоритм адаптивной интерполяции для моделирования дина-
мических систем с интервальными неопределенностями, позволяющий в явном виде получать
зависимость фазовых переменных от параметров системы. Сформулирована задача минимиза-
ции расстояния между экспериментальными данными и модельным решением в пространстве
границ интервальных оценок параметров модели. Получено выражение для градиента целевой
функции. На репрезентативном наборе задач продемонстрированы эффективность и работоспо-
собность предлагаемого подхода.

Ключевые слова: обратные задачи, параметрическая идентификация, интервальные оценки,
интервальные параметры, динамические системы, обыкновенные дифференциальные уравнения,
алгоритм адаптивной интерполяции, градиентный спуск
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An important role in the construction of mathematical models of dynamic systems is played
by inverse problems, which in particular include the problem of parametric identification. Unlike
classical models that operate with point values, interval models give upper and lower boundaries on
the quantities under study. The paper considers an interpolation approach to solving interval problems
of parametric identification of dynamic systems for the case when experimental data are represented by
external interval estimates. The purpose of the proposed approach is to find such an interval estimate
of the model parameters, in which the external interval estimate of the solution of the direct modeling
problem would contain experimental data or minimize the deviation from them. The approach is based
on the adaptive interpolation algorithm for modeling dynamic systems with interval uncertainties,
which makes it possible to explicitly obtain the dependence of phase variables on system parameters.
The task of minimizing the distance between the experimental data and the model solution in the
space of interval boundaries of the model parameters is formulated. An expression for the gradient of
the objectivet function is obtained. On a representative set of tasks, the effectiveness of the proposed
approach is demonstrated.
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1. Введение

Для данных, полученных в процессе проведения некоторого эксперимента, является ха-
рактерным наличие разброса [Schenck, 1968; Martyshov et al., 2020]. Это может быть связано
как с погрешностями измерений, так и с невозможностью полного исключения влияния внеш-
них факторов на эксперимент. Наиболее простым описанием неопределенности является ин-
тервальная оценка возможных значений. В этом случае при выполнении дальнейшего анализа
и построении соответствующей математической модели необходимо использовать интервальный
аппарат [Moore, 1966; Moore, Kearfott, Cloud, 2009; Шарый, 2019; Добронец, 2007; Nedialkov,
Jackson, Pryce, 2001; Shary, 2001].

Задача параметрической идентификации возникает, когда математическая модель изучае-
мого процесса уже определена, но неизвестными остаются ее параметры. Традиционно решение
данной задачи сводится к минимизации некоторой целевой функции, характеризующей отклоне-
ние модельных данных от экспериментальных.

Существует ряд публикаций по интервальным обратным задачам. Работа [Дилигенская,
Самокиш, 2020] посвящена развитию методов параметрической идентификации, применяемых
для решения обратных задач теплофизики в условиях интервальной неопределенности парамет-
ров, на основе нейронных сетей. В диссертационном исследовании [Петрикевич, 2006] предлага-
ется структурно-параметрическая идентификация линейных (либо допускающих линеаризацию)
динамических объектов по интервальным исходным данным. В [Xiao, Fedele, Muhanna, 2013]
представлен итеративный интервальный метод для прогнозирования границ параметров задан-
ной модели в условиях неопределенности измеренных данных.

Общая теория обратных задач представлена в известных монографиях [Тихонов, Арсенин,
1974; Денисов, 1994; Кабанихин, 2009; Самарский, Вабищевич, 2009]. Вопросам решения обрат-
ных задач в таких важных областях, как электроника, аэрокосмическая отрасль, вычислительная
астрофизика и т. д., посвящены работы [Абгарян, Носков, Ревизников, 2017; Nenarokomov et al.,
2019; Кабанихин, Куликов, Шишленин, 2020].

Наиболее часто математические модели динамических систем формулируются в виде
систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ), поэтому далее рассматриваются
именно такие модели.

В настоящей работе выполняется обобщение ранее разработанного подхода [Морозов, Ре-
визников, 2022] на случай интервальных экспериментальных данных. Рассматриваемая задача
сводится к минимизации расстояния между внешней интервальной оценкой решения системы
ОДУ и известными интервальными оценками фазовых переменных в пространстве границ ин-
тервальных оценок параметров системы. Получено выражение градиента целевой функции для
дальнейшего применения методов оптимизации первого порядка. При этом, в отличие от тра-
диционных подходов, здесь не требуется дополнительного интегрирования исходной системы
ОДУ для вычисления градиентов. Решение прямых интервальных задач в процессе минимиза-
ции целевой функции выполняется с помощью ранее разработанного, теоретически обоснован-
ного и апробированного на прикладных зачах алгоритма адаптивной интерполяции [Морозов,
Ревизников, 2018; Морозов, Журавлев, Ревизников, 2020; Морозов, Ревизников, Гидаспов, 2018].

Алгоритм адаптивной интерполяции относится к группе методов, определяющих явную
зависимость решения задачи от значений интервальных параметров. Данная группа методов
включает в себя символьные методы [Makino, Berz, 2017; Nataraj, Sondur, 2011; Рогалев, 2003]
и полиномиальные методы [Fu et al., 2019; Fu et al., 2020]. Используемый алгоритм относит-
ся к полиномиальным методам. Для решения задач с большим числом интервальных неопре-
деленностей в работах [Гидаспов, Морозов, Ревизников, 2021; Morozov, Zhuravlev, Reviznikov,
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2021; Морозов, Ревизников, 2021] рассматриваются модификации алгоритма на основе разре-
женных сеток [Смоляк, 1963; Bungatrz, Griebel, 2004; Gerstner, Griebel, 2008] и тензорных поез-
дов [Oseledets, 2011; Oseledets, Tyrtyshnikov, 2010]. В приведенных далее численных примерах
использовалась модификация алгоритма с использованием разреженных сеток.

Процесс поиска границ интервальных оценок параметров системы начинается с их иници-
ализации произвольными значениями и решением прямой задачи (квазиреальный эксперимент).
Для каждой фазовой переменной в каждый момент времени, в котором известна эксперимен-
тальная информация, решаются две задачи минимизации расстояния между модельной интер-
вальной оценкой, полученной в процессе работы алгоритма адаптивной интерполяции, и каж-
дой из границ известной (экспериментальной) интервальной оценки. Рассматриваются прообра-
зы точек минимума в пространстве параметров. Область неопределенности представляет собой
многомерный прямоугольный параллелепипед, каждая грань которого соответствует нижней или
верхней границе соответствующего интервала. Граница интервала сдвигается в сторону увели-
чения ширины, если на грани оказывается хотя бы один прообраз точки минимума, и в сторону
уменьшения ширины, если все прообразы точек минимума на грани не лежат. Степень измене-
ния границ интервалов напрямую зависит от градиента целевой функции. Далее снова решается
прямая задача и т. д., до тех пор, пока интервальные оценки параметров не сойдутся.

2. Постановка задачи

Предположим, что математическая модель исследуемого процесса задается в виде авто-
номной системы ОДУ, состоящей из n уравнений с m интервальными параметрами:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dyi(t)

dt
= fi(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), θ1, θ2, . . . , θm),

yi(t0) = y0
i , i = 1, . . . , n,

θ j ∈
[

θ j, θ j

]

, j = 1, . . . , m,

t ∈ [t0, tK],

где θ j � θ j, j = 1, . . . , m, — нижние и верхние границы интервальных неопределенностей, t0 —

начальный момент времени, tK — конечный момент времени. Для каждого набора вещественных
значений θ1, θ2, . . . , θm вектор-функция f = ( f1, f2, . . . , fn)T удовлетворяет всем условиям, обес-
печивающим единственность и существование решения соответствующей неинтервальной зада-
чи Коши. Будем полагать, что f имеет непрерывные производные по всем аргументам. Отметим,
что интервальные неопределенности могут содержаться не только в параметрах, но и в началь-
ных условиях, в этом случае все рассуждения будут аналогичными.

Внешняя интервальная оценка решения исходной системы ОДУ в каждый момент време-
ни tk может быть представлена в виде прямого произведения интервальных оценок значений
фазовых переменных:

Yk =

[

yk
1, yk

1

]

×
[

yk
2, yk

2

]

× · · · ×
[

yk
n, yk

n

]

,

yk
i = min

ξ j∈
[

θ j, θ j

]

, j=1, ...,m

[

yk
i (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

]

,

yk
i = max

ξ j∈
[

θ j, θ j

]

, j=1, ...,m

[

yk
i (ξ1, ξ2, . . . , ξm)

]

, i = 1, . . . , n,
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где yk
i (ξ1, ξ2, . . . , ξm) = yi(tk), i = 1, . . . , n, — решение следующей неинтервальной системы ОДУ:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y′i(t) = fi(y1(t), y2(t), . . . , yn(t), ξ1, ξ2, . . . , ξm),

yi(t0) = y0
i , i = 1, . . . , n,

t ∈ [t0, tk].

(1)

Пусть известны K экспериментальных интервальных оценок фазовых переменных:

Ŷk =

[

ŷ k
1 , ŷ k

1

]

×
[

ŷ k
2 , ŷ k

2

]

× · · · ×
[

ŷ k
n , ŷ k

n

]

, k = 1, . . . , K.

Интервальная задача параметрической идентификации заключается в нахождении таких
границ интервалов θ j � θ j, j = 1, . . . , m, чтобы Ŷk ⊆ Yk, k = 1, . . . , K, или чтобы степень не

пересечения множеств Ŷk и Yk, k = 1, . . . , K, была минимальна.

Для нахождения границ интервальных оценок параметров выполняется переход к задаче
минимизации отклонения модельного решения от экспериментальных данных. Минимизируется
следующая целевая функция:

J
(

θ1, θ1, θ2, θ2, . . . , θm, θm

)

=

K∑

k=1

ρ
(

Yk, Ŷk
)

, (2)

где ρ
(

Yk, Ŷk
)

характеризует степень непересечения множеств Yk и Ŷk, и если Ŷk ⊆ Yk,

то ρ
(

Yk, Ŷk
)

= 0. Так как Yk и Ŷk являются многомерными прямоугольными параллелепипе-
дами, то в качестве ρ удобно использовать сумму квадратов расстояний по каждому измерению i

между интервалом
[

yk
i , yk

i

]

и каждой из границ интервала
[

ŷ k
i , ŷ k

i

]

, i = 1, . . . , n:

ρ
(

Yk, Ŷk
)

=

n∑

i=1

wi

[

ρ
([

yk
i , yk

i

]

, ŷ k
i

)2
+ ρ

([

yk
i , yk

i

]

, ŷ k
i

)2
]

,

где wi — веса, которые позволяют учесть разную природу фазовых переменных (далее для удоб-

ства будем считать, что wi = 1), ρ
([

yk
i , yk

i

]

, b
)

— расстояние между интервалом
[

yk
i , yk

i

]

и скаля-

ром b:

ρ
([

yk
i , yk

i

]

, b
)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

yk
i − b, b < yk

i ,

0, yk
i � b � yk

i ,

b − yk
i , yk

i < b,

или по-другому:

ρ
([

yk
i , yk

i

]

, b
)

= min
yi∈

[

yk
i , y

k
i

] |yi − b|. (3)

Как будет видно в дальнейшем, при построении градиента целевой функции ключевую
роль играют прообразы точек минимума (3) в пространстве параметров. Поэтому важным явля-

ется явное представление yk(ξ) =
(

yk
1(ξ), yk

2(ξ), . . . , yk
n(ξ)

)T
, где ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm), ξ j ∈

[

θ j, θ j

]

,

j = 1, . . . , m, которое возможно получить с помощью алгоритма адаптивной интерполяции.
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В этом случае при вычислении ρ
([

yk
i , yk

i

]

, b
)

= min
ξ j∈

[

θ j, θ j

]

, j=1, ...,m

|yi(ξ1, ξ2, . . . , ξm) − b| минимиза-

цию в пространстве параметров градиентными методами можно выполнять без интегрирования
дополнительных систем к системе (1). Целевая функция (2) примет итоговый вид:

J
(

θ1, θ1, θ2, θ2, . . . , θm, θm

)

=

K∑

k=1

n∑

i=1

[

min
ξ∈Q

[

yk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
+min
ξ∈Q

[

yk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
]

, (4)

где Q =
[

θ1, θ1

]

×
[

θ2, θ2

]

× · · · ×
[

θm, θm
]

— область неопределенности параметров.

Отметим, что целью предлагаемого подхода является не нахождение границ минималь-
ной интервальной оценки параметров, а только определение таких значений θ1, θ1, θ2, θ2, . . . ,

θm, θm, при которых внешняя интервальная оценка решения исходной задачи будет полностью
покрывать экспериментальные интервальные оценки фазовых переменных или минимизировать
степень непересечения между ними. Тем не менее, если очевидным образом можно уменьшить
получаемые интервальные оценки параметров, эта процедура выполняется.

При оптимизации моделей часто возникает вопрос количества идентифицируемых пара-
метров. В данном случае надо учитывать, что уменьшение количества варьируемых параметров
в модели снижает ее гибкость, и при решении задачи параметрической идентификации в интер-
вальной постановке это может приводить к росту ширины получаемых интервалов. Кроме этого,
отметим, что увеличение числа экспериментальных точек, как правило, ведет к уточнению гра-
ниц интервалов.

3. Методы решения

В качестве численных методов оптимизации полученной целевой функции будем исполь-
зовать методы первого порядка [Gill, Murray, Wright, 1981; Пантелеев, Летова, 2005; Shary, 2008].
Этот класс методов требует вычисления градиента ∇J.

Для удобства изложения введем следующие обозначения:

Jk
i (ξ) =

[

yk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
,

Jk
i (ξ) =

[

yk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
,

(5)

запишем целевую функцию (4) с их учетом:

J
(

θ1, θ1, θ2, θ2, . . . , θm, θm

)

=

K∑

k=1

n∑

i=1

[

min
ξ∈Q

Jk
i (ξ) +min

ξ∈Q
Jk

i (ξ)

]

. (6)

Для того чтобы вычислить градиент ∇J, необходимо продифференцировать все слагаемые

в (6) по границе области поиска минимума. Обозначим через ξk
i =

(

ξki,1, ξ
k
i,2, . . . , ξ

k
i,m

)

и ξk
i =

=

(

ξki,1, ξ
k
i,2, . . . , ξ

k
i,m

)

точки минимума функций (5):

ξk
i = arg min

ξ∈Q
Jk

i (ξ),

ξk
i = arg min

ξ∈Q
Jk

i (ξ), i = 1, . . . , n.
(7)
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Дополнительно определим компоненты градиентов Jk
i (ξ) и Jk

i (ξ):

dJk
i (ξ)

dξ j

= 2
(

yk
i (ξ) − ŷ k

i

) dyk
i (ξ)

dξ j

,

dJk
i (ξ)

dξ j

= 2
(

yk
i (ξ) − ŷ k

i

) dyk
i (ξ)

dξ j

, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

(8)

Проанализируем (8) в точках ξk
i и ξk

i :

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� 0, ξki, j = θ j,

= 0, θ j < ξ
k
i, j < θ j,

� 0, ξki, j = θ j,

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

� 0, ξki, j = θ j,

= 0, θ j < ξ
k
i, j < θ j,

� 0, ξki, j = θ j,

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m.

Если точка минимума ξk
i � ∂Q

(

или ξk
i � ∂Q

)

, где ∂Q — граница множества Q, то изменение

границы области поиска минимума никак не будет на нее влиять, то есть производная будет равна

нулю. С другой стороны, если ξk
i ∈ ∂Q

(

или ξk
i ∈ ∂Q

)

, то производная равна частной производной

в этой точке. В результате получаем выражения для компонентов градиента ∇J:

dJ
(

θ1, θ1, θ2, θ2, . . . , θm, θm

)

dθ j

=

K∑

k=1

n∑

i=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
max

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+max

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

dJ
(

θ1, θ1, θ2, θ2, . . . , θm, θm

)

dθ j

=

K∑

k=1

n∑

i=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
min

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+min

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0,

dJk
i

(

ξk
i

)

dξ j

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

j = 1, . . . , m.

(9)

Согласно (9) dJ
dθ j
� 0 и dJ

dθ j

� 0. Следовательно, получаемые интервальные оценки парамет-

ров в процессе минимизации целевой функции не будут сужаться. Однако если соответствующая
компонента градиента равна нулю, то границу интервала можно сдвинуть в сторону уменьшения
ширины:

θ j = min
k=1, ...,K
i=1, ..., n

(

ξki, j, ξ
k
i, j

)

, если
dJ
dθ j

= 0,

θ j = max
k=1, ...,K
i=1, ..., n

(

ξki, j, ξ
k
i, j

)

, если
dJ

dθ j

= 0,

j = 1, . . . , m,

(10)

2024, Т. 16, № 2, С. 299–314



306 А.Ю. Морозов, Д. Л. Ревизников

так как это не приведет к изменению значения целевой функции. Данный момент является важ-
ным, так как позволяет избежать постоянного расширения интервальных оценок.

Ключевую роль в вычислении градиента играет алгоритм адаптивной интерполяции, пото-
му что позволяет получить функции (5) в явном виде. Для каждого момента времени алгоритм

строит кусочно-полиномиальную вектор-функцию Pk(ξ) =
(

Pk
1(ξ), Pk

2(ξ), . . . , Pk
n(ξ)

)T
, которая ин-

терполирует yk(ξ) =
(

yk
1(ξ), yk

2(ξ), . . . , yk
n(ξ)

)T
с контролируемой точностью. Выражения (5) и (8)

примут вид

Jk
i (ξ) =

[

Pk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
,

dJk
i (ξ)

dξ j

= 2
(

Pk
i (ξ) − ŷ k

i

) dPk
i (ξ)

dξ j

,

Jk
i (ξ) =

[

Pk
i (ξ) − ŷ k

i

]2
,

dJk
i (ξ)

dξ j

= 2
(

Pk
i (ξ) − ŷ k

i

) dPk
i (ξ)

dξ j

,

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , K.

Причем производные
dPk

i (ξ)
dξ j

вычисляются аналитически.

Отметим, что задачи (7) могут иметь множество различных решений: функции (5) в общем
случае являются многоэкстремальными, и, в частности, каждая из задач (7) может вырождаться
в единственное алгебраическое уравнение с m неизвестными. В силу (10) это напрямую влияет
на ширину получаемых интервальных оценок. Поэтому имеет смысл брать такие точки, которые

находятся ближе к центру текущей области неопределенности: 1
2

(

θ1 + θ1, θ2 + θ2, . . . , θm + θm

)T
.

Так как задача поиска всех решений (7) является сложной, с практической точки зрения можно
найти несколько частных решений (например, при минимизации сделать запуск метода с разных
начальных точек) и взять лучшее из них.

Решение задачи интервальной параметрической идентификации в представленной поста-
новке эквивалентно решению независимого набора классических точечных задач параметри-

ческой идентификации
∣
∣
∣
∣yk

i (θ) − ŷ k
i

∣
∣
∣
∣ −→
θ

min,
∣
∣
∣
∣yk

i (θ) − ŷ k
i

∣
∣
∣
∣ −→
θ

min, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , N: на-

хождению для каждой границы ŷ k
i и ŷ k

i , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , N, прообраза в пространстве

параметров θ и заключению всех найденных прообразов во внешнюю интервальную оценку.
Таким образом, вопрос о сходимости градиентного метода для построенной целевой функции
в пространстве границ интервальных параметров сводится к вопросу о сходимости градиент-
ного метода для целевых функций в пространстве самих параметров. Важно, что если экспе-
риментальные данные являются достижимыми в рамках решения прямой задачи, то целевые
функции (в том числе J) будут достигать своего теоретического минимума, то есть равны ну-
лю. Это равносильно тому, что все экспериментальные данные содержатся в соответствующем
интервальном решении прямой задачи.

4. Результаты

Выполняется численное решение нескольких интервальных задач параметрической иден-
тификации для систем ОДУ. В качестве экспериментальных интервальных оценок использо-
вались квазиэкспериментальные: параметры системы ОДУ задавались интервально и решалась
прямая задача, в результате чего для каждого момента времени было получено множество Yk; да-
лее из Yk брался случайный n-мерный прямоугольный параллелепипед, который далее использо-
вался в качестве экспериментальной оценки. Минимизация целевой функции выполнялась до тех
пор, пока ее значение не становилось сопоставимым с нулем: J < 10−10. Выбор значения 10−10
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в первую очередь связан с погрешностями машинных вычислений, при этом фактически можно
считать, что минимизация выполняется до достижения целевой функции своего теоретического
минимума.

Рассмотрим систему ОДУ из одного уравнения с одним интервальным параметром:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy(t)
dt
= cos(at),

y(0) = 0,

a ∈
[

a, a
]

.

(11)

Ее решение имеет вид

y(t) ∈
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣ min
a∈[a, a]

(
1
a

sin(at)

)

, max
a∈[a, a]

(
1
a

sin(at)

)⎤
⎥⎥⎥⎥⎦.

Для генерации квазиэкспериментальных оценок из интервала интегрирования были взя-
ты 50 точек tk =

2πk
25 , k = 1, . . . , 50, и использовалось значение параметра a ∈ [1,0, 1,2] (рис. 1).

Вертикальными пунктирными линиями для каждой точки tk показан интервал возможных значе-

ний
[

ŷ k, ŷ k
]

.

Рис. 1. Квазиэкспериментальные интервальные оценки для системы (11)

Начальное приближение в методе градиентного спуска a(0) ∈ [0,7, 0,8]. На рис. 2 проде-
монстрирован процесс решения задачи. Серым цветом показаны получающиеся модельные ин-
тервальные оценки. На 15-й итерации метод завершает работу. Найденная интервальная оценка
параметра a(15) ∈ [1,0, 1,2] совпадает с исходной.

Далее рассматривается модель с двумя интервальными начальными условиями:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

du(t)
dt
= 4u(t) − 5

4
u(t)v(t) +

1
10

u(t)2,

dv(t)
dt
= −2v(t) +

1
2

u(t)v(t) +
1

10
v(t)2,

u(0) = u0 ∈
[

u0, u0

]

, v(0) = v0 ∈
[

v0, v0

]

.

(12)

Как и в предыдущем примере, для генерации квазиэкспериментальных данных были взя-
ты 50 точек tk =

2k
25 , k = 1, . . . , 50. Исходные значения начальных условий: u0 ∈ [4,2, 4,4]

и v0 ∈ [2,9, 3,1]. Начальное приближение: u(0)
0 ∈ [3,7, 3,8] и v(0)

0 ∈ [2,5, 2,6]. На рис. 3 показаны
зависимости интервальных оценок фазовых переменных от времени для различных итераций
градиентного спуска. На рис. 4 представлены фазовая плоскость и соответствующие интерваль-
ные оценки для каждой третьей экспериментальной точки во времени. Темно-серым цветом
выделены экспериментальные данные, светло-серым — модельные данные.
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Рис. 2. Иллюстрация решения интервальной задачи параметрической идентификации для системы (11)

Рис. 3. Зависимость интервальных оценок фазовых переменных от времени в процессе параметрической
идентификации системы (12)

На 34-й итерации полученные интервальные оценки начальных условий совпадают с ис-
ходными. На графиках наблюдается, что модельное решение полностью содержит в себе квази-
экспериментальные интервальные оценки.
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Рис. 4. Иллюстрация решения задачи параметрической идентификации для системы (12) на фазовой плос-
кости

В заключение рассмотрим систему ОДУ с неизвестными двумя интервальными начальны-
ми условиями и двумя параметрами:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

du(t)
dt
= αu(t) − 2u(t)v(t),

dv(t)
dt
= −v(t) + βu(t)v(t),

u(0) = u0 ∈
[

u0, u0

]

, v(0) = v0 ∈
[

v0, v0

]

,

α ∈
[

α, α
]

, β ∈
[

β, β
]

.

(13)

Для генерации квазиэкспериментальных данных были взяты 80 точек tk =
10,6k

80 , k =
= 1, . . . , 80. Исходные значения неизвестных величин: u0 ∈ [0,95, 1,05], v0 ∈ [2,95, 3,05],
α ∈ [1,95, 2,05] и β ∈ [0,95, 1,05]. На рис. 5 показаны построенные экспериментальные интер-
вальные оценки

[

v̂ k, v̂ k
]

и
[

û k, û k
]

для каждой точки tk (пунктирными вертикальными линиями
показаны интервалы значений).

Рис. 5. Квазиэкспериментальные интервальные оценки для системы (13)

Начальное приближение: u(32)
0 ∈ [0,70, 0,71], v(32)

0 ∈ [2,70, 2,71], α(32) ∈ [1,60, 1,61] и β(32) ∈
∈ [0,50, 0,51]. Аналогично рис. 3 на рис. 6 показаны зависимости интервальных оценок фазовых
переменных от времени для различных итераций градиентного спуска.

На 32-й итерации полученные интервальные оценки фазовых переменных полностью по-
крывают экспериментальные данные, целевая функция равна нулю. Найденные значения неиз-
вестных величин: u(32)

0 ∈ [0,95, 1,08], v(32)
0 ∈ [2,94, 3,13], α(32) ∈ [1,89, 2,11] и β(32) ∈ [0,95, 0,96].

Они отличаются от исходных: интервальная оценка для u0, v0 и α более широкая, а для β — более
узкая. Результат в общем случае зависит от начального приближения, так как целевая функция
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Рис. 6. Зависимости интервальных оценок фазовых переменных от времени в процессе параметрической
идентификации системы (13)

является многоэкстремальной. Для получения наиболее приемлемых оценок с точки зрения ши-
рины интервалов на практике можно выполнить поиск решений с разных начальных значений
и выбрать наилучшее из них.

Во всех задачах найдены такие интервальные значения неизвестных величин, при которых
целевая функция достигает своего теоретического минимума, и, следовательно, все экспери-
ментальные данные содержатся в соответствующем интервальном решении прямой задачи. Для
задач (11) и (12) полученные интервальные значения совпадают с точными значениями, исполь-
зующимися при генерации квазиэкспериментальных данных.

Отметим, что в статье рассматриваются некорректно поставленные обратные задачи. В об-
щем случае выход по невязке минимизируемой целевой функции не гарантирует, что найденное
решение является действительным. Однако в соответствии с итерационным принципом регуля-
ризации [Алифанов, 1988] здесь можно в качестве допустимого уровня минимизации невязки
взять, например, значение апостериорной оценки погрешности решения прямой задачи. Кроме
этого, стремление получить наименьшие по ширине интервальные оценки в некотором смысле
реализует правило отбора решений.

5. Заключение

В работе представлен подход к решению интервальных задач параметрической иденти-
фикации на основе внешних интервальных оценок. Выполнена постановка интервальной зада-
чи параметрической идентификации для динамических систем, заданных в виде системы ОДУ.
Получена целевая функция, минимизация которой эквивалентна нахождению таких границ ин-
тервальных параметров системы, при которых внешняя интервальная оценка решения соответ-
ствующей прямой задачи моделирования содержала бы экспериментальные данные или мини-
мизировала бы отклонение от них. Для целевой функции построено выражение градиента для
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дальнейшего применения методов оптимизации первого порядка. Благодаря использованию ра-
нее разработанного алгоритма адаптивной интерполяции при вычислении градиента нет необхо-
димости в дополнительном интегрировании систем ОДУ. Выполнена апробация предложенного
подхода на нескольких задачах, содержащих разное количество неизвестных величин. Для всех
задач получены интервальные оценки параметров, при которых решение полностью содержит
экспериментальные данные, что демонстрирует эффективность разработанного подхода.
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