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В работе исследуется поиск неэффективных ребер в модели стабильной динамики Нестро-
ва – де Пальмы (2003). Для этой цели мы доказываем несколько общих теорем о свойствах
равновесия, в том числе о том, что условие равенства стоимостей для всех используемых марш-
рутов может быть распространено на все пути, задействующие ребра из равновесных маршру-
тов. В работе показывается, что стандартная постановка задачи о поиске ребер, удаление кото-
рых приводит к уменьшению стоимости проезда для всех участников, не имеет практического
смысла, так как одно и то же ребро может быть как эффективным, так и неэффективным (в за-
висимости от загрузки сети). В работе мы вводим понятие неэффективного ребра, опираясь на
чувствительность суммарных издержек водителей к издержкам на ребре. В работе приводятся
алгоритм поиска неэффективных ребер и результаты численных экспериментов для транспорт-
ной сети города Анахайм.
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Введение

В [Braess, 1968] немецкий математик Дитрих Браесс привел пример транспортной сети,
искусственное ухудшение которой (удаление ребра) приводит к улучшению транспортного со-
стояния для всех участников дорожного движения в статических равновесных моделях транс-
портных потоков. Это явление получило название «парадокс Браесса» и стало предметом мно-
гочисленных исследований [Braess, Nagurney, Wakolbinger, 2007; Frank, 1981; Zverovich, Avineri,
2014; Bittihn, Schadschneider, 2021]. Вариации парадокса Браесса были обнаружены в энергети-
ческих [Schäfer et al., 2022] и информационных сетях [Acemoglu et al., 2018], случайных гра-
фах [Valiant, Roughgarden, 2010]. Подтверждение реализации парадокса в условиях реального
эксперимента было описано в [Rapoport et al., 2009].

Естественным следствием обнаружения парадокса Браесса стал вопрос о построении
транспортных сетей, свободных от неэффективных ребер. Попытки развить теорию оптималь-
ной топологии транспортной сети, свободной от возникновения неэффективных ребер [Epstein,
Feildman, Mansour, 2009; Milchtaich, 2006; Anshelevich et al., 2008; Askoura, Lebacque, Haj-Salem,
2011], несмотря на свою многочисленность, не имели большого успеха: для любой предло-
женной нетривиальной (т. е. сеть не представляет собой набор параллельных ребер или, на-
оборот, идущих подряд последовательных ребер) топологии удавалось построить контрпример,
при котором парадокс наблюдался. В цикле работ [Roughgarden, Tardos, 2002; Roughgarden, 2005;
Roughgarden, 2006] Роугарден с соавторами показали, что в общем случае поиск оптимального
подграфа заданного транспортного графа является (NP-)трудной задачей, т. е. не имеет эффек-
тивного алгоритмического решения.

Альтернативой поиска оптимальной топологии стало направление исследований, связан-
ное с введением платы за проезд. Исследование платных дорог, получившее активное развитие
после работы [Vickrey, 1963], ставило целью не столько поиск неэффективных ребер, сколько
снижение пробок за счет введения платных дорог и, соответственно, замещении временных из-
держек денежными. В этой работе, в продолжение исследования [Дорн, 2015], развивается идея
поиска неэффективных ребер именно в том смысле, что увеличение временных издержек на
ребре приводит к снижению временных издержек в равновесии для всех пользователей сети.

Наиболее близкими к нашей работе, в первую очередь в связи с использованием в каче-
стве модели транспортного равновесия модели стабильной динамики, являются работы [Bagloee
et al., 2019; Park, 2011; Дорн, 2015; Ma et al., 2018]. В статье Парка [Park, 2011] был предло-
жен алгоритм, который позволял бы искать так называемые браессовские пути, данное понятие
достаточно сильно отличается от понятия неэффективных ребер: найти неэффективные ребра
при найденном браессовском пути — это задача в худшем случае столь же сложная, как и поиск
неэффективного ребра. В статье [Bagloee et al., 2019] была предложена эвристика для поиска
неэффективных дорог, основанная на аппроксимации двухуровневой задачи оптимизации. В ста-
тье [Ma et al., 2018] задача поиска неэффективных ребер сводится к задаче нелинейной оптимиза-
ции со смешанными (mixed-integer) ограничениями, без обсуждения возможности эффективного
численного решения. В статье [Дорн, 2015] неэффективные ребра определялись иначе — как реб-
ра, увеличение минимальных затрат на которых приводило бы к улучшению ситуации для всех
участников сети. В ней разбираются некоторые свойства равновесия в модели стабильной дина-
мики, благодаря которым удается построить алгоритм поиска неэффективных ребер для одной
пары «источник – сток». Однако в работе практически не обсуждаются условия применимости
алгоритма и ситуация со многими парами «источник – сток». При этом тестирование алгоритма
описано только для модельных примеров.

В этой работе результаты [Дорн, 2015] существенно дополняются, а именно, мы получили
условия применимости алгоритма, получили некоторые новые условия единственности равно-
весия в модели стабильной динамики, предложили новый алгоритм для транспортных сетей
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со многими источниками и стоками. Эффективность алгоритма была протестирована численно
для транспортной сети города Анахейма.

Обозначения

Γ(V, E, f , τ) — ориентированный транспортный граф с множеством вершин V (|V | = n)
и множеством ребер E ⊂ V × V (|E| = m). Каждое ребро e ∈ E имеет пропускную способность f e
и минимальные временные издержки τe. Пропускные способности и минимальные временные
издержки собраны в векторы f = ( f 1, . . . , f m)T и τ = (τ1, τ2, . . . , τm)T для удобства. Среди всего
множества вершин выделяют два (возможно, пересекающихся) подмножества вершин-источни-
ков S и вершин-стоков D. Пары (s, t) ∈ S × D образуют корреспонденцию. Матрица {di j}, i ∈ S ,
j ∈ D, di j � 0, называется матрицей корреспонденций и задает агрегированные потоки между

всеми парами вида «источник – сток». Дуплет (Γ(V, E, f , τ( f )), {di j}) называется конфигурацией
сети. В случае когда рассматривается модель с одним источником – стоком (т. е. у матрицы {di j}
ровно один ненулевой элемент), мы будем писать (Γ(V, E, f , τ( f )), di j) или явно оговаривать это
заранее.

Пусть (неориентированное) ребро e и вершины i и j инцидентны. Будем говорить, что
триплет (i, e, j) задает локальную ориентацию ребра e. При этом вершина i будет называться
началом ребра e, а вершина j будет называться его концом. Будем говорить, что на графе Γ(V, E)
задана глобальная ориентация, если для каждого ребра e определена локальная ориентация.

Пусть p =
(
ip1
, ep1
, ip2
, . . . , epk

, ipk+1

)
, i j ∈ V , e j ∈ E, есть последовательность вершин

и ребер графа. При этом каждый элемент входит в последовательность только один раз (то есть
отсутствуют петли). Тогда мы назовем p путем из вершины ip1

в вершину ipk+1
. Каждый путь

задает свою локальную ориентацию ребер, которые в него входят. Ориентация ребер в пути p
и в графе Γ не обязательно совпадает. Мы будем называть путь p маршрутом, если для всех ребер,
принадлежащих пути p, локальная ориентация, индуцированная путем p, совпадает с глобаль-
ной ориентацией, заданной на Γ. Согласованные пути называются маршрутами. Если же нас не
интересует, совпадает или нет локальная ориентация пути и заданная на графе глобальная ори-
ентация, то мы будем говорить о пути p как о неориентированном. Неориентированность значит
не отсутствие локальной ориентации (она есть у любого пути), а отсутствие привязки к заданной
на графе глобальной ориентации.

Величина

γΓ,p(e) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, e ∈ p и глобальная и локальная ориентация e в p совпадают,

− 1, e ∈ p и глобальная и локальная ориентация e в p не совпадают,

0, если e � p,

характеризует связь локальной и глобальной ориентации для ребра e. Множества Pst и Kst задают
все маршруты и пути из вершины s в вершину t соответственно, P =

⋃
Pst, K =

⋃
Kst.

Поток по маршруту p обозначается через xp, x =
(
x1, . . . , x|P|

)T ∈ X — вектор распределения

потоков по маршрутам, где X = X({di j}) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x ∈ R|P|+ :

∑
p∈Pst

xp = dst

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ задает множество допустимых

распределений потоков по маршрутам для заданной конфигурации.

Θ = {δep}e∈E, p∈P — матрица инциденций ребер маршрутам. Здесь δep = 1, если e ∈ p, и δep =

= 0 — если иначе. Загрузка ребра e для заданного распределения x задается как fe =
∑
p

xp · δep,

f = ( f1, . . . , fm)T , f = Θx.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Вес ребра e при распределении потоков x обозначим через τe(x), τ = (τ1, . . . , τm)T . Cp(x) =
=
∑
e∈p
τe(x) =

∑
e∈p
τe — издержки на маршруте p при распределении потоков по маршрутам x.

Ti j(τ) = min
p∈Pi j

Cp(τ) — издержки на кратчайшем маршруте из i в j.

Остаточной сетью для графа Γ(V, E, f ) при загрузке f называется граф Γ∗
(
V, E∗, f − f

)
.

Здесь E∗ = {e ∈ E : 0 < fe < f e}. Дополняющим путем из вершины s в вершину t в гра-
фе Γ(V, E, f ) при загрузке f называется (неориентированный) путь p из s в t, такой, что для
любого e ∈ p выполнено fe < f e.

Состояние ( f , τ) называется стабильным, если выполнено f � f и τ � τ, причем

1) если fe < f e, то τe = τe,

2) если fe = f e, то τe � τe.

Модель стабильной динамики и транспортное равновесие

Исследование парадокса Браесса невозможно без формализации модели, описывающей
транспортную (или иную сетевую) систему и правила взаимодействия агентов. Наиболее попу-
лярной моделью транспортного равновесия можно считать модель Бекмана [Beckmann, McGuire,
Winsten, 1956]. В этой работе предлагается в качестве основного фреймворка использовать мо-
дель стабильной динамики [de Palma, Nesterov, 2003], которую можно рассматривать в качестве
предельного случая модели Бекмана [Гасников и др., 2014].

Пусть задана некоторая конфигурация сети (Γ(V, E, τ( f )), {di j}). Матрица корреспонденций
считается заданной и не зависящей от текущего распределения потоков по маршрутам и ассо-
циированных с ними издержек. Можно считать, что каждая пара «источник – сток» (i, j) пред-
ставляет собой класс игроков-водителей, следующих из вершины i в вершину j. Величина di j
описывает величину популяции соответствующих агентов, их количество. Нас будут интересо-
вать равновесное распределение потоков по маршрутам и соответствующие ему равновесная
загрузка сети и порождаемые им издержки.

Определение 1. Говорят, что при распределении xeq ∈ X выполнен принцип равновесия
Нэша –Вардропа [Nash, 1951; Wardrop, Whitehead, 1952], если для любого маршрута p ∈ Pst
верно

xp > 0⇐⇒ Cp(xeq) = min
q∈Pst

Cq
(
xeq).

Распределение, удовлетворяющее этому условию, называется равновесным распределением по-
токов по маршрутам. Соответствующая загрузка f eq = Θxeq называется равновесной загруз-
кой сети. Равновесием в модели стабильной динамики называется такое стабильное состоя-
ние ( f eq, τeq), для которого выполнено условие равновесие Нэша –Вардропа.

Равновесие в модели стабильной динамики является решением задачи выпуклой опти-
мизации ∑

(s,t)

dstTst(τ) − 〈 f , τ − τ〉 → max
τ�τ
. (1)

При этом f eq = f + s∗, где s∗ есть множители Лагранжа для ограничения τ � τ.
В модели стабильной динамики равновесное для одной и той же конфигурации может

быть несколько распределений потоков по маршрутам, удовлетворяющих условиям равновесия.
Существуют конфигурации, для которых загрузка сети и транспортные издержки в равновесии
также не определяются однозначно.
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40 Ю.В. Дорн, О.М. Шитиков

Парадокс Браесса

Определение. Пусть xeq(Γ, {di j}) является равновесным распределением потоков по марш-

рутам для заданной конфигурации сети (Γ(V, E, f , τ), {di j}). Ребро e называется неэффективным,

если для любой пары «источник – сток» (s, t) ∈ S ×D, такой, что ∃p ∈ Pst : xeq
p (Γ, {di j}) > 0, выпол-

нено min
p∈Pst

Cp

(
xeq(Γ(V, E, f , τ), {di j})

)
� min

p∈Pst

Cp

(
xeq(Γ(V, E \ {e}, f , τ), {di j})

)
и хотя бы для одной

корреспонденции неравенство строгое.

Проще говоря, неэффективное ребро — это такое ребро, удаление которого приводит к сни-
жению издержек в оптимуме хотя бы для одной корреспонденции при неухудшении ситуации
для всех остальных.

Ребра, удаление которых приводит к выигрышу некоторых агентов и не приводит к проиг-
рышу других, часто называют неэффективными при заданной матрице корреспонденций. В свою
очередь, ребра, которые используются в равновесии и которые не являются неэффективными,
называют эффективными при заданной матрице корреспонденций.

Есть несколько различных постановок задач, связанных с поиском неэффективных ребер.
В контексте парадокса Браесса обычно рассматривается задача следующего вида.

Поиск оптимальной конфигурации сети. Задана конфигурация сети (Γ(V, E, f , τ), {di j}).
Требуется найти подграф Γ′ ⊂ Γ такой, что равновесие для новой конфигурации сети (корре-
спонденции не меняются) оптимально. Под оптимальностью понимается та или иная метрика
качества (как правило, суммарные издержки агентов, при условии, что для всех агентов они не
выше, чем в исходной, максимальной конфигурации).

К сожалению, оговорка «при заданной матрице корреспонденций» необходима, так как
одно и то же ребро может быть эффективным и неэффективным при разных матрицах корре-
спонденций.

Лемма 1. Пусть e — неэффективное ребро в конфигурации сети (Γ(V, E, f , τ), {di j}). То-
гда существует конфигурация сети (Γ(V, E, f , τ), {d̂i j}) такая, что удаление ребра e приводит
к увеличению издержек хотя бы для части водителей и неуменьшению для остальных.

Доказательство. Утверждение леммы тривиально. Пусть e = (se, te) (se, te ∈ V). Доста-
точно рассмотреть матрицу корреспонденций D = {di j} вида

duv =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f (se,v), если u = se, (se, v) ∈ E,

0, если иначе.

�

Следствие 1. Является ребро e ∈ Γ обычным или неэффективным — зависит от матрицы
корреспонденций {di j}.

О некоторых свойствах равновесия Нэша –Вардропа в модели
Нестерова – де Пальмы

В равновесии для любого используемого маршрута p ∈ P выполнено Cp (τeq) =
= min

q∈Psptp

Cq (τeq), где sp и tp являются начальной и конечной вершиной маршрута p соответ-

ственно.
Это свойство можно распространить на неориентированные пути.
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Пусть P (τeq, f eq) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩p ∈ P | dsptp
> 0, Cp (τeq) = min

q∈Psp ,tp

Cq (τeq)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ — множество маршрутов,

которые могли бы использоваться в текущем равновесии.
Рассмотрим конфигурацию (Γ(V, E, f , τ), {dst}). Пусть равновесие ( f eq, τeq) существует.

Рассмотрим подграф Γeq(V∗, E∗, f , τ), где E∗ = {e : e ∈ E, e ∈ p, p ∈ P (τeq, f eq)}.
Тогда верна следующая теорема для конфигурации с единственной корреспонденцией.

Теорема 1. Пусть ( f eq, τeq) является равновесием для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), dst),
тогда для произвольного пути p ∈ Kst для графа Γeq(V∗, E∗, f , τ) выполнено

Cp
(
τeq) =

∑

e∈E

γΓeq,p(e) · τe = min
q∈Pst

Cq
(
τeq)

и для любых двух последовательных вершин i и i + 1 пути p выполнено

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) + γΓeq,p((i, i + 1)) · τeq
(i,i+1).

Доказательство. Определим через C(i)
p (τ) время пути из источника до вершины i (i ∈ p)

при векторе весов τ. Заметим, что издержки для всех маршрутов, используемых в равновесии,
совпадают:

C(i)
p
(
τeq) = C(i) (τeq).

В частности, для пары «источник – сток» (s, t) выполнено

Cp
(
τeq) = C(t) (τeq).

Рассмотрим две произвольные вершины i и j в Γeq, которые соединены некоторым реб-
ром (i, j). (i, j) ∈ E′, следовательно, существует маршрут p такой, что p используется в равнове-
сии и (i, j) ∈ p. Но тогда выполняется

C( j) (τeq) = C(i) (τeq) + τeq
(i, j).

Рассмотрим произвольный (неориентированный) путь k, k ∈ Kst. Занумеруем вершины в пути k,
начиная с вершины s и кончая вершиной t. Пусть всего n вершин. Рассмотрим две произвольные
вершины под номерами i и i + 1. Они соединены некоторым ребром. Наша цель — показать, что

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) + γΓeq ,k((i, i + 1)) · τeq
(i,i+1).

Заметим, что могут иметь место два случая.
1. Глобальная ориентация ребра e, которое соединяет вершины i и i+1 в пути p, совпадает

с локальной ориентацией, индуцированной путем p, то есть e = (i, i + 1).
Тогда γ

Γeq ,p((i, i + 1)) = 1 и выполнено

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) + τeq
(i,i+1) = C(i) (τeq) + γΓeq,p((i, i + 1)) · τeq

(i,i+1).

2. Глобальная ориентация ребра e, которое соединяет вершины i и i + 1, не совпадает
с локальной ориентацией, индуцированной путем p, то есть e = (i + 1, i).

Тогда γ
Γeq ,k((i, i + 1)) = −1 и выполнено

C(i) (τeq) = C(i+1) (τeq) + τeq
(i+1,i),

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) − τeq
(i+1,i),

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) + γΓeq,p((i, i + 1)) · τeq
(i+1,i).
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Таким образом, мы получили, что для любых двух последовательных вершин i и i + 1
в пути p выполнено

C(i+1) (τeq) = C(i) (τeq) + γΓeq,p((i, i + 1)) · τeq
(i+1,i).

Пересчитывая C(i) (τeq) последовательно для всех вершин в пути и используя тот факт,
что C(s) (τeq) = 0, мы имеем

C(t) (τeq) =
n−1∑

i=1

γΓeq,p((i, i + 1)) · τeq
(i,i+1).

�

Важно заметить, что данная теорема верна и в контексте модели стабильной динамики,
и в контексте модели Бекмана.

Для лучшего понимания механики появления неэффективных ребер более информативным
будет следующий набор утверждений.

Лемма 2. Пусть 0 � α < β. Тогда для любой конфигурации (Γ(V, E, f , τ), {di j}) выполнено

Tst
(
τeq) (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) � Tst

(
τeq) (Γ(V, E, f , τ), β · {di j}) ∀(s, t) ∈ S × D.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы не верно, т. е. существу-
ют 0 � α < β и конфигурация (Γ(V, E, f , τ), {di j}) такие, что Tst (τeq) (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) >
> Tst (τeq) (Γ(V, E, f , τ), β · {di j}) для некоторой пары (s, t) ∈ S × D. Пусть xeq(α) и xeq(β) —

равновесные распределения потоков по маршрутам для конфигураций (Γ(V, E, f , τ), α · {di j})
и (Γ(V, E, f , τ), β · {di j}) соответственно, для которых наблюдалось противоречие.

Рассмотрим распределение потоков по маршрутам z = αβ xeq(β).

Распределение z является допустимым для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}). Действи-

тельно, xeq(β) ∈ X(β · {di j}) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x ∈ R|P|+ :

∑
p∈Pst

xp = β · dst

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, следовательно, z = αβ xeq(β) ∈ X(α · {di j}) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x ∈ R|P|+ :
∑

p∈Pst

xp = α · dst

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭.

При этом соответствующая загрузка сети f (z) при распределении z будет αβ f eq(β), а следо-

вательно, fe(z) < f e ∀e ∈ E. Тогда для любой корреспонденции (s, t) ∈ S × D выполнено

Tst
(
τeq) (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) > Tst

(
τeq) (Γ(V, E, f , τ), β · {di j}) (по предположению) =

=
стоимость кратчайшего пути

∑

{e∈p : p∈Pst , xeq
p >0}
τ

eq
e (β) �

стоимость этого пути при потоке 0

∑

{e∈p : p∈Pst , xeq
p >0}
τe = Tst(z).

Получаем, что Tst (τeq) (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) > Tst(z), что противоречит условию равнове-

сия для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) для корреспонденции (s, t). �

Следствие 2. Для любой конфигурации (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) величи-

на Tst (τeq) (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}) монотонно возрастает по α.

Следствие 3. Обозначим через P(α) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩p ∈ P | Cp (τeq) = min
q∈Psptp

Cq (τeq)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ множество

маршрутов, удовлетворяющих условию равновесия для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), α · {di j}). То-
гда α < β⇒ P(α) ⊆ P(β).
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Условия единственности равновесия в модели стабильной динамики

Вопрос об условиях существования и единственности транспортного равновесия в модели
Бекмана исследовался во многих работах [Milchtaich, 2005]. Для модели стабильной динамики
данная работа не проводилась.

Хорошо известно, что в модели Бекмана равновесное распределение потоков по маршру-
там xeq даже для простых конфигураций может быть не единственным. При этом известно, что
порождаемая в равновесии загрузка сети f eq = Θxeq в модели Бекмана единственна. То есть
если xeq

1 и xeq
2 есть два равновесных распределения потоков для одной и той же конфигура-

ции (Γ(V, E, τ), {di j}), то f eq
1 = Θxeq

1 = Θxeq
2 = f eq

2 .
Для модели стабильной динамики данное утверждение не выполняется. То есть существу-

ет такая конфигурация (Γ(V, E, f , τ), {di j}), для которой существует два различных равновесных

распределения потоков xeq
1 и xeq

2 таких, что f eq
1 = Θxeq

1 � Θxeq
2 = f eq

2 .
В статье [de Palma, Nesterov, 2003] было показано, что задача поиска равновесия (по τ)

в модели стабильной динамики является двойственной для задачи поиска потока минимальной
стоимости.

Теорема 2. Равновесный поток f eq является решением задачи о потоке минимальной

стоимости min
f , fα

{
〈 f , τ〉 | f � f ,

∑
e=(u, v)∈E

fe −
∑

(v, u)∈E
fe = dv, v ∈ V, f � 0

}
.

Пусть задана конфигурация (Γ(V, E, f , τ), dst) с единственной парой «источник –
сток» (s, t). Пусть для данной конфигурации равновесие ( f eq, τeq) существует. Тогда для каждой
вершины i, которая используется в равновесии, определена величина Ci (τeq).

Причиной неединственности равновесия может быть множество причин. Большую часть
тривиальных случаев можно исключить, введя процедуры редуцирования сети.

• В графе запрещены петли.

• Объединение мультиребер. Пусть существует пара вершин (i, j) такая, что есть два ребра,
ведущих из i в j, с характеристиками

(
f 1, τ(i, j)

)
и
(

f 2, τ(i, j)
)
. Пара мультиребер заменяется

на ребро с характеристикой
(

f 1 + f 2, τ(i, j)
)
.

• Удаление проходных вершин. Пусть существует вершина i, в которую входит единствен-
ное ребро ( j, i) и из которой исходит единственное ребро (i, k). Тогда можно заменить пару
ребер ( j, i) и (i, k) на ребро ( j, k) с характеристикой min

({
f ( j,i), f (i,k)

}
, τ( j,i) + τ(i,k)

)
и удале-

нием вершины i из множества вершин графа.

Редукция сети позволяет избавиться от проблем с неединственностью, вызванных сим-
метрией задачи (шаг 2) или недоопределенностью (шаг 3). Далее мы везде будем считать сеть
редуцированной (т. е. такой, что нельзя применить ни одну из процедур редукции).

Пусть Γ
(
V, E∗, f − f eq, τ

)
есть остаточная сеть для транспортного графа Γ(V, E, f , τ) при

загрузке f eq. Определим сведенную остаточную сеть как Γeq
(
V, Eeq, f − f eq, τ

)
(или сжато Γeq),

где Eeq =
{
e ∈ E | e = (i, j), C j (τeq) −Ci (τeq) = τe

}
.

Теорема 3. Пусть задана конфигурация (Γ(V, E, f , τ), dst) с единственной парой «источ-
ник – сток». Пусть равновесие ( f eq, τeq) существует. Тогда ( f eq, τeq) является единственным
равновесием для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), dst), если и только если сведенная остаточная
сеть Γeq является деревом.
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Доказательство. 1. Пусть источник s и сток t в сведенной остаточной сети не связаны
никаким путем. Так как пропускная способность сети превышает транспортный спрос, если
и только если существует дополняющий путь в остаточной сети, то отсутствие дополняющего
пути означает или равенство загрузки пропускной способности пути, или превышение загрузки
над пропускной способностью сети.

В случае если загрузка на сеть выше, чем пропускная способность, равновесия не суще-
ствует.

Покажем, что если загрузка в точности равна пропускной способности, то равновесие,
если оно существует, не единственно.

Предположим, что равновесие существует, обозначим его как ( f eq, τeq).
Определим через H множество всех вершин v ∈ V таких, что s и v являются связан-

ными в сведенной остаточной сети. Рассмотрим разрез (H, V∗ \ H). Обозначим через A =
= e‖e = (v, u), v ∈ H, u ∈ V∗ \ H, e ∈ E, B = e‖e = (v, u), v ∈ V∗ \ H, u ∈ H, e ∈ E.
Пусть ( f eq, τeq) является равновесием. Пусть q есть путь такой, что q не используется в рав-
новесии ( f eq, τeq), имеет наименьшую стоимость среди всех неиспользуемых путей. Обозначим

через Δ = min
{

min
e∈A∪B

(
τ

eq
e − τeq

e

)
, C(t)

q (τeq) −C(t) (τeq)
}
. Рассмотрим состояние ( f eq, τseq), s.t. τseq

e =

= τ
eq
e для e � A ∪ B, τseq

e = τ
eq
e + δ для e ∈ A, τseq

e = τ
eq
e − δ для e ∈ B, где 0 < δ < Δ.

Можно показать, что состояние ( f eq, τseq) является равновесием. Потоковые ограниче-
ния f � f удовлетворены, так как используется поток f из равновесного состояния ( f eq, τeq),
для которого ограничения выполнены по условию.

Ограничения на τ также удовлетворяются.
Для ребер, не принадлежащих A ∪ B, были использованы τ из ( f eq, τeq). Для ( f eq, τeq)

условия на τ выполнены.
Для ребер, принадлежащих A, известно, что fe = f e, следовательно, требуется, что-

бы τe � τe. Но, по построению, τseq
e = τ

eq
e + δ > τ

eq
e � τe.

Для ребер, принадлежащих B, известно, что fe = f e, следовательно, требуется τe � τe. Но,
по построению, τseq

e = τ
eq
e − δ > τeq

e − Δ � τe.
Наконец, для любого пути p из s в t при состоянии сети ( f eq, τseq) можно утверждать,

что C(t)
p
(
τseq) = C(t)

p
(
τseq + δ

)
. Следовательно, если ( f eq, τeq) удовлетворяет условию равновесия,

то ( f eq, τseq) также удовлетворяют условию равновесия.
2. Предположим, что источник s и сток t имеют связывающий их маршрут

в R(Γ)(V ′, E′, f
′
, τ), однако остаточная сеть не является деревом. Тогда существует по край-

ней мере один ненаправленный цикл. Этот цикл сформирован двумя или более маршрута-
ми, использующимися в равновесии. Предположим, что в равновесии существует цикл L =
= (v1, e1, . . . , ek, vk, ek+1, v1). Мы можем установить два направления на этом цикле L. Выберем
одно из них. Воспользуемся функцией γ.

Предположим, что ( f eq, τeq) есть равновесие. Определим Δ = min
e∈E′

( f
′
e, fe, f e).

Рассмотрим состояние ( f seq, τeq), где f seq
e = f eq

e для e � L, f seq
e = f eq

e + γΓ,L(e) · δ для e ∈ L,
0 < δ < Δ. Мы можем показать, что ( f eq, τeq) является равновесием. По построению, все ве-
са удовлетворяют условию равновесия Нэша –Вардропа. Теперь мы должны показать, что удо-
влетворяются ограничения на пропускные способности и балансовые ограничения в вершинах.
Легко видеть, что для любой вершины v � L балансовые ограничения выполнены (опять же по
построению) и для любого ребра e � L поток не превосходит пропускную способность.

Рассмотрим произвольное ребро e ∈ L.
По построению, f seq

e = f eq
e + γΓ,L(e) · δ � f eq

e + min
e∈E′

( f
′
e, fe, f e) � f eq

e + f e − f eq
e = f e, f seq

e =

= f eq
e + γΓ,L(e) · δ � f eq

e −min
e∈E′

( f
′
e, fe, f e) � f eq

e − f eq
e = 0.
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Следовательно, для любого ребра поток не превышает пропускной способности. Рассмот-
рим произвольную вершину v ∈ L. Нам известно, что в состоянии ( f eq, τeq) балансовые ограниче-
ния выполнены. Для каждой вершины v ∈ L существует два и только два ребра e1 и e2, e1, e2 ∈ L,
таких, что e1 и e2 включают вершину v. Балансовые ограничения для v в состоянии ( f eq, τeq):

∑

e=(u, v)∈E

f eq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f eq
e = d.

Балансовые ограничения для v в состоянии ( f seq, τeq):
∑

e=(u, v)∈E

f seq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f seq
e = d.

Возможны три случая: 1) и e1, и e2 являются входящими в v; 2) и e1, и e2 являются
исходящими ребрами для v; 3) e1 входит в v, а e2 исходит из v.

В первом случае
∑

e=(u, v)∈E

f seq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f seq
e − d =

∑

e=(u, v)∈E

f eq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f eq
e − d + γΓ,L(e1) · δ + γΓ,L(e2) · δ.

Если оба ребра e1 и e2 входят в v, тогда для одного ребра γ
Γ,L(e) = 1, а для другого реб-

ра γ
Γ,L(e) = −1, какое бы направление на цикле мы ни выбрали ранее. Следовательно, γ

Γ,L(e1) · δ+
+ γ
Γ,L(e2) · δ = δ − δ = 0.

Следовательно, балансовые ограничения выполнены.
Во втором случае
∑

e=(u, v)∈E

f seq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f seq
e − d =

∑

e=(u, v)∈E

f eq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f eq
e − d − γΓ,L(e1) · δ − γΓ,L(e2) · δ.

Оба ребра e1 и e2 исходят из вершины v, тогда γ
Γ,L(e) для e1 и e2 имеют различные знаки.

Следовательно, γ
Γ,L(e1) · δ + γ

Γ,L(e2) · δ = δ − δ = 0.
Следовательно, балансовые ограничения выполнены.
В последнем случае
∑

e=(u, v)∈E

f seq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f seq
e − d =

∑

e=(u, v)∈E

f eq
e −

∑

e=(v, u)∈E

f eq
e − d + γΓ,L(e1) · δ − γΓ,L(e2) · δ.

Если ребро e1 входит в v, а ребро e2 исходит из v, тогда знаки γ
Γ,L(e) для e1 и e2 совпадают.

Следовательно, γ
Γ,L(e1) · δ − γ

Γ,L(e2) · δ = δ − δ = 0.
Следовательно, балансовые ограничения выполнены.
Следовательно, для всех вершин v ∈ L балансовые ограничения выполнены.
3. Прежде всего заметим, что поток f eq может быть получен в качестве решения задачи

о потоке минимальной стоимости.
Известно, что задача о потоке минимальной стоимости имеет единственное решение в слу-

чае, если существует (и при том единственный) дополнительный путь в остаточной сети.
В нашем случае источник s и сток t являются вершинами в остаточной сети Ω, которая

является деревом; следовательно, существует единственный путь в остаточной пути, который
соединяет s и t. Следовательно, существует f eq, который не превышает пропускной способности
ребер и является решением задачи о потоке минимальной стоимости. При этом данное решение
единственно.

Предположим, что источник s и сток t соединены, а остаточная сеть является деревом.
Обозначим это дерево через Ω. Покажем, что равновесие существует и оно единственно.
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Используя теорему 1, мы можем построить такой τeq, что условие равновесия будет вы-
полнено, так же как и ограничение τeq � τ. В первую очередь положим τeq

e = τe для всех e ∈ Ω.
Из связности Ω для любой вершины v ∈ V ′ существует путь p(s, v), p(s, v) ∈ Ω, такой,

что p(s, v) соединяет s и v. Этот путь индуцирует направление в поддереве дерева Ω. Так как Ω
является деревом, такой путь является единственным. Рассмотрим все пути, соединяющие s
с другими вершинами в V ′. Все эти пути индуцируют согласованные между собой направления.
Следовательно, мы можем индуцировать общее направление для Ω. Рассмотрим функцию γ

Γ,Ω
(e)

в том же виде, как мы использовали ее ранее Ω.
Определим Cs = 0, Cv =

∑
e∈p(s, v)

γ
Γ,Ω(e) · τe. Для любой вершины v существует уникальный

маршрут p(s, v), так что Cv определяется однозначно. Для всех вершин e ∈ EΩ, e = (v, u) поло-
жим τeq

e = Cu −Cv. Покажем, что построенный вектор τeq является допустимым и удовлетворяет
условию равновесия.

Сначала покажем, что выполнены условия равновесия. Это значит, что для всех марш-
рутов, используемых в равновесии, индуцированные данным вектором издержки на маршрутах
равны между собой и не превышают издержек на неиспользуемых путях.

По построению, для любого маршрута p ∈ P из s в t выполнено Cp (τeq) = Ct. Также
известно, что при выборе дополняющего пути ассоциированные с ним издержки равны Ct. Но мы
выбрали f eq как решение задачи о потоке минимальной стоимости, следовательно, не существует
маршрутов, имеющих стоимость ниже Ct и не используемых в равновесии.

Для всех e ∈ Ω известно, что f eq
e < f e, следовательно, требуется показать, что τeq

e = τe, что
выполнено по построению.

Для всех e � Ω известно, что f eq
e = f e, следовательно, требуется показать, что τeq

e � τe.
Рассмотрим произвольное ребро e = (v, u) с исходным направлением из v в u. Это ребро

используется в маршруте, который реализует решение задачи о потоке минимальной стоимости,
то есть существует маршрут p ∈ P такой, что Cp

t (τ) � Ct. Без потери общности можно счи-
тать, что e ∈ Ω для всех ребер e � (v, u). Но Ct = Cp

t (τeq). Следовательно, Cp
t (τ) � Cp

t (τeq),
откуда τeq

e � τe.
Тогда ( f eq, τeq) является равновесием. f eq определяется однозначно, так как существует

(и при этом единственный) дополняющий путь из s в t. Вектор τeq определяется однозначно по
построению. �

Теперь мы можем доказать еще одну ключевую теорему.

Теорема 4. Пусть ( f eq, τeq) является единственным равновесием для конфигура-
ции (Γ(V, E, f , τ), dst), а k является дополняющим путем в остаточной сети. Тогда

C(t) (τeq) =
n−1∑

i=1

γΓeq ,k((i, i + 1)) · τ(i,i+1).

Доказательство. Из теоремы 3 нам известно, что если равновесие единственно, то суще-
ствует единственный дополняющий путь k из s в t в остаточной сети. Из теоремы 1 нам известно,
что

C(t) (τeq) =
n−1∑

i=1

γΓeq ,k((i, i + 1)) · τeq
(i,i+1).

Но для всех e ∈ k τeq
e = τe, так как 0 < f eq

e < f e.
Следовательно,

C(t) (τeq) =
n−1∑

i=1

γΓeq ,k((i, i + 1)) · τ(i,i+1).

�
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Поиск неэффективных ребер

Из известной работы Роугардена известно [Roughgarden, 2006], что задача

min
E′⊂E

〈
f eq, τeq〉

является NP-трудной. Здесь ( f eq, τeq) — равновесие в конфигурации, в которой используется
подграф исходного графа Γ с множеством ребер E′.

Более того, в общем случае не существует аппроксимационного алгоритма для данной за-
дачи, который давал бы приближенное решение данной задачи, лучшее, чем тривиальное. Един-
ственный относительно позитивный результат был получен в статье [Fotakis, Kaporis, Spirakis,
2012] для случая строго возрастающих линейных весовых функций в модели Бекмана.

Рассмотрим проблему установки плат за проезд по ребрам с целью снижения загрузки
переполненных ребер. Мы можем определить операцию установки платы ε на ребре e ∈ E
как отображение τe → τe + ε. Заметим, что процедура удаления ребра эквивалентна процедуре
установки запретительно больших плат.

Рассмотрим чувствительность 〈 f eq, τeq〉 к τe в конфигурации с единственным источником
и стоком, т. е. с единственной корреспонденцией.

Теорема 5. Пусть ( f eq, τeq) является единственным равновесием для конфигура-
ции (Γ(V, E, f , τ), dst), а k является дополняющим путем в остаточной сети. Тогда выполня-
ется

∂

∂τe

〈
f eq, τeq〉 = dst · γΓeq,k(e).

Доказательство. Воспользуемся теоремой 4.

∂

∂τe

〈
f eq, τeq〉 = ∂

∂τe
(dst · Tst) =

=
∂

∂τe

(
dst ·C(t) (τeq)) = dst

∂

∂τe

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n−1∑

i=1

γΓeq,k((i, i + 1)) · τ(i,i+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = dst · γΓeq,k(e).

Из нее следует, что только те дуги, которые относятся к дополняющему пути, имеют зна-
чение. Более того, если γ

Γeq,k(e) = 1, тогда установка небольшой платы на ребре e увеличит
издержки для каждого агента в системе. С другой стороны, введение небольшой платы для реб-
ра e, обладающего свойством γ

Γeq,k(e) = −1, приведет к снижению издержек в равновесии для
каждого агента в системе.

Это приводит к алгоритму поиска неэффективных ребер для конфигураций с одной парой
«источник – сток».

1. Вычислить равновесие ( f eq, τeq) (например, используя [Anikin, Dorn, Nesterov, 2019;
Гасников и др., 2016]) для конфигурации (Γ(V, E, f , τ), d).

2. Построить дополняющий путь k.
3. Найти все e ∈ k, такие, что γ

Γeq,k(e) = −1.

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Удаление потенциально неэффективного ребра может приводить к обратному эф-
фекту. Это связано с тем, что пропускная способность графа в связи с удалением ребра может снизиться.

К сожалению, такая ситуация может наблюдаться даже для случая конфигурации с одной парой
«источник – сток». Удаление ребер с γ

Γeq ,k(e) = −1 может снизить пропускную способность графа.

Расширение алгоритма для ситуации со многими парами «источник – сток» нетривиально,
так как ребро может влиять неоднозначно для различных корреспонденций.
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Для этого требуется как-то учесть неоднозначное влияние ребра. Мы предлагаем самый
прямой из возможных подходов, а именно, оценивать

γ̂(e) =
∑

(s, t)∈S×D
dst × γΓeq

st ,kst
(e).

Также легко построить пример (хотя вряд ли такое можно наблюдать в жизни), когда вли-
яние могут оказывать ребра с нулевым потоком.

Приведем пример такой конфигурации: V = {1, 2, 3}, E = {(1, 2), (2, 3), (1, 3)}, d13 = 1,

d23 = 1, f 23 = d23, τ13 > τ12 + τ23, пропускные способности ребер (1, 2) и (1, 3) можем считать
сколь угодно большими. В силу ограничений поток по ребру (1, 2) равен нулю, так как реб-
ро (2, 3) полностью занято корреспонденцией d23. Однако стоимость проезда по ребру (2, 3) из
условий равновесия равна τ13 − τ12, то есть определяется в том числе ребром (1, 2).

Чтобы учесть эту возможность, требуется рассматривать не только пути, используемые
корреспонденцией, но и все другие пути, стоимость которых равна равновесной (меняется спи-
сок ребер и вершин в Γeq).

Алгоритм поиска неэффективных ребер.

• Решается задача поиска потока минимальной стоимости:

min
f , fα

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
〈 f , τ〉 | f � f ,

∑

e=(u, v)∈E

fe −
∑

(v, u)∈E

fe = dv, v ∈ V, f � 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

(любым подходящим графовым алгоритмом или солвером для ЛП).

• Зная загрузку, восстановить значения Tsi, используя незагруженные ребра в дополняющей
сети.

• Выполнять, пока не будет вычислено τ для всех ребер.

– Для каждого ребра (i, j) введем множество активных источников Si j = {s ∈ S : Ts j
и Tsi определены}.

– Пересчитать равновесные стоимости ребер τi j = max

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩τi j, max
s∈Si j

{Ts j − Tsi}
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭, для кото-

рых существует такое s, что Tsi и Ts j известны.

– Пересчитать Tsi, зная τ.

• Для каждого стока s ∈ S найти остаточную сеть (включая активные ребра с нулевым
потоком). Определить γ̂(e).

• Объявить все ребра e ∈ E : γ̂(e) < 0 неэффективными.

Численные эксперименты

Рассматривалась транспортная сеть города Анахайма (Anaheim) (n = 416, m = 914, |S | = 34)
из популярной коллекции транспортных сетей [Stabler, Bar-Gera, Sall, 2018]. Исходная конфигу-
рация создавалась для моделирования в контексте модели Бекмана и требовала изменения, так
как исходные параметры сети не позволяли пропустить всю корреспонденцию. Для этого все ис-
ходные корреспонденции {dnominal data

i j } были изменены. Все расчеты делались для конфигурации

с матрицей корреспонденций {di j} = 0,51 · {dnominal data
i j } (других изменений не вводилось).

Результаты расчета представлены на рис. 1. В приведенном примере 22 из 914 ребер ока-
зались неэффективными. Изменение минимальной стоимости проезда только по 6 ребрам поз-
волило снизить суммарные издержки всех водителей на 0,2 %.
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Рис. 1. Неэффективные ребра (отмечены красным) в городе Анахайме: незначительное увеличение стои-
мости любого из красных ребер приводит к снижению суммарных издержек водителей

Заключение

Как мы видим, парадокс Браесса имеет смысл рассматривать только в контексте всей кон-
фигурации сети, а рассмотрение без учета матрицы корреспонденций не имеет смысла.

Модель стабильной динамики, в случае единственности равновесия, позволяет строить ал-
горитмы для эффективного поиска ребер с отрицательными экстерналиями. Один из возможных
алгоритмов мы привели в статье и продемонстрировали его эффективность на примере транс-
портной сети города Анахайма.

Мы предполагаем, что вычислительная эффективность алгоритма может быть в дальней-
шем улучшена.

Отдельный интерес может представлять программное управление сетью. Для ситуаций,
когда используются не платы на дороги, а ситуативные меры управления (например, закрытие
отдельных зон, платные парковки или другие средства), при наличии средств оперативной оцен-
ки матриц корреспонденций, можно заранее предрассчитать, при каких матрицах стоит включать
и отключать ограничения.
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Schäfer B. et al. Understanding Braess’ paradox in power grids // Nature Communications. — 2022. —

Vol. 13, No. 1. — P. 5396.
Stabler B., Bar-Gera H., Sall E. Transportation networks for research // 2018. —

https://github.com/bstabler/TransportationNetworks
Valiant G., Roughgarden T. Braess’s paradox in large random graphs // Proceedings of the 7th ACM

conference on Electronic commerce. — 2006. — P. 296–305.
Vickrey W. Pricing in urban and suburban transport // The American Economic Review. — 1963. —

Vol. 53, No. 2. — P. 452–465.
Wardrop J., Whitehead J. Correspondence some theoretical aspects of road traffic research //

Proceedings of the institution of civil engineers. — 1952. — Vol. 1, No. 5. — P. 767–768.
Zverovich V., Avineri E. Braess’ paradox in a generalised traffic network // Journal of Advanced

Transportation. — 2015. — Vol. 49, No. 1. — P. 114–138.

2024, Т. 16, № 1, С. 35–51



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Preserve
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError false
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /PDFXOutputConditionIdentifier (FOGRA27)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ENU ([Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (Coated FOGRA27 \(ISO 12647-2:2004\))
      /DestinationProfileSelector /WorkingCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


