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В работе исследуется динамика конечномерной модели, описывающей взаимодействие трех
популяций: жертвы x(t), потребляющего ее хищника y(t) и суперхищника z(t), питающегося обо-
ими видами. Математически задача записывается в виде системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка с правой частью [x(1−x)−(y+z)g; η1yg−d1 f−μ1y; η2zg+d2 f−μ2z],
где η j, d j, μ j ( j = 1, 2) — положительные коэффициенты. Рассматриваемая модель относится
к классу кoсимметричных динамических систем при функциональном отклике Лотки –Вольтер-

ры g = x, f = yz и дополнительных условиях на параметры: μ2 = d2

(
1 +

μ1
d1

)
, η2 = d2

(
1 +

η1
d1

)
.

В этом случае формируется семейство равновесий в виде прямой в фазовом пространстве. Про-
анализирована устойчивость равновесий семейства и изолированных равновесий, построены
карты существования стационарных решений и предельных циклов. Изучено разрушение се-
мейства при нарушении условий косимметрии и использовании моделей Хoллинга g(x) = x

1+b1x

и Беддингтона –ДеАнгелиса f (y, z) = yz
1+b2y+b3z . Для этого применяется аппарат теории косим-

метрии В.И.Юдовича, включающий вычисление косимметрических дефектов и селективных
функций. С использованием численного эксперимента проанализированы инвазивные сценарии:
внедрение суперхищника в систему «хищник –жертва», выдавливание хищника или суперхищ-
ника.

Ключевые слова: математическая экология, теория косимметрии, жертва – хищник – супер-
хищник
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The paper investigates the dynamics of a finite-dimensional model describing the interaction of
three populations: prey x(t), its consuming predator y(t), and a superpredator z(t) that feeds on both
species. Mathematically, the problem is formulated as a system of nonlinear first-order differential
equations with the following right-hand side: [x(1 − x) − (y + z)g; η1yg− d1 f − μ1y; η2zg + d2 f − μ2z],
where η j, d j, μ j ( j = 1, 2) are positive coefficients. The considered model belongs to the class of
cosymmetric dynamical systems under the Lotka –Volterra functional response g = x, f = yz, and two

parameter constraints: μ2 = d2

(
1 +

μ1
d1

)
, η2 = d2

(
1 +

η1
d1

)
. In this case, a family of equilibria is being

of a straight line in phase space. We have analyzed the stability of the equilibria from the family and
isolated equilibria. Maps of stationary solutions and limit cycles have been constructed. The breakdown
of the family is studied by violating the cosymmetry conditions and using the Holling model g(x) =
= x

1+b1x and the Beddington –DeAngelis model f (y, z) = yz
1+b2y+b3z . To achieve this, the apparatus

of Yudovich’s theory of cosymmetry is applied, including the computation of cosymmetric defects
and selective functions. Through numerical experimentation, invasive scenarios have been analyzed,
encompassing the introduction of a superpredator into the predator-prey system, the elimination of the
predator, or the superpredator.
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Введение

Для описания и моделирования экологических проблем инвазии и взаимодействия видов
активно используются математические методы [Ризниченко, Рубин, 2004; Братусь, Нoвoжилoв,
Платoнoв, 2010; Фрисман и др., 2019]. В классических работах [Lotka, 1925; Volterra, 1931]
предложена модель «жертва – хищник» (система Лотки –Вольтерры), которая объяснила колеба-
тельный характер некоторых экологических явлений. Существует большое число модификаций
этой модели [Kolmogoroff, 1972; Holling, 1959] (см. обзор [Тютюнов, Титова, 2018]). Для систем,
которые характеризуются одним видом потребления (травоядность, хищничество или парази-
тизм), часто ограничиваются исследованиями для двух видов. К настоящему времени динамика
двухвидового сообщества хорошо изучена [Базыкин, 1985].

Модели пищевых сетей из трех видов являются фундаментальными блоками крупномас-
штабных систем экологического мониторинга. Существуют различные варианты моделей пи-
щевой цепи, описывающие потребление хищника более чем на одном трофическом уровне.
В [Freedman, Waltman, 1984] приведена классификация различных моделей пищевой сети Лот-
ки –Вольтерры. Системы с тремя и более популяциями демонстрируют более сложное поведе-
ние [Базыкин, 2003].

Для прогнозирования краткосрочного и долгосрочного поведения экосистем используются
модели, которые включают ресурс, жертву, потребляющую ресурс, и хищника, рацион которого
состоит из ресурса и жертвы. Например, в качестве вида x выступает растение, вид y — травояд-
ное, а вид z — суперхищник, который потребляет растения и травоядных. Такие модели рассмат-
ривались в работах [Holt, Polis, 1997; Namba, Tanabe, Maeda, 2008; Kang, Wedekin, 2013; Liu, Bai,
2016; Liu, Fan, 2017; Namba, Takeuchi, Banerjee, 2018; Wang, Zhang, Lai, 2018], в англоязычной
литературе используются также термины trophic level omnivory, intraguild predation, higher order
predation или hyperpredation. Охрана суперхищников для сохранения биоразнообразия является
актуальной проблемой [Martone et al., 2020].

Для описания динамики системы с суперхищником применялись различные варианты
функциональных откликов (см. обзор в [Гиричева, 2021]). В [Kang, Wedekin, 2013] проведено
сравнение сценариев для моделей Холлинга I и Холлинга III. В [Mortaja et al., 2020] рассмот-
рен функциональный отклик, который зависит от плотностей добычи и хищников. В [Jana, Roy,
2023] представлена модель с суперхищником, разделенным на две стадии по возрасту. В [Mbava,
Mugisha, Gonsalves, 2017] рассмотрена математическая модель, учитывающая влияние заболе-
вания на суперхищника. В таких системах наблюдаются различные динамические сценарии,
в частности формирование колебательных режимов (см. [Базыкин, 2003; Castillo-Santos, Dela
Rosa, Hernández, 2017]). В [Namba, Takeuchi, Banerjee, 2018] использовались модели Базыки-
на и Холлинга для описания динамики хищников. В [Ji, Wang, 2022] функциональный отклик
Беддингтона –ДеАнгелиса применялся с учетом всех трех видов. В [Thakur et al., 2020] разра-
ботана модель для планктона, рыб и суперхищника. В [Krishnadas, Saratchandran, Harikrishnan,
2020] обнаружен хаос в циклической трехвидовой системе «жертва – хищник – суперхищник».
Однако в этих работах не рассматривалось сосуществование различных устойчивых сценариев
взаимодействия видов, т. е. мультистабильность систем.

Для систем «хищник –жертва» мультистабильность изучалась в работах [Епифанов, Цибу-
лин, 2016; Епифанов, Цибулин, 2017; Ха, Цибулин, 2020], для этого применялась теория косим-
метрии [Юдoвич, 1991]. Разрушение семейства равновесий при нарушении косимметрии задачи
анализировалось при помощи аппарата селективной функции [Юдoвич, 2004]. Возникновение
семейства колебательных режимов было установлено в [Епифанов, Цибулин, 2017; Ха, Цибулин,
2020; Нгуен, Ха, Цибулин, 2022].

Целью данной работы является исследование модели трех видов: жертвы, хищника и су-
перхищника, который питается и жертвой и хищником. Аналитически найдены условия, при
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которых система имеет косимметрию и семейство равновесий. Для анализа сценариев разруше-
ния семейства стационарных состояний применяются подход, предложенный в [Юдoвич, 2004],
и вычислительный эксперимент в среде MATLAB.

Математическая модель

Трофическая цепь описывает взаимосвязи между группами организмов, при которых про-
исходит перенос вещества и энергии путем поедания одних особей другими. Рассмотрим трoфи-
ческую цепь из трех популяций: жертва x(t), хищник y(t) и суперхищник z(t). Для случая, когда
хищник и суперхищник охотятся на жертву индивидуально, соответствующая система автоном-
ных дифференциальных уравнений может быть записана в виде

dx
dt
= x(1 − x) − xy

1 + b1x
− xz

1 + b1x
,

dy
dt
=
η1xy

1 + b1x
− d1yz

1 + b2y + b3z
− μ1y,

dz
dt
=
η2xz

1 + b1x
+

d2yz

1 + b2y + b3z
− μ2z.

(1)

Здесь μ1, μ2 — коэффициенты естественной смертности хищника (y) и суперхищника (z), η1, η2 —
коэффициенты пищевой ценности, d1, d2 — коэффициенты, описывающие контакты видов, па-
раметры bi (i = 1, 2, 3) используются для моделирования эффектов Хoллинга [Holling, 1959]
и Беддингтона –ДеАнгелиса [Beddington, 1975]. Рост жертвы описывается логистическим зако-
ном. Насколько известно авторам, система (1) ранее не исследовалась. При bi = 0 (i = 1, 2, 3)
из (1) получается система, рассмотренная в [Базыкин, 2003], а при b3 = 0 — в работе [Гириче-
ва, 2021]. В [Ji, Wang, 2022] знаменатели функции трофического отклика содержали слагаемые,
зависящие от всех трех видов.

Система (1) имеет два простых изолированных стационарных решения. Равновесие E0 =

= (0, 0, 0) соответствует отсутствию всех видов и является неустойчивым. Равновесие E1 =

= (1, 0, 0) описывает ситуацию, когда в экосистеме выживает только жертва.
Для анализа мультистабильности рассмотрим систему (1) при bi = 0 (i = 1, 2, 3):

dx
dt
= x[(1 − x) − y − z],

dy
dt
= y[η1x − d1z − μ1],

dz
dt
= z[η2x + d2y − μ2].

(2)

Система (2), помимо E0 и E1, имеет также равновесие E2 =

(
μ1
η1
, 1 − μ1

η1
, 0

)
при μ1 < η1,

которое описывает сосуществование жертвы и хищника при отсутствии суперхищника. Сосуще-

ствованию жертвы и суперхищника отвечает равновесие E3 =

(
μ2
η2
, 0, 1 − μ2

η2

)
, которое реализуется

при μ2 < η2. Выживанию трех видов соответствует равновесие E4 = (x4, y4, z4):

x4 =
1
a

(−d1d2 + d1μ2 − d2μ1), a = −d1d2 + d1η2 − d2η1,

y4 =
1
a

(−d1μ2 + d1η2 + μ1η2 − μ2η1),

z4 = −
1
a

(−d2μ1 + d2η1 + μ1η2 − μ2η1).

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Для анализа устойчивости равновесий проводится вычисление матрицы Якоби:

J =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 2x − y − z −x −x

η1y η1x − d1z − μ1 −d1y
η2z d2z η2x + d2y − μ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦. (3)

Далее находятся матрицы линеаризации для равновесий, определяются коэффициенты харак-
теристических многочленов и применяется критерий Рауса – Гурвица. Равновесие E1 является
устойчивым, если выполнены неравенства μ1 > η1 и μ2 > η2. Для равновесия E2 получается
характеристический полином

P2(λ) =

[
λ − d2

(
1 − μ1

η1

)
− η2

μ1

η1

+ μ2

] [
λ2 +

μ1

η1

λ +
μ1

η1

(
η1 − μ1

)]
= 0.

Равновесие E2 будет устойчивым при выполнении следующих условий:

η1 > μ1, d2

(
1 − μ1

η1

)
+ η2

μ1

η1

< μ2. (4)

Для E3 характеристический полином имеет вид

P3(λ) =
μ2

η2

(η2 − μ2)

[
λ + d1

(
1 − μ2

η2

)
− η1

μ2

η2

+ μ1

]
= 0,

и равновесие E3 будет устойчиво при

η2 > μ2, −d1

(
1 − μ2

η2

)
+ η1

μ2

η2

< μ1. (5)

Для равновесия E4 характеристический многочлен задается формулой

P4(λ) = λ3 + x4λ
2 + (η1x4y4 + d1d2y4z4 + η2x4z4)λ + (d1d2 + η1d2 − η2d1)x4y4z4 = 0,

и оно устойчиво при выполнении условий

d1d2 + η1d2 > η2d1, η1x4y4 + η2x4z4 > (η1d2 − η2d1)y4z4.

Кроме изолированных равновесий, в системе (2) могут существовать предельные циклы,
а также континуальное семейство стационарных решений. Мультистабильность связана с воз-
никновением косимметрии при дополнительных условиях на параметры системы. На рис. 1, а
приведена полученная с применением вычислительного эксперимента карта режимов на плос-
кости параметров η2 и μ2. Остальные параметры соответствовали значениям из [Базыкин, 2003],
где дан пример предельного цикла (точка C2 на рис. 1, а). Буквами E j ( j = 2, 3, 4) обозначены
области параметров, для которых существуют устойчивые равновесия. Область бистабильности
обозначена как E2,3: в зависимости от начальных данных реализуется равновесия E2 или E3.
Буквой F обозначено семейство равновесий. Отметим, что точка F является общей для обла-
стей E2, E3, E4, E23. Для значений параметров μ2 и η2 на отрезке AF была построена бифур-
кационная диаграмма, которая показала стандартный переход от устойчивого фокуса (между
точками A и B) к неустойчивому седло-фокусу (отрезок BA) с комплексной парой в правой по-
луплоскости. Для значений параметров из области C получаются предельные циклы, несколько
циклов приведены на рис. 1, б. В статье [Holt, Polis, 1997] схематически дана похожая на рис. 1, а
карта, но без указания возможности появления семейства равновесий и бистабильности.

2023, Т. 15, № 6, С. 1601–1615
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(а) (б)

Рис. 1. a) Карта режимов на плоскости μ2 и η2 для системы (2). E j ( j = 1, 2, 3) — области устойчивости
равновесий, E23 — область бистабильности, C — область предельных циклов, точка F соответствует семей-
ство равновесий; б) фазовые портреты предельных циклов: C1(μ2 = 1,15, η2 = 4,95), C2(1, 3), C3(0,85, 3,9),
C4(0,7, 2,7); μ1 = 1, η1 = 10, d1 = 1, d2 = 1

Кoсимметрия системы

Косимметрия — это векторное поле, ортогональное вектору правой части системы авто-
номных дифференциальных уравнений первого порядка [Юдoвич, 1991]. Наличие нетривиаль-
ной косимметрии может являться причиной существования непрерывного семейства равнове-
сий, которое отличается от орбиты действия группы симметрии тем, что спектр устойчивости
равновесий меняется вдоль семейства. Само семейство может быть разделено на подмножества
устойчивых и неустойчивых по линейному приближению равновесий. Устойчивость равновесия
означает его асимптотическую устойчивость в трансверсальном к семейству подпространстве.

Лемма 1. При выполнении условий на параметры

μ2 = d2

(
1 +
μ1

d1

)
, η2 = d2

(
1 +
η1

d1

)
(6)

система (2) имеет семейство равновесий

Q =

{
x ∈

[
μ1

η1

,
d1 + μ1

d1 + η1

]
, y = 1 +

μ1

d1

−
(
1 +
η1

d1

)
x, z =

η1x − μ1

d1

}
(7)

и косимметрию

L =

[
yz, − 1

d1

xz,
1
d2

xy

]T

. (8)

Доказательство. Скалярное произведение вектора (8) и правой части системы (2) при
условиях (6) дает 〈F, L〉 = 0, т. е. L является косимметрией.

Система (2) с учетом (6) может быть записана в виде

ẋ = xp1, ẏ = yp2, ż = −zd2 p1 +
zd2

d1

p2, (9)
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где
p1 = x + y + z − 1, p2 = η1x − d1z − μ1.

При обращении p1 и p2 в нуль получается семейство стационарных решений (7). �

Формулы (6) показывают, что мультистабильность получается при наложении двух усло-
вий на три параметра, характеризующих динамику суперхищника. Фактически важны отноше-
ния параметров μ2 и η2 к коэффициенту d2. Величина этих отношений влияет на реализацию того
или иного сценария развития трофической цепи. Косимметрия (точка F на рис. 1, a) означает
минимальную границу между сценарием без суперхищника (область E2 на рис. 1, a) и сценарием
без хищника (область E3). Отметим, что левее точки F располагается зона решений с сосуще-
ствованием обоих хищников, а правее — область бистабильности.

Для системы (2) вопрос об устойчивости равновесий семейства решает следующая лемма.

Лемма 2. Семейство Q состоит из устойчивых равновесий.

Доказательство. Подставляя (7) в матрицу Якоби системы (9), получаем матрицу линеа-
ризации для равновесия семейства с номером x:

JQ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x −x −x

−η1
(x−1)d1+η1x−μ1

d1
0 (x − 1)d1 + η1x − μ1

(η1x−μ1)d2(d1+η1)

d2
1

(η1x−μ1)d2
d1

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (10)

Ее характеристической полином имеет вид

σ3 + xσ2 + Bσ = 0,

где

B = xz

(
d2 +

d2η1

d1

)
+ yzd1d2 + η1xy.

Нулевой корень полинома σ1 = 0 отвечает нейтральной устойчивости вдоль семейства. Все
семейство Q состоит из устойчивых равновесий, так как B > 0. �

Приведем пример установления к равновесиям семейства для двух наборов значений ко-
эффициентов. Параметры μ1, η1, d1, d2 задавались, а значения μ2 и η2 определялись из условий
косимметрии (6). На рис. 2 представлены траектории, демонстрирующие установление к рав-
новесиям семейства (прямая AE2) для различных начальных точек. Из рис. 2, a видно, что вы-
ход траекторий на равновесия семейства происходит колебательным образом. Для сравнения на
рис. 2, б приведено установление к равновесиям семейства при других значениях параметров.
Вычислительные эксперименты в MATLAB показали, что при выполнении условий косиммет-
рии реализуется семейство стационарных состояний, а при нарушении условий косимметрии
семейство исчезает.

Разрушение косимметрии

Следуя работе [Юдoвич, 2004], приведем определения косимметрического дефекта и се-
лективной функции. Для дифференциального уравнения Ẇ = F(W) + G(W, ε) в гильбертовом
пространстве H косимметрический дефект определяется как D(W, ε) = 〈G(W, ε), L(W)〉, где L
есть косимметрия векторного поля F, и возмущение дается оператором G(W, ε), нарушающим
косимметрию при ε � 0 и обращающимся в нуль при ε = 0. В [Юдoвич, 2004] доказано, что
невырожденное решение селективного уравнения означает существование ветви решений с па-
раметром ε.
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(а) (б)

Рис. 2. Реализация равновесий семейства (черная прямая) для разных начальных условий (кружки) и при
выполнении условий косимметрии (6): a) μ1 = 1, η1 = 10, d1 = 1, d2 = 1; б) μ1 = 0,2, η1 = 0,3, d1 = 0,09,
d2 = 0,1

Вычислим косимметрический дефект для (1) с bi � 0 (i = 1, 2, 3), а μ2 и η2 удовлетворя-
ют (6):

D = xyz

[
b1x(y + z − x)

1 + b1x
− (b2y + b3z)(y + z)

1 + b2y + b3z

]
. (11)

Селективная функция получается в результате подстановки семейства (7) в (11):

S (x) = xyz
q2

(1 + b1x)(1 + q1)
. (12)

Здесь y и z определены согласно (7) и

q1 = b2

(
1 +
μ1

η1

)
− b3μ1

d1

+

[
b3η1

d1

− b2

(
1 +
η1

d1

)]
x,

q2 = b1x(1 − 2x)(1 + p1) − p1(1 − x)(1 + b1x).

При b2 = b3 = 0 (12) cелективная функция зависит только от параметра b1:

S (x) =
b1x2yz(1 − 2x)

1 + b1x
. (13)

Нулям селективной функции отвечают следующие решения (x > 0):

y = 0, x =
d1 + μ1

d1 + η1

, z =
η1

d1

(
d1 + μ1

d1 + η1

)
− μ1

d1

, (14)

z = 0, x =
μ1

η1

, y = 1 − μ1

η1

, (15)

x =
1
2
, y = 1 +

μ1

d1

− 1
2

(
1 +
η1

d1

)
, z =

η1 − 2μ1

2d1

. (16)
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Из решения (14) заменой (6) получается равновесие E3, решение (15) совпадает с равнове-
сием E2, а решение (16) отвечает выживанию трех видов и при малых b1 (параметр возмущения)
достаточно близко к равновесию E4.

Разрушение косимметрии получается также при bj = 0 и нарушении условий (6). Пусть

μ2 = μ̂2 + ε cos ϕ, η2 = η̂2 + ε sin ϕ, (17)

где ε — параметр возмущения. Тогда косимметрический дефект для системы (2) записывается
в виде

D = xyz

[
1 − x − μ2 − η2x

d2

− η1x − μ1

d1

+
1
d2

ε(− cos ϕ + x sin ϕ)

]
. (18)

Селективная функция получается в результате подстановки семейства решений (7) в (18):

S (x) =
1
d2

xyzε[− cos ϕ + x sin ϕ]. (19)

Нулям функции (19) отвечают точки

y = 0, x =
d1 + μ1

d1 + η1

, z =
η1

d1

(
d1 + μ1

d1 + η1

)
− μ1

d1

, (20)

z = 0, x =
μ1

η1

, y = 1 − μ1

η1

, (21)

x =
cos ϕ
sin ϕ

, y = 1 +
μ1

d1

− cos ϕ
sin ϕ

(
1 +
η1

d1

)
, z =

η1 cos ϕ

d1 sin ϕ
− μ1

d1

. (22)

Из решения (20) заменой (6) получается равновесие E3, решение (21) дает равновесие E2,
а решение (22) отвечает выживанию трех видов и близко к равновесию E4.

(а) (б)

Рис. 3. a) Селективная функция для семейства равновесий (7): 1) b1 = 0,5, b2 = 0,1, b3 = 0,1; 2) b1 = 0,5,
b2 = 0, b3 = 0; 3) ε = 1,1, b j = 0 ( j = 1, 2, 3); μ1 = 0,02, η1 = 1,1, d1 = 2, d2 = 1,1. б) Карта режимов
на плоскости μ2 и η2 для системы (1) при b1 = 1, E j ( j = 1, 2, 3) — области устойчивости равновесий,
E23 — область бистабильности, C — область предельных циклов. μ1 = 1, η1 = 10, d1 = 1, d2 = 1, b1 = 1,
b2 = b3 = 0, μ2 = 2, η2 = 11
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На рис. 3, a изображены селективные функции для семейства равновесий (7) при различ-
ных значениях параметров. Видно, что функции (12) и (13) обращаются в ноль только в крайних
точках семейства равновесий (7), а селективная функция (19) обращается в ноль в трех точках.
Таким образом, при возмущении, нарушающем косимметрию, из семейства (7) остаются равно-
весия, соответствующие вымиранию хищника или суперхищника, а также выживанию всех трех
видов.

Карта режимов при b1 = 1, b2 = b3 = 0 дана на рис. 3, б, обозначения аналогичны приве-
денным на рис. 3, a. Видно, что область предельных циклов увеличилась и сохранилась область
бистабильности. Семейство равновесий исчезает, символ F отмечает параметры, при которых
семейство наблюдалось при bi = 0 i = 1, 2, 3. Отметим, что точка F близка к зоне параметров,
для которой малые изменения параметра смертности μ2 и коэффициента пищевой ценности η2
способны привести к реализации различных сценариев: гибели хищника или суперхищника, их
сосуществованию или бистабильности. Это иллюстрирует рис. 4, где приведены изменения по
времени численности видов. Из одной и той же начальной точки (0,3637, 0,4463, 0,19) в зави-
симости от значения параметра μ2 реализуется равновесие без суперхищника (рис. 4, a) или без
хищника (рис. 4, б).

(а) (б)

Рис. 4. Установление к равновесиям: без суперхищника, μ2 = 2 (a) и без хищника, μ2 = 2,135 (б). На-
чальная точка x0 = 0,3637, y0 = 0,4463, z0 = 0,19; μ1 = 1, η1 = 10, d1 = 1, d2 = 1, b1 = 1, b2 = b3 = 0,
η2 = 11

На рис. 5 и 6 представлены результаты по разрушению косимметрии при следующих фик-
сированных параметрах: μ1 = 0,2, η1 = 0,3, d1 = 0,09, d2 = 0,1. Рассматривается система (2), ко-
гда μ2 или η2 не удовлетворяют условиям косимметрии (6). Hа рис. 5, a приведено установление
для случая, когда μ2 � μ̂2, а η2 = η̂2. Через μ̂2 и η̂2 далее обозначены параметры, удовлетворяю-

щие (6). При μ2 = μ̂2+δ (далее δ = 0,02) вымирает суперхищник и равновесие E2 =

(
μ1
η1
, 1 − μ1

η1
, 0

)

устойчиво. Траектории (красные кривые), выпущенные из начальных точек, лежащих на пря-
мой AE2 и соответствующих семейству (7), ведут к равновесию E2. В случае μ2 = μ̂2 − δ хищник
вымирает, а равновесие E3 =

(
μ2
η2
, 0, 1 − μ2

η2

)
становится устойчивым. Траектории (синие кривые)

ведут к равновесию E3 (см. рис. 5, a). При η2 = η̂2 + δ и μ2 = μ̂2 траектории (красные кривые)
стремятся к равновесию E3, т. е. хищник вымирает (см. рис. 5, б). При η2 = η̂2 − δ траектории
(синие кривые) стремятся к равновесию E2, т. е. вымирает суперхищник.
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(а) (б)

Рис. 5. Динамика системы (2) при разрушении семейства равновесий (черная прямая): a) μ2 = μ̂2 + δ
(красные траектории) и μ2 = μ̂2 − δ (синие траектории); б) η2 = η̂2 + δ (синие траектории) и η2 = η̂2 − δ
(красные траектории); μ1 = 0,2, η1 = 0,3, d1 = 0,09, d2 = 0,1

(а) (б)

Рис. 6. Динамика системы (2) при разрушении семейства равновесий (черная прямая): a) μ2 = μ̂2 + δ,
η2 = η̂2 + δ (красные траектории) и μ2 = μ̂2 − δ, η2 = η̂2 − δ (синие траектории); б) μ2 = μ̂2 + δ, η2 = η̂2 − δ
(красные траектории) и μ2 = μ̂2 − δ, η2 = η̂2 + δ (синие траектории); μ1 = 0,2, η1 = 0,3, d1 = 0,09, d2 = 0,1

На рис. 6 представлены случаи, когда параметры μ2 и η2 не удовлетворяют условиям ко-
симметрии одновременно. На рис. 6, a начальные точки берутся около семейства, а на рис. 6, б
соответствуют равновесиям исчезнувшего семейства (черная прямая AE2). При μ2 = μ̂2 + δ, η2 =

= η̂2 ± δ траектории сходятся к точке E2, а при μ2 = μ̂2 − δ, η2 = η̂2 ± δ – к точке E3. Отметим, что,
когда μ2 и η2 не удовлетворяют условиям косимметрии, сходимость к точкам E2 и E3 зависит
только от значения параметра μ2 (см. рис. 6).

Вычислительные эксперименты показали, что при возмущении, нарушающем косиммет-
рию, динамику во многом определяет эффект памяти о существовании семейства равновесий
для невозмущенной системы. В этом случае движение от прямой линии (семейство равнове-
сий) можно условно разделить на две части. Вначале происходит удаление от исчезнувшего
семейства, а потом реализуется стремление к устойчивому равновесию, которое остается после
разрушения семейства.

На рис. 7 представлены результаты эксперимента для параметров μ2 и η2, удовлетворяю-
щих формулам (17). В качестве начальных берутся точки, принадлежащие семейству равновесий
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(а) (б)

Рис. 7. Разрушение семейства равновесий (прямая AE2) для разных начальных условий (кружки) в слу-
чае μ2 и η2, удовлетворяющих (17): a) ϕ = 1,2476; б) ϕ = π + 1,2476; μ1 = 0,02, η1 = 1,1, d1 = 2, d2 = 1,1,
ε = 1,1

(а) (б)

Рис. 8. Разрушение семейства равновесий (прямая AB) для разных начальных условий в случае μ2 и η2,
удовлетворяющих (6): a) b1 = 0,5, b2 = 0, b3 = 0; б) b1 = 0,5, b2 = 0,1, b3 = 0,1; μ1 = 0,02, η1 = 1,1, d1 = 2,
d2 = 1,1

при выполнении условий косимметрии (ε = 0). Данные рисунки демонстрируют бистабильность:
в зависимости от начальных данных реализуются равновесия, соответствующие вымиранию
хищника или суперхищника. Равновесие, отвечающее сосуществованию трех видов, является
неустойчивым. Аналитические выражения для равновесий даются формулами (19)–(21).

На рис. 8 представлены результаты по разрушению семейства (7) при bj � 0. При b1 = 0,5,
b2 = 0, b3 = 0 устойчиво равновесие с тремя ненулевыми видами (точка M на рис. 8, a). На
рис. 8, б показано, что в результате разрушения семейства реализуется бистабильность: в зави-
симости от начальных данных может устанавливаться стационарное состояние с сосуществова-
нием всех трех видов (точка M1) или равновесие без суперхищника (точка E2). Неустойчивое
равновесие с тремя ненулевыми видами обозначено символом M2. Отметим, что для начальных
условий с тремя ненулевыми видами при различных возмущениях общим является достаточно
долгое сосуществование хищника и суперхищника. Из разных начальных данных происходит
выход на траекторию, отвечающую устойчивому усу реализующегося равновесия.
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Заключение

В данной работе исследована система, описывающая взаимодействие популяций: жертв,
хищников и суперхищников. Для моделирования роста жертвы используется логистический за-
кон, а ее потребление характеризуется функциональным откликом Холлинга второго рода, мо-
дель Беддингтона –ДеАнгелиса применяется для описания взаимодействия хищника и супер-
хищника. Система характеризуется девятью безразмерными параметрами. Для исследования воз-
можных сценариев применяется подход, использующий аппарат теории косимметрии. Проведен
анализ системы с шестью параметрами, для которой найдены косимметрия и семейство равно-
весий. Показано, что при нарушении условий косимметрии семейство разрушается и возникает
конечное число изолированных равновесий. Система при этом сохраняет память об исчезнувшем
семействе. При значениях параметров, близких к обеспечивающим косимметрию, в окрестности
исчезнувшего семейства происходят медленные движения к различным изолированным равно-
весиям.

Проведено исследование динамических сценариев для параметров суперхищника (коэф-
фициенты смертности и пищевой ценности) и установлено, что область значений параметров,
при которых реализуются колебательные режимы, находится достаточно далеко от точки косим-
метрии. Информация о косимметрии позволяет предсказать направления изменения параметров
суперхищника для реализации успешной инвазии.

Данная модель демонстрирует различные экологические сценарии и является базовой для
предсказания поведения реальных систем, которые требуется исследовать с учетом сезонности
факторов, гетерогенности среды и др. Примеры применения косимметрии для анализа простран-
ственных эффектов даны в работах [Будянский, Цибулин, 2015; Frischmuth, Budyansky, Tsybulin,
2021].
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