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В статье рассматривается проблема рационального использования водных ресурсов на уровне ре-
гиона. Приводится обзор существующих методов контроля качества и количества водных ресурсов на
различных уровнях — от отдельных домохозяйств до мирового. В самой работе проблема рассматрива-
ется для регионов России с малой водообеспеченностью — количеством воды на человека в год. Особое
внимание уделяется регионам, в которых данный показатель мал из-за природных особенностей региона,
а не большого числа жителей. В таких регионах много ресурсов выделяется на различную водную ин-
фраструктуру, в том числе водохранилища, переброску воды из соседних регионов. При этом основными
потребителями воды являются промышленность и сельское хозяйство. В работе представлена динамиче-
ская двухуровневая модель, сопоставляющая потребление регионом воды и объем производства в реги-
оне (валовый региональный продукт, ВРП). На верхнем уровне модели находится администрация региона
(центр), назначающая плату за использование воды, а на нижнем — предприятия региона (агенты). Про-
ведены аналитическое исследование и идентификация модели. Аналитическое исследование позволяет
с помощью принципа максимума Понтрягина найти оптимальные управления агентов. Идентификация
модели позволяет, используя статистические данные для региона, определить коэффициенты модели та-
ким образом, чтобы она соответствовала данному региону. Для идентификации модели используются
данные Росстата. Далее следует численное исследование модели для конкретных регионов с использова-
нием алгоритма trust region reflective.

Для ряда регионов РФ с низким уровнем водообеспеченности приведены результаты идентификации
модели на основе данных Росстата, а также возможные значения ВРП и потребления воды в зависимости
от выбранной стратегии центра. Для многих регионов расчеты показывают возможность существенного
(>20 %) сокращения потребления воды при некотором сокращении производства (≈10 %).

Приведенная в работе модель позволяет рассчитывать размер дополнительной платы за использова-
ние воды для достижения оптимального соотношения экономических и экологических последствий.
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This paper considers the problem of water consumption in the regions of Russia with low water availability.
We provide a review of the existing methods to control quality and quantity of water resources at different
scales — from households to worldwide. The paper itself considers regions with low “water availability”
parameter which is amount of water per person per year. Special attention is paid to the regions, where this
parameter is low because of natural features of the region, not because of high population. In such regions many
resources are spend on water processing infrastructure to store water and transport water from other regions. In
such regions the main water consumers are industry and agriculture.

We propose dynamic two-level hierarchical model which matches water consumption of a region with its
gross regional product. On the top level there is a regional administration (supervisor) and on the lower level
there are region enterprises (agents). The supervisor sets fees for water consumption. We study the model with
Pontryagin’s maximum principle and provide agents’s optimal control in analytical form. For the supervisor’s
control we provide numerical algorithm. The model has six free coefficients, which can be chosen so the model
represents a particular region. We use data from Russia Federal State Statistics Service for identification process
of a model. For numerical analysis we use trust region reflective algorithms. We provide calculations for a few
regions with low water availability. It is shown that it is possible to reduce water consumption of a region more
than by 20 % while gross regional product drop is less than 10 %.
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Введение

Проблема нехватки воды становится все более актуальной во всем мире. Это связано как
с ростом потребления воды из-за роста населения и промышленности, так и с уменьшением
объема доступной воды надлежащего качества из-за ее загрязнения в ходе антропогенной дея-
тельности. Способы решения данной проблемы предлагаются во многих работах [Wang et al.,
2013; Augeraud-Véron, Boucekkine, Veliov, 2019]. Проблема рассматривается как на международ-
ном [Wada et al., 2016; Gani, Scrimgeour, 2014], государственном [Chen, Zhu, Shen, 2020; Niu, Tian,
Xue, 2016], региональном [Кулик, 2010; Wang et al., 2014; He et al., 2007; Tran, Schwabe, Jassby,
2016] уровнях, так и на уровне отдельных водных объектов [Пряжинская, 2009; Alvarez-Vázquez
et al., 2009; Volk et al., 2008], городов [Goyal, Kumar, 2020; Aybuğa, Yücel Isildar, 2017] и предпри-
ятий [Puigjaner, Espuna, Almato, 2008]. Для улучшения качества воды предлагаются, в частности,
различные методы государственного регулирования [Helmer, Hespanhol, WHO, 1997; Niu, Tian,
Xue, 2016; Chen, Zhu, Shen, 2020; Gani, Scrimgeour, 2014], а также концепция экономики замкну-
того цикла [Stanchev et al., 2017; Smol, Adam, Preisner, 2017]. В качестве мер государственного
регулирования выделяют административные и экономические меры [Helmer, Hespanhol, WHO,
1997]. Первые предполагают законодательные ограничения на сброс и использование воды для
потребителей. Недостатком этого метода является необходимость контролировать выполнение
ограничений потребителями. Второй метод предполагает экономическое воздействие на потре-
бителей, в частности назначение платы за сброс загрязняющих веществ в воду и за потребление
чистой воды, поощрение совершенствования технологических процессов в сторону уменьше-
ния расхода воды. Такой подход позволит стимулировать потребителя к определенной стратегии
использования вод, но требует более точного моделирования эколого-экономической ситуации
в контролируемой области. Экономика замкнутого цикла предполагает стремление к максималь-
но возможному повторному использованию ресурсов, в частности воды [Boysen et al., 2020;
Goyal, Kumar, 2020; Puigjaner, Espuna, Almato, 2008]. Для улучшения качества доступной воды
важно как уменьшение ее загрязнения, так и сокращение потребления. Более того, кроме эколо-
гических целей улучшения качества воды следует учитывать экономические интересы различных
субъектов эколого-экономической системы. В частности, предприятия могут стремиться к макси-
мизации прибыли, государства — к росту уровня производства, а домовладельцы — к доступной
по цене и приемлемой по качеству воде. Таким образом, при моделировании такой эколого-эко-
номической системы на любом уровне, от уровня отдельных предприятий и домохозяйств до
международного, возникает задача моделирования не только водной системы, но и интересов
заинтересованных сторон, которые необходимо учитывать. Разные авторы подходят к данной
проблеме с различных сторон, в частности, используя модель межотраслевого баланса [Chen,
Zhu, Shen, 2020; Кулик, 2010] и другие статические [Niu, Tian, Xue, 2016] и динамические [Shah
et al., 2018] модели. В любом случае речь, как правило, идет об оптимальном соотношении
экономической выгоды и экологических последствий, которое и необходимо оценить.

При рассмотрении водных ресурсов региона важным показателем является удельная ду-
шевая водообеспеченность [Измайлова, 2019]. Под ней понимается количество водных ресурсов
на одного человека в год. Водные ресурсы региона складываются из местного стока и притока
из приграничных территорий. Согласно [Измайлова, 2019] почти 20 % площади РФ находится
в зоне недостаточного увлажнения. В этой зоне величина выпадающих осадков меньше количе-
ства испаряющейся воды. Такие регионы испытывают недостаток местного стока и в значитель-
ной степени зависят от притока воды извне. В этом случае вода может распределяться в регионе
неравномерно, создавая дефицит вдали от крупных рек. Еще одним фактором недостатка воды
является высокая плотность населения в регионе. По данным [Измайлова, 2019], катастрофи-
чески низкой водообеспеченностью характеризуются Севастополь и Республика Крым, а также
Москва и Московская область, очень низкой водообеспеченностью отличаются Ставропольский
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край и Белгородская область, а низкая водообеспеченность отмечается еще в 13 субъектах РФ.
Проблема нехватки воды в регионах решается, в частности, за счет переброски воды из сосед-
них регионов [О состоянии окружающей среды . . . в Ставропольском крае] и создания системы
водохранилищ для распределения внешнего притока воды. Таким образом, поддержание необхо-
димых запасов воды в вышеперечисленных регионах требует постоянных затрат, а также зависит
от глобальной доступности воды и обстановки в соседних регионах.

В настоящей статье предложена модель стимулирования предприятий региона к умень-
шению потребления воды. С ее помощью руководство региона может прогнозировать влияние
снижения потребления воды на уровень производства. В отличие от [Боронина, Абуова, 2019;
Жамьянов, Дойникова, Банзаракцаев, 2021; Брусницина, 2014; Кулик, 2010], в которых рассмат-
риваются отдельные регионы, в данной работе исследование разделяется на два этапа: исследо-
вание обобщенной модели для регионов и идентификация модели для анализа конкретного реги-
она. Такое разделение позволяет получить обобщенные аналитические результаты для большого
круга задач, а затем проводить анализ каждого региона отдельно с учетом имеющихся данных.
Например, для Ростовской области проведены расчеты с учетом потребления воды группами
предприятий по видам экономической деятельности [Решитько, Усов, 2021], поскольку данные
для таких расчетов были доступны.

Снижение потребления воды предприятиями в регионах с низкой водообеспеченностью
позволит уменьшить зависимость экономики региона от внешних факторов. Предложенная мо-
дель позволяет рассматривать водопотребление как всех предприятий региона, так и отдельных
групп по видам экономической деятельности в зависимости от доступных данных. Возможно
также рассмотрение отдельных предприятий при наличии фактических данных по водопотреб-
лению и производству. В работе для идентификации модели используются данные из открытых
источников [Регионы России. Социально-экономические показатели]. Также приводятся приме-
ры расчетов для некоторых регионов РФ с низкими показателями водообеспеченности.

Описание модели

При разработке модели, с одной стороны, учитывалась необходимость создать универсаль-
ную эколого-экономическую модель потребления водных ресурсов разными регионами. С другой
стороны, модель разрабатывалась с учетом доступных в открытых источниках данных о регио-
нах и потреблении воды, чтобы расширить область практического применения модели.

Предлагаемая модель учитывает два уровня управления: на верхнем находится руковод-
ство региона (центр), а на нижнем — предприятия (агенты). Взаимодействие центра и агентов
имеет иерархический характер. Центр, как ведущий игрок, выбирает свое управление первым
и сообщает его предприятиям. Предприятия выбирают свои управления, когда выбор центра
уже известен.

Основными информационными регламентами для описания взаимодействий в таких двух-
уровневых иерархических системах с точки зрения теории игр являются игра Гермейера Г1t
(игра Штакельберга) [Гермейер, Ватель, 1974; Dockner et al., 2000; Угольницкий, 2016] и игра
Гермейера Г2t [Гермейер, Ватель, 1974; Dockner et al., 2000; Угольницкий, 2016]. В обоих случа-
ях предполагается, что центру известно поведение агента (его возможные управления, а также
целевая функция) и центр имеет приоритет в принятии решения, то есть выбирает свое управ-
ление первым и сообщает его агенту. Отличия регламентов заключаются в том, какой вид имеет
сообщаемое управление. В случае игры Г1 управление центра есть функция от времени и состо-
яния системы. Таким образом, центр может стимулировать поведение агента как экономически
(в нашем случае — вводя плату за использование единицы воды), так и административным путем
(вводя ограничение на количество использованной воды). В игре Г2 центр гораздо сильнее огра-
ничивает агента — управление центра, передаваемое агенту, является функцией от управления
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самого агента, то есть центр диктует агенту стратегию поведения. В этом случае агент вынужден
подчиняться центру под угрозой применения наихудшей для агента стратегии (минимизирующей
его целевую функцию даже в ущерб центру). Такая модель поведения не характерна для взаи-
модействия предприятий и администрации региона в условиях рыночной экономики. Другие
игры (Г3) также слишком нереалистично ограничивают агентов, поэтому в работе используется
регламент игры Г1.

Сам агент может представлять собой как отдельное предприятия, так и обобщенную по
региону группу предприятий или по отраслям промышленности в регионе. Конкретное пред-
ставление агента выбирается в зависимости от доступных данных для исследуемого региона.
В модели для описания агента предлагается использовать три показателя: величину основных
фондов K, объем производства Q и объем использованной воды W . Выбор этих показателей свя-
зан с эколого-экономической ориентированностью модели, а выбор относительно малого числа
параметров, данные о значениях которых в то же время доступны для большинства регионов
России, позволяет применять модель повсеместно.

Рассмотрим эти показатели подробнее. Величина основных фондов K характеризует про-
изводственные мощности агента, его производственный потенциал. Объем потребленной воды W
одновременно влияет как на экологическое состояние региона, так и на производственный по-
тенциал агента, поскольку водные ресурсы широко используются в производстве. Чтобы свя-
зать параметры K и W с объемом производства Q предлагается использовать производственную
функцию, в которой K и W являются факторами производства. Хотя изначально производствен-
ная функция использовалась для моделирования экономики государств, сегодня ее используют
гораздо шире, в частности для моделирования экономики и экологии регионов. Примером могут
служить работы [Howitt, Kristin, Siwa, 2001; Zhang et al., 2017]. В первой работе производствен-
ная функция с тремя факторами производства, включая потребление воды, используется для
моделирования экономики сельского хозяйства штата Калифорния. Во второй работе производ-
ственная функция с двумя факторами производства, включая потребление воды, используется
для оптимального распределения водных ресурсов в уезде Миньцинь на северо-западе Китая.
Также в [Суворов и др., 2020] производственная функция используется для моделирования про-
мышленности Республики Башкортостан.

Таким образом, хотя использование производственной функции накладывает ограничения
на модель, задавая вид динамики моделируемой системы, производственная функция использу-
ется в решении множества эколого-экономических задач, при этом необходимая гибкость модели
достигается за счет использования реальных данных и подбора свободных коэффициентов моде-
ли на основе этих данных. Процесс подбора коэффициентов описан в разделе «Идентификация
модели».

Таким образом, агенты характеризуются величиной основных фондов K и объемом произ-
водства Q. Пусть для i-го агента за период времени t объем производства выражается следующим
образом:

Qt
i = Ai

(
Kt

i

)ai
(
Wt

i

)bi . (1)

Здесь Ai, ai, bi — положительные коэффициенты, Kt
i — величина основных фондов i-го агента на

начало периода t, Wt
i — потребление воды за период t, которое устанавливается агентом. Также

вспомним, что использование воды в качестве фактора производства, а также отсутствие ограни-
чения ai + bi = 1, характерного для производственной функции, уже применялись ранее [Howitt,
Kristin, Siwa, 2001; Zhang et al., 2017].

В рамках исследуемой эколого-экономической проблемы величина основных фондов K
характеризует производственный потенциал агента, на который агент не влияет напрямую, он
является результатом его предыдущего развития. Уровень же потребления воды агент может
устанавливать независимо от предыдущего выбора, исходя из собственных производственных
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целей и ограничений центра. Иначе говоря, в терминах теории игр величина K описывает дина-
мику исследуемой системы, а величина W является управлением агента. Величина Q вычисля-
ется из (1) в фиксированный момент времени.

Рассмотрим уравнение динамики системы, из которого возможно получить значение K
в следующий момент времени из значений текущих параметров K, W и Q. Зависимость Kt+1
от Kt положим линейной с дисконтирующим коэффициентом. Это соответствует естественной
деградации производственных фондов вследствие инфляции и устаревания. Уровень производ-
ства Q в конечном счете определяет прибыль, полученную предприятием, поэтому Kt+1 зависит
от Qt линейно с обобщенным коэффициентом, отражающим конверсию производства в прибыль
предприятия, а также долю от прибыли, вкладываемой предприятием в развитие производствен-
ных фондов. Также в уравнение динамики включено W в качестве затрат на забор, обработку
и использование водных ресурсов. Здесь берется квадратичная зависимость от W , что описывает
нелинейный рост стоимости очистных сооружений и обработки воды. Также в уравнение дина-
мики включена плата за использование водных ресурсов, которую устанавливает центр. Таким
образом, динамика системы имеет следующий вид:

Kt+1
i = ciK

t
i + diQ

t
i − hi

(
Wt

i

)2 − Ft
i(W). (2)

Здесь ci, di, hi — положительные коэффициенты, смысл которых описан выше. Первые два сла-
гаемых уравнения (2) выписаны на основе отечественных работ, в которых строятся модели
динамики фондов предприятий. В частности, в [Гребнева и др., 2015; Ларионов, Кузнецова,
2012; Соколова, Калюжная, Сергеев, 2019] зависимость динамики фондов от текущего значения
полагается линейной. Дополнительно в [Гребнева и др., 2015] динамика фондов линейно зависит
как от текущего значения фондов, так и от инвестиций в основные фонды, что отражено и в на-
шей модели. Третье слагаемое (2) выписано на основе [Niu, Tian, Xue, 2016], где обсуждаются
различные виды функций затрат/поощрения за использование природных ресурсов, в частности
потребление воды / сброс загрязняющих веществ в воду. Затраты, равные квадрату потребленной
воды, являются одной из часто используемых функций, при этом такой вид функции не требует
использования дополнительных величин из реальных данных, поэтому является наиболее под-
ходящим с точки зрения простоты модели.

Управление центра в общем виде имеет вид Ft
i(W), и вид функции F отвечает за различ-

ные стратегии поощрения агентов центром за уменьшение потребления воды. В примерах ниже

используется квадратичная функция поощрения vt
i

(
Wt

i

)2
аналогично выбранному виду затрат на

использование воды. В этом случае управление центра для i-го агента задается в виде коэффици-
ентов vt

i, а потери производственных фондов от платы за потребление воды в момент времени t

вычисляются по формуле vt
i

(
Wt

i

)2
. Вычисленные с помощью идентифицированной модели коэф-

фициенты vt
i задают оптимальную стратегию поощрения агентов для центра.

Задачей агентов является максимизация производства на рассматриваемом временном от-
резке при сохранении своих фондов, то есть стремление к максимизации прибыли от производ-
ства и сохранение ресурсов для получения прибыли в дальнейшем, что необходимо в условиях
рыночной экономики:

max
Wt

i

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝K
t1
i +

t1−1∑

t=t0

Qt
i

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (3)

0 < Wt
i < Wi max.

Задачей центра является как максимизация производства, так и минимизация потребления
воды в рамках стабильного эколого-экономического развития управляемого региона. Поскольку
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данные цели являются частично взаимоисключающими, вводится величина p, 0 � p � 1, отра-
жающая текущие предпочтения центра между производством и потреблением воды. При p = 0
центр стремится только к уменьшению потребления воды, при p = 1 — только к увеличению
производства. Для нормализации различных величин используются нормирующие коэффициен-

ты k1, k2. В работе предполагается, что функция Ft
i(W) имеет вид vt

i

(
Wt

i

)2
. Тогда управление

центра для i-го агента ищется в виде коэффициентов vt
i. Таким образом, целевая функция центра

выглядит следующим образом:

max
vt

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

t1−1∑

t=t0

pk1Q(t) − (1 − p)k2W(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, p ∈ [0, 1], (4)

0 < vt
i < vmax,

vt =
(
vt

1, vt
2, . . . , vt

n

)
.

Для модели (1)–(4) далее приведен алгоритм исследования для одного условного агента, то
есть для всего множества предприятий региона. Случай, когда агентов несколько, предполагает
разделение предприятий внутри региона на группы по определенному признаку, например по
видам экономической деятельности [Решитько, Усов, 2021]. В таком случае в дополнение к при-
веденному ниже алгоритму исследования модели может понадобиться нахождение равновесия
Нэша в игре агентов. В данной работе рассматривается случай одного агента, что позволяет
исследовать множество регионов России, поскольку необходимая информация предоставляется
Росстатом. Поскольку далее рассматривается случай одного агента, коэффициент i будем опус-
кать.

Исследование модели

Таким образом, рассматривается двухуровневая система управления водопотреблени-
ем (1)–(4). Как обсуждалось выше, в данной модели принят информационный регламент игры
Гермейера Г1. Алгоритм построения решения игры Г1 для модели (1)–(4) состоит в следующем.

1. В результате решения задачи агента (3) при фиксированном управлении центра определя-
ется оптимальное управление агента W∗.

2. Найденное на первом шаге алгоритма управление агента W∗ подставляется в (4).

3. Решается задача центра (4) с учетом W∗.

На первом шаге алгоритма рассматривается задача (1)–(3), то есть решается задача мак-
симизации целевого функционала агента (3) при фиксированном управлении центра. Для та-
кой постановки задача (3) решается аналитически с помощью принципа максимума Понтряги-
на [Hwang, Fan, 1967]. Задача принимает вид

max
Wt

H, (5)

Wt ∈ [0, Wmax], (6)

H = A
(
Kt

)a (
Wt

)b
+ λt+1

(
cKt + dA

(
Kt

)a (
Wt

)b −
(
h + vt

) (
Wt

)2
)
,

Kt+1 = cKt + dQt − h
(
Wt

)2 − vt
(
Wt

)2
, (7)

λt = Aa
(
Kt

)a−1 (
Wt

)b
+ λt+1

(
c + dAa

(
Kt

)a−1 (
Wt

)b
)
. (8)
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Задача (5) решается аналитически, находится оптимальное управление агента:

Wt = e−
D

b−2 , D = − ln(2) − ln

(
λt+1 (

h + vt)

Ab
(
1 + dλt+1)

)
+ a ln

(
Kt

)
. (9)

Оптимальное управление агента в момент t описывается выражением (9) в случае отри-
цательности второй производной (5) по W . В противном случае из концов отрезка [0, Wmax]
выбирается управление, максимизирующее (5). Таким образом, оптимальное управление агента
описывается формулой

Wt =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Wt,
∂2H

∂W2
< 0,

Wmax,
∂2H

∂W2
> 0 & H(Wmax) > H(0),

0,
∂2H

∂W2
> 0 & H(Wmax) < H(0).

(10)

Далее для решения задачи центра выражение (10) подставляется в (4) вместо управле-
ния агента. Затем задача центра (1), (2), (4) решается методом качественно репрезентативных
сценариев имитационного моделирования [Ougolnitsky, Usov, 2018].

Суть метода заключается в том, что множество всех возможных управлений центра
(состоящее в данном случае из коэффициентов vt) сокращается до относительно небольшого
числа стратегий, позволяющих качественно представить разные пути развития системы «центр –
агент». При использовании этого метода строится так называемое множество качественно репре-
зентативных сценариев (QRS). Данное множество содержит набор стратегий центра

{
vt}, где vt =

=
(
vt0 , . . . , vt1

)
, для которых выполняются следующие условия.

1. Для любых двух стратегий vt
i, vt

j ∈ QRS выполняется
∣∣∣∣Ji

0 − J j
0

∣∣∣∣ > δ. Здесь Ji
0 — значение

выигрыша центра (4) при применении i-й стратегии.

2. Для любой стратегии vt
k � QRS существует стратегия vt

j ∈ QRS , для которой
∣∣∣∣Jk

0 − J j
0

∣∣∣∣ � δ,
где δ > 0 — малое число, выбираемое из расчета требуемой точности и доступных вычис-
лительных ресурсов.

Здесь Ji
0 — значение выигрыша центра (4) при применении i-й стратегии. Поскольку оптимальное

управление агента уже найдено аналитически (10), для любой стратегии центра i ∈ QRS можно
вычислить его выигрыш Ji

0. При этом следует заметить, что, хотя стратегии центра представля-
ются векторами вещественных чисел vt ∈ Rn, их число сокращается до конечного, если учесть,
что в реальности центр способен устанавливать свое управление только с некоторой точностью.
Множество QRS можно строить итеративно, взяв некоторое подмножество стратегий центра как
начальное приближение, с учетом доступных вычислительных ресурсов. Затем для выбранного
множества проверяются условия 1 и 2, при этом условие 1 позволяет исключить из множества
часть управлений для ускорения расчетов, а условие 2 позволяет оценить, требуется ли расшире-
ние множества QRS. Алгоритм и примеры расчетов доступны в [Решитько, Угольницкий, Усов,
2020]. Таким образом, задача центра решается следующим образом.

1. Проводится идентификация модели, определяется множество возможных управлений цен-
тра, формируется множество QRS.

2. Перебором стратегий центра из множества QRS находится наилучшая стратегия, максими-
зирующая (4).
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Идентификация модели

Перед проведением численных расчетов необходимо провести идентификацию модели. На
данном этапе находятся коэффициенты A, a, b, c, d, h таким образом, чтобы модель соответство-
вала конкретному региону. Для этого используются статистические данные по величине фондов
и региональному продукту [Регионы России. Социально-экономические показатели]. Коэффици-
енты A, a, b, c, d, h подбираются методом наименьших квадратов [Kariya, Kurata, 2004]. Поясним,
как это делается.

Для нахождения коэффициентов A, a, b рассматривается выражение (1). Из статистиче-
ских данных берутся значения Qt, Kt, Wt для различных значений времени t. Тогда коэффициен-
ты A, a, b находятся из решения задачи

min
A,a,b

∑

t

(
Qt − A

(
Kt

)a (
Wt

)b
)2
.

Коэффициенты c, d, h находятся из выражения (2) с учетом полученных A, a, b и Ft(W) = 0.
Из статистических данных берутся значения Wt, Kt и K(t+1) для различных значений времени t.
Коэффициенты c, d, h находятся из решения задачи

min
A,a,b

∑

t

(
Kt+1 − cKt − dQt + h

(
Wt

)2
)2
.

Для решения данной задачи используется библиотека scipy языка Python
[Scipy.optimize.least_squares]. В ней для решения оптимизационной задачи используются
алгоритмы trust region reflective [Conn, Gould, Toint, 2000]. Примеры найденных коэффициентов
для различных регионов приведены в таблице 1.

Таблица 1. Коэффициенты модели для различных регионов

a b A c d h
Белгородская область 0,776 0,081 8,624 0,377 1,239 0,08
Краснодарский край 0,451 0,621 13,582 0,566 1,467 0,042
Курганская область 1,129 0,09 0,036 0,754 1,015 0,162
Курская область 0,964 0,092 0,492 0,321 1,589 0,135
Липецкая область 1,022 0,089 0,212 0,899 0,456 0,09
Пензенская область 0,832 0,09 2,452 0,09 2,506 0,09
Ростовская область 1,072 0,224 0,032 0,899 0,777 0,09
Ставропольский край 0,26 1,142 1,463 0,899 0,973 0,029
Тамбовская область 0,832 0,09 2,584 0,09 2,443 0,106
Тульская область 1,189 0,09 0,025 0,899 0,379 0,09
Республика Дагестан 0,517 0,541 5,633 0,66 1,198 0,014
Челябинская область 1,076 0,083 0,089 0,899 0,405 0,009
Чеченская Республика 1,052 0,090 0,112 0,69 1,193 0,09

Таким образом, исследование модели состоит из этапа идентификации, на котором нахо-
дятся коэффициенты A, a, b, c, d, h, а также этапа нахождения решения игры Г1, на котором
рассматриваются задачи агента и центра.

Примеры расчетов

Расчеты проведены для ряда регионов с низкой и очень низкой водообеспеченностью.
В результате применения процедуры идентификации модели найдены коэффициенты для ряда
регионов. Использовались данные за период 2012–2018 годов.
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При проведении расчетов с увеличением коэффициента p, который отражает предпочтения
центра между уровнем производства и потреблением воды, наблюдается уменьшение управле-
ний центра вместе с увеличением потребления воды и производства. Ниже представлены фраг-
менты расчетов при таких p, что потребление воды сопоставимо с реальным потреблением ре-
гиона. Моделирование проводится с конца 2016 года, рассматривается промежуток в два года.
Значение Wmax берется как десятикратное значение от максимального потребления воды в реги-
оне за период 2012–2018 годов. При расчетах задачи центра методом качественно-репрезента-
тивных сценариев за максимальное значение управления центра принимается 25, что соответ-
ствует 25-кратному штрафу за единицу использованной воды. Это соответствует ряду величин
максимальных штрафных коэффициентов, принятых в РФ, в частности за сброс загрязняющих
веществ.

Белгородская область

Расчеты позволяют выбрать стратегию влияния на предприятия; например, при p = 0,9
суммарно за два года будет использовано на 12 % меньше воды. При этом валовый региональный
продукт сократится на 5 %. Данные для других значений p приведены в таблице 2.

Таблица 2. Результаты исследования модели для Белгородской области

p v2018 v2017 dW, % dQ, %
0,7 24,992 19,059 22,309 82,675

0,725 24,985 14,704 24,038 83,357
0,75 24,915 11,176 26,144 84,089

0,775 19,957 8,333 30,001 85,258
0,8 14,453 5,892 35,723 86,766

0,825 10,0 4,167 42,902 88,378
0,85 6,901 2,795 52,351 90,168

0,875 4,269 1,761 66,455 92,367
0,9 2,483 0,991 87,963 95,026

Здесь и в последующих таблицах v2017, v2018 обозначают управления центра в соответству-
ющий год, dW , dQ обозначают изменение потребления воды и производства при применении
данных управлений центра относительно фактических значений из данных.

Белгородская область является регионом с очень низкой водообеспеченностью. Используя
данную модель, центр способен сократить потребление воды на 44 % (при p = 0,875). При этом
валовый региональный продукт сократится только на 8 %.

Челябинская область

Челябинская область является регионом с низкой водообеспеченностью. При этом в реги-
оне развита промышленность, особенно металлургия [Самуратова, 2017]. В этой ситуации центр
может принять решение в пользу развития промышленности (выбирая p > 0,85). Результаты
расчетов приведены в таблице 3.

Курганская область

Результаты расчетов приведены в таблице 4. Курганская область является еще одним реги-
оном юга Урала с низкой водообеспеченностью. Несмотря на довольно развитый агропромыш-
ленный комплекс [Федотова, Соколова, 2018], расчеты показывают, что даже небольшой рост
производства (на 2 %) связан с существенным увеличением расхода воды (на 24 %).
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Таблица 3. Результаты исследования модели для Челябинской области

p v2018 v2017 dW, % dQ, %
0,7 1,402 0,788 37,361 93,537

0,725 1,052 0,593 43,286 94,793
0,75 0,809 0,467 49,223 95,905

0,775 0,601 0,337 57,745 97,306
0,8 0,442 0,248 67,484 98,695

0,825 0,314 0,176 80,179 100,255
0,85 0,21 0,115 98,481 102,151

Таблица 4. Результаты исследования модели для Курганской области

p v2018 v2017 dW, % dQ, %
0,925 24,994 24,994 49,67 93,171
0,95 24,915 14,968 57,063 94,638
0,975 6,016 3,056 124,146 102,594

Курская область

Курская область является регионом центральной России с низкой водообеспеченностью.
В регионе развиты сельское хозяйство, добыча железной руды и легкая промышленность [Бур-
лак, Вишнякова, Канищева, 2019]. Результаты расчетов приведены в таблице 5. При опреде-
ленных значениях p (p = 0,925) возможно сокращение потребления воды почти на 25 % при
уменьшении производства менее чем на 4 %.

Таблица 5. Результаты исследования модели для Курской области

p v2018 v2017 dW, % dQ, %
0,75 24,992 23,039 18,718 80,995
0,775 24,989 17,061 20,354 81,956
0,8 24,98 12,331 22,421 83,008

0,825 24,85 8,631 25,136 84,187
0,85 17,617 5,755 30,649 86,194
0,875 11,172 3,542 39,117 88,736
0,9 6,25 1,982 52,49 91,912

0,925 3,118 0,899 75,896 96,076
0,95 1,152 0,272 123,802 101,934

Ростовская область

Ростовская область является регионом юго-западной части России с низкой водообеспе-
ченностью. Основой промышленности региона являются аграрная и пищевая-перерабатывающая
промышленность [Брик, Плохотникова, 2020]. Результаты расчетов приведены в таблице 6. Для
данного региона возможно сокращение потребления воды более чем на 40 % при сокращении
производства на 6 %.

Заключение

В работе предложена математическая модель, позволяющая оценить влияние потребле-
ния воды на производственные показатели региона (валовый региональный продукт и объем
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Таблица 6. Результаты исследования модели для Ростовской области

p v2018 v2017 dW, % dQ, %
0,4 0,991 0,557 19,244 71,463

0,425 0,743 0,409 22,282 74,138
0,45 0,562 0,28 25,997 77,073

0,475 0,425 0,204 29,633 79,664
0,5 0,314 0,132 34,374 82,717

0,525 0,233 0,086 39,06 85,449
0,55 0,161 0,046 45,138 88,661

0,575 0,106 0,016 51,85 91,866
0,6 0,065 0,0 58,058 94,568

основных фондов). Модель позволяет учесть предпочтения администрации региона между по-
треблением воды и производством.

Приведены алгоритм численного исследования модели и ее идентификация. На основе
данных Росстата проведены идентификация модели и расчеты для наименее водообеспеченных
регионов. Приведены различные сценарии развития событий в зависимости от предпочтений
центра, выделены наиболее интересные, с точки зрения улучшения показателей, сценарии. Из
расчетов можно сделать вывод о состоятельности модели и возможности ее применения для
анализа потребления воды и производства в регионах.

Если говорить о регионах планеты с острой нехваткой воды, таких как Средний Восток
и север Китая, то исследования [Taheripour et al., 2020; Gao, Yu, 2018] показывают, что уменьше-
ние запаса доступной воды ухудшает экономические показатели (ВВП, потребность в рабочей
силе), а увеличение запасов воды, наоборот, стимулирует экономику региона. Предложенная мо-
дель позволяет производить подобный анализ для регионов России.

Например, если для Белгородской области применить управления, полученные моделью
при p = 0,9 за 2017–2018 гг., то суммарное потребление воды в области сократится более чем
на 56 млн м3. Если взять среднюю цену за кубометр воды за этот период в 17,15 руб. [Та-
рифы на услуги водоснабжения и водоотведения], то получаем сокращение расходов на воду
порядка 980 млн руб., что составляет 1,2 % от потерь в региональном продукте, то есть можно
говорить о некоторой компенсации потерь в ВРП.

Для Челябинской области аналогичные рассуждения дают для p = 0,775 уменьшение по-
требления воды на 564 млн м3, а потери в ВРП составляют 76 353 млн руб. Если принять за
среднюю цену кубометра воды в регионе за данный период величину 22,51 руб., то получаем
сокращение расходов на воду на 12 695 млн руб., что составляет уже 16 % от потерь в ВРП.

В случае Курской области для p = 0,925 получаем уменьшение потребления воды
на 103 млн м3, а потери в ВРП составляют 32 630 млн руб. Если принять за среднюю цену
кубометра воды в регионе за данный период величину 36,18 руб., то получаем сокращение рас-
ходов на воду на 3726 млн руб., что составляет уже 11 % от потери в ВРП.

Таким образом, для отдельных регионов модель предсказывает последствия от сокращения
потребления воды в виде сокращения производства, которые в некотором смысле частично ком-
пенсируются за счет снижения расходов на обработку воды. В качестве развития предложенной
модели можно предложить рассматривать соседние регионы совместно, а не по отдельности. Это
позволит моделировать объединенные общими проблемами нехватки воды регионы и рассматри-
вать различные модели взаимодействия между ними. Также возможно применение нейросетевых
методов [Решитько, Усов, 2022] для исследования данной модели.
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