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В работе методом математического моделирования проведено исследование механизмов влияния
света на скорость роста и макромолекулярный состав накопительной культуры микроводорослей. По-
казано, что даже при единственном лимитирующем факторе рост микроводорослей сопряжен со значи-
тельным изменением биохимического состава биомассы. Отмечено, что существующие математические
модели, основанные на принципах ферментативной кинетики, не учитывают возможную смену лимити-
рующего фактора в процессе увеличения биомассы и не позволяют описать динамику относительного
содержания ее биохимических компонентов. В качестве альтернативного подхода предложена двухкомпо-
нентная модель, в основе которой положено предположение о двухстадийности фотоавтотрофного роста.
Биомассу микроводорослей можно рассматривать в виде суммы двух макромолекулярных составляю-
щих — структурной и резервной. Предполагается пропорциональность всех структурных компонентов
биомассы, что значительно упрощает математические выкладки и верификацию модели. Предлагаемая
модель представлена системой двух дифференциальных уравнений: скорость синтеза резервных состав-
ляющих биомассы определяется интенсивностью света, а структурных компонентов — потоком резервов
на ключевой мультиферментный комплекс. Модель учитывает, что часть резервных компонентов расходу-
ется на пополнение пула макроэргов. Скорости синтеза структурных и резервных форм биомассы заданы
линейными сплайнами, которые позволяют учесть смену лимитирующего фактора с ростом плотности
накопительной культуры. Показано, что в условиях светового лимитирования накопительную кривую
необходимо разделять на несколько областей: неограниченного роста, малой концентрации клеток и оп-
тически плотной культуры. Для каждого участка получены аналитические решения предлагаемой модели,
которые выражены в элементарных функциях и позволяют оценить видоспецифические коэффициенты.
Проведена верификация модели на экспериментальных данных роста биомассы и динамики относитель-
ного содержания хлорофилла а накопительной культуры красной морской микроводоросли Pоrphуridium
purpurеum.
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Работа выполнена в рамках государственного задания ФИЦ ИнБЮМ по теме «Исследование механизмов управле-
ния продукционными процессами в биотехнологических комплексах с целью разработки научных основ получения
биологически активных веществ и технических продуктов морского генезиса», № гос. регистрации 121030300149-0.

© 2023 Александр Сергеевич Лелеков, Рудольф Павлович Тренкеншу
Статья доступна по лицензии Creative Commons Attribution-NoDerivs 3.0 Unported License.

Чтобы получить текст лицензии, посетите веб-сайт http://creativecommons.org/licenses/by-nd/3.0/
или отправьте письмо в Creative Commons, PO Box 1866, Mountain View, CA 94042, USA.



COMPUTER RESEARCH AND MODELING
2023 VOL. 15 NO. 3 P. 739–756
DOI: 10.20537/2076-7633-2023-15-3-739-756

ANALYSIS AND MODELING OF COMPLEX LIVING SYSTEMS

UDC: 57.032:033

Modeling of the macromolecular composition dynamics of
microalgae batch culture

A. S. Lelekova, R. P. Trenkenshu

A.O.Kovalevsky Institute of Biology of the Southern Seas of RAS,
2 Nachimova ave., Sevastopol, 299011, Russia

E-mail: a a.lelekov@yandex.ru

Received 29.08.2022.
Accepted for publication 16.01.2023.

The work focuses on mathematical modeling of light influence mechanisms on macromolecular
composition of microalgae batch culture. It is shown that even with a single limiting factor, the growth of
microalgae is associated with a significant change in the biochemical composition of the biomass in any part of
the batch curve. The well-known qualitative models of microalgae are based on concepts of enzymatic kinetics
and do not take into account the possible change of the limiting factor during batch culture growth. Such models
do not allow describing the dynamics of the relative content of biochemical components of cells. We proposed
an alternative approach which is based on generally accepted two-stage photoautotrophic growth of microalgae.
Microalgae biomass can be considered as the sum of two macromolecular components — structural and reserve.
At the first stage, during photosynthesis a reserve part of biomass is formed, from which the biosynthesis of
cell structures occurs at the second stage. Model also assumes the proportionality of all biomass structural
components which greatly simplifies mathematical calculations and experimental data fitting. The proposed
mathematical model is represented by a system of two differential equations describing the synthesis of reserve
biomass compounds at the expense of light and biosynthesis of structural components from reserve ones. The
model takes into account that a part of the reserve compounds is spent on replenishing the pool of macroergs.
The rates of synthesis of structural and reserve forms of biomass are given by linear splines. Such approach
allows us to mathematically describe the change in the limiting factor with an increase in the biomass of the
enrichment culture of microalgae. It is shown that under light limitation conditions the batch curve must be
divided into several areas: unlimited growth, low cell concentration and optically dense culture. The analytical
solutions of the basic system of equations describing the dynamics of macromolecular biomass content made
it possible to determine species-specific coefficients for various light conditions. The model was verified on
the experimental data of biomass growth and dynamics of chlorophyll a content of the red marine microalgae
Pоrphуridium purpurеum batch culture.
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1. Введение

Низшие фотоавтотрофные организмы являются основой всех энергетических процессов
в биосфере. В современной систематике к категории низших фотоавтотрофов относят микро-
водоросли и цианобактерии, которые способны к оксигенному фотосинтезу, характеризуются
разделением фотохимических и ферментативных процессов. Культуры микроводорослей (ци-
анобактерий) широко используются в качестве модельных объектов в биофизике и гидробиоло-
гии. Благодаря простоте технической реализации множество экспериментальных работ с микро-
водорослями осуществляется в накопительном режиме. Графически динамика плотности куль-
туры при накопительном культивировании изображается S-образной кривой. Принято считать,
что накопительную кривую можно разделить на следующие участки: лаг-фаза (индукцион-
ный период, фаза задержки роста), экспоненциальная (логарифмическая или ускорения роста),
фаза замедления роста (отрицательного ускорения роста), стационарная фаза и фаза отмира-
ния [Перт, 1978].

Накопительная кривая является основной характеристикой роста культуры в заданных
условиях. По сложившимся представлениям, каждая фаза роста накопительной культуры опреде-
ляется тем или иным лимитирующим фактором либо их совокупным действием. Однако в про-
цессе роста накопительной культуры микроводорослей может происходить смена лимитирую-
щего фактора, что приводит к резкому изменению продуктивности культуры и так называемым
изломам кривой роста. Существующие математические модели роста микроводорослей, осно-
ванные на классических представлениях ферментативной кинетики [Monod, 1949; Pearl, Reed,
1923; Droop, 1983; Перт, 1978; Flynn, 2001], не учитывают возможную смену лимитирующего
фактора в процессе увеличения плотности культуры. Например, в работах [Mairet et al., 2011;
Zhou et al., 2014] динамические модели роста основаны на представлениях Моно, в некоторых
случаях экспериментальные данные описываются логистической функцией [Yang et al., 2011]
или полином [Costa et al., 2002]. Альтернативный подход к математическому описанию кривой
роста предполагает, что в общем виде накопительную кривую нельзя задать одним уравнени-
ем: 1) необходимо выделить область, где удельная скорость роста постоянна и максимальна,
что приводит к экспоненциальному росту биомассы; 2) область, где скорость роста зависит от
внешней концентрации лимитирующего субстрата. Таким образом, можно считать, что скорость
синтеза биомассы прямо пропорциональна концентрации лимитирующего субстрата (интенсив-
ности света), а при некоторой пороговой концентрации скорость синтеза достигает максимума,
т. е. описывается ломаной. С практической точки зрения основными достоинствами использова-
ния ломаной являются возможность учета смены лимитирующего фактора, а также значительное
упрощение математического аппарата. Важным методологическим аспектом в пользу примене-
ния ломаной является то, что процессы метаболизма, протекающие в клетках микроводорослей,
существенно отличаются от обычных ферментативных реакций in vitro. Биологические системы
имеют организованную структуру, включающую не только ферментные, но и транспортные ком-
поненты [Минкевич, 2005; Ухманьски, 2020]. Строго говоря, скорость синтеза биомассы опре-
деляется не концентрацией лимитирующего субстрата, а его потоком на ключевой мультифер-
ментный комплекс с учетом его активности и структурной организации. Например, рассматривая
световое лимитирование роста культуры микроводорослей, можем записать:

Pnorm = μnorm =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

λi, λi � 1,

1, λi � 1,
(1)

λi =
ϕe · I
μe · F0

, (2)
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где Pnorm, μnorm — нормированная (на максимальную) скорость и удельная скорость синтеза био-
массы (безразмерные величины); λi — приведенная плотность потока квантов света; I — поток
фотосинтетически активной радиации (ФАР), поглощаемой культурой, Дж ·м−2 ·с−1; ϕe — количе-
ство макроэргов, восстанавливающихся за счет единицы энергии ФАР, мг·Дж−1; μe — активность
ключевого мультиферментного комплекса, регулирующего энергообмен в клетке, с−1; F0 — его
поверхностная концентрация, мг · м−2.

Важным аспектом, который необходимо учитывать при моделировании роста накопитель-
ной культуры микроводорослей, является изменение биохимического состава биомассы. Анализ
такого рода данных представляет собой сложную задачу. В литературе приводятся многочислен-
ные экспериментальные данные изменения содержания белков, липидов, углеводов и др. компо-
нентов [Ho, Chen, Chang, 2012; Chauton et al., 2013; Solovchenko et al., 2015; Jallet et al., 2016].
Например, относительное содержание пигментов в биомассе не является постоянной величиной
и может изменяться в десятки раз, а также характеризуется сильной нелинейностью в процессе
роста культуры. Такие переходные процессы могут характеризоваться «ложным стартом» даже
при полном минеральном обеспечении роста, что говорит об определяющем влиянии световых
условий не только на скорость роста, но и на биохимический состав биомассы.

В предыдущей работе [Лелеков, Чернышев, Клочкова, 2022] предложена простейшая мо-
дель светозависимого роста накопительной культуры. Модель основана на предположении о том,
что удельная скорость в области светолимитирования определяется поверхностной облученно-
стью, коэффициентом поглощения света и концентрацией хлорофилла а, т. е. описывается выра-
жением (1). Конечно, подобное заключение имеет место, если предположить прямую пропорци-
ональность между концентрацией хлорофилла и концентрацией ключевого мультифиерментно-
го комплекса. Известно, что у эукариотических видов микроводорослей хлорофилл а образует
с белками комплекс, который представляет собой структурный компонент хлоропластов. Прока-
риотические микроводоросли также содержат хлорофилл а в виде комплекса с белками, которые
сосредоточены в специализированных структурных компартментах [Холл, Рао, 1983]. Кроме то-
го, экспериментально показано постоянство соотношения Хл

П700
[Заворуева, Заворуев, Крум, 2011]

и Хл
белок [Минюк и др., 2002; Jallet et al., 2016] в любой стадии роста накопительной культуры.

Предложенная в [Лелеков, Чернышев, Клочкова, 2022] модель описывает рост плотности нако-
пительной культуры микроводорослей в условиях светолимитирования, однако не дает ответа на
вопрос о причинах изменения относительного содержания хлорофилла а. Данная работа посвя-
щена моделированию динамики плотности накопительной культуры микроводорослей с учетом
изменения биохимического состава биомассы.

2. Двухкомпонентная модель роста культуры микроводорослей

Рассмотрим обобщенную двухкомпонентную модель культуры микроводорослей, в основе
которой положено предположение о двухстадийности фотоавтотрофного роста. Первой стади-
ей является собственно фотосинтез, в результате которого за счет световой энергии происхо-
дит ассимиляция углекислоты и образуются простейшие углеводы. Эти углеводы не являются
структурными компонентами клеток, а представляют собой энергетический и углеродный ре-
зерв для всех последующих метаболических реакций. На второй стадии происходит биосинтез
клеточных структур за счет энергии, выделяющейся при окислении фотосинтетических углево-
дов. Биомассу микроводорослей можно рассматривать в виде суммы двух органических форм —
структурной (Bstr) и резервной (Bres). В общем случае, в отсутствие лимитирования по биоген-
ным элементам питательной среды, система уравнений, описывающая динамику трансформации
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структурных и резервных форм биомассы микроводорослей, имеет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrsBstr

εsat

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ε, ε < εsat,

εsat, ε � εsat
− μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr

∣
∣
∣
∣
∣
∣

λi, λi < 1,

1, λi � 1
− μmrsBstr

εsat

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ε, ε < εsat,

εsat, ε � εsat,

(3)

где Bstr, Bres — структурная и резервная компоненты биомассы, г ·м−2; μm — максимальная удель-
ная скорость фотосинтеза, сут−1; λi — приведенная плотность потока квантов света; ε, εsat — соот-
ношение и насыщающее соотношение «резервная/структурная биомасса»; μmrs — максимальная
удельная скорость преобразования резервной биомассы в структурную, сут−1; qrs — эффектив-
ность перехода резервной биомассы в структурную; μr — удельная скорость распада структуры,
сут−1.

В выражении (3) скорость синтеза резервных форм биомассы задана линейными сплайна-
ми (1) и выражена через приведенную плотность потока энергетического квантов света λi. Ско-
рость синтеза структурных форм определяется приведенным потоком резервной биомассы λrs.
Покажем, что эта величина может быть выражена через биохимически измеряемое соотноше-
ние ε:

ε =
Bres

Bstr
. (4)

Приведенная плотность потока резервной биомассы λrs, поступающей на ключевой муль-
тиферментный комплекс F0 за время его оборота

(
1
μe

)

, имеет вид

λrs =
ϕrs · Bres

μe · F0

,

где ϕrs — количество структурной биомассы, образующейся из единицы резервной за время
оборота ферментного комплекса.

Учитывая, что ключевой ферментный комплекс F0 имеет белковую природу, а значит, яв-
ляется частью структуры с постоянной долей f , получим

λrs =
ϕrs · Bres

μe · f · Bstr
.

Окончательно, с учетом (4), имеем

λrs =
ϕrs

μe · f
ε.

Последнее выражение связывает величину приведенной плотности потока с измеряемым
биохимическими методами параметром. При условии постоянства кинетических констант будет
иметь место прямо пропорциональная зависимость λr от ε. Однако в общем случае активность
ключевого ферментного комплекса и эффективность преобразования резервной биомассы могут
изменяться в зависимости от физико-химических параметров среды, структурной организации
комплекса и пр.

Таким образом, скорость синтеза структуры будет увеличиваться с ростом величины ε
до определенного предела εsat, после чего скорость станет максимальной и будет определяться
только количеством ключевого мультиферментного комплекса и его активностью. При единич-
ном потоке соотношение ε будет равным

εsat =
μe · f
ϕrs
. (5)
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С учетом (5) появляется возможность выразить поток λrs только через измеряемые соот-
ношения макромолекулярных составляющих биомассы, что и учтено в (3):

λrs =
ε

εsat
.

Анализ базовой системы (3) показывает, что возможны два варианта лимитирования ро-
ста микроводорослей: внешнее (световое), обусловленное недостаточным притоком энергии
ФАР, и внутреннее (метаболическое), связанное с преобразованием ресурсных форм биомассы
в структурные. Кроме того, существует область нелимитированного роста, в которой наблюдает-
ся экспоненциальное увеличение биомассы микроводорослей. Таким образом, на накопительной
кривой роста, даже при отсутствии лимита по биогенным элементам, будет наблюдаться не ме-
нее двух точек, в которых происходит переключение лимитирующего фактора или звена, если
рассматривать внутриклеточные потоки субстрата. Конечно, это утверждение верно, если на-
чальная плотность культуры мала. В противном случае, при высоких начальных концентрациях
клеток, мы можем попасть в область как светового, так и метаболического лимитирования. Кро-
ме того, определяющее значение имеет предыстория культуры: содержалась ли она на свету или
в темноте, было ли исключено лимитирование биогенными элементами и др.

3. Экспериментальные данные

Для верификации модели используем накопительную кривую роста красной морской мик-
роводоросли Pоrphуridium purpurеum (Bоrу) Rоss, полученную из коллекции ФИЦ ИнБЮМ (см.
рис. 1).

Рис. 1. Накопительная кривая роста (а) и динамика относительного содержания хлорофилла а (б) культуры
P. purpureum в условиях светолимитирования

Культуру P. purpurеum выращивали на питательной среде [Терсков, Тренкеншу, Белянин,
1981], которая предназначена для интенсивного культивирования и позволяет исключить влия-
ние биогенных элементов на скорость роста. Использовали плоскопараллельный фотобиореак-
тор с рабочей толщиной 2 см, площадью освещаемой поверхности 0,05 м2. В качестве источни-
ка света использовали люминесцентные лампы, облученность поверхности фотобиореактора —
16 Вт·м−2, что составляет около 30% от насыщающей для данного вида. рН культуральной среды
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стабилизировали на уровне 8,7–8,9 единиц, что обеспечивало отсутствие лимитирования роста
культуры углекислым газом. Температура поддерживалась в диапазоне 24–26◦С. Определение
содержания хлорофилла а проводили 100%-м ацетоном по коэффициентам экстинкции [Jeffrey,
Mantoura, Wright, 1997]. Для определения коэффициента поглощения света по всему ФАР-диа-
пазону записывали спектр культуры на спектрофотометре Lambda 365, оснащенном интегриру-
ющей сферой (ИС) диаметром 60 мм.

Рост плотности культуры P. purpureum продолжался в течение 8–9 суток. Кривая роста
характеризовалась наличием продолжительного линейного участка. Однако при этом происхо-
дило существенное изменение содержания хлорофилл а, а значит, и остальных структурных
компонентов биомассы. Получим интегральные зависимости, позволяющие описать динамику
биомассы, ее макромолекулярных составляющих и их соотношений при накопительном способе
выращивания микроводорослей.

4. Область нелимитированного роста λi � 1, ε � εsat

Рассмотрим область неограниченного роста культуры микроводорослей, который возмо-
жен в случае, если клетки культуры предварительно адаптированы к высокой интенсивности
света и начальная плотность культуры невелика. Для заданных условий система (3) принимает
следующий вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
= qrsμmrsBstr − μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr − μmrsBstr.

(6)

При условии постоянства кинетических параметров системы (6) из первого уравнения
вытекает экспоненциальный рост структурной составляющей биомассы:

Bstr =
(
Bstr

)

0 · e(qrsμmrs−μr)·t, (7)

где (Bstr)0 — начальная концентрация структурной биомассы.
Из второго уравнения системы (6), с учетом (7), определим выражение, описывающее

динамику резервных форм биомассы:

Bres =
(
Bres

)

0 −
(
μm − μmrs

) · (Bstr
)

0

qrsμmrs − μr
+

(
μm − μmrs

) · (Bstr
)

0

qrsμmrs − μr
e(qrsμmrs−μr)·t,

где (Bres)0 — начальная концентрация резервных форм биомассы.
Из (4) получим выражение, описывающее изменение соотношения резервной и структур-

ной форм биомассы:

ε =

(
μm − μmrs

)

qrsμmrs − μr
+

(

ε0 −
(
μm − μmrs

)

qrsμmrs − μr

)

· e−(qrsμmrs−μr)·t,

где ε0 — начальное соотношение резервных и структурных форм биомассы.
С течением времени произойдет стабилизация биохимического состава биомассы, при

этом соотношение ε достигнет некоторого стационарного значения εst:

εst =
μm − μmrs

qrsμmrs − μr
.

Заметим, что εst определяется только кинетическими константами культуры микроводо-
рослей. Таким образом, даже при всех оптимальных условиях на начальном этапе роста на-
копительной культуры будет происходить изменение биохимического состава биомассы мик-
роводорослей. Эти изменения будут тем существенней, чем больше разница между начальным
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и стационарным значением ε. Конечно, возможен вариант, когда ε0 = εst, в таком случае с началь-
ного момента времени будет наблюдаться собственно экспоненциальный рост при постоянстве
биохимического состава. Окончательно выражения для ε и резервной биомассы примут вид

ε = εst +
(

ε0 − εst

)

· e−(qrsμmrs−μr)·t, (8)

Bres =
(
Bstr

)

0 ·
(

ε0 − εst

)

+
(
Bstr

)

0 · εst · e(qrsμmrs−μr)·t. (9)

Доля структурных форм биомассы является важнейшим показателем, по которому можно
оценить содержание белка или хлорофилла а в биомассе:

β =
Bstr

B
=

Bstr

Bstr + Bres
=

1
1 + ε

,

βst =
1

1 + εst
,

β =
1

1 + εst +
(

ε0 − εst

)

· e−(qrsμmrs−μr)·t .

(10)

Динамика плотности накопительной культуры микроводорослей в условиях нелимитиро-
ванного роста имеет вид

B = Bstr + Bres,

B =
(
Bstr

)

0 ·
(

ε0 − εst

)

+
(
Bstr

)

0 ·
(
1 + εst

)
e(qrsμmrs−μr)·t.

(11)

Из последнего выражения следует, что при ε0 = εst мы получим классический закон экс-
поненциального роста культуры микроводорослей [Перт, 1978]:

B = B0eμ·t,

где μ = qrsμmrs − μr, B0 = (Bstr)0 + (Bres)0.

4.1. Графическое представление

Проанализируем кинетические коэффициенты, входящие в вышеприведенные выражения.
По литературным данным, соотношение удельной скорости дыхания μr и фотосинтеза μm из-
меняется в широких пределах и составляет 0,05–0,65 для микроводорослей различных система-
тических групп [Geider, Osborne, 1989]. Изменение соотношения интенсивности дыхания и фо-
тосинтеза обычно связывают с увеличением облученности, различным содержанием основных
биохимических компонентов. В контексте данной работы, так как мы рассматриваем максималь-
ную удельную скорость фотосинтеза, соотношение μm

μr
является постоянным видоспецифическим

коэффициентом и составляет около 20.
Эффективность перехода резервной биомассы в структурную qrs может быть косвенно оце-

нена как отношение максимальной эффективности фотосинтеза к максимальной эффективности
фотобиосинтеза. Максимальный КПД фотосинтеза составляет около 30–35% [Холл, Рао, 1983].
По данным [Белянин и др., 1980], для Synechococus elongatus максимальная эффективность фо-
тобиосинтеза не превышает 15%. Таким образом, величина qrs составляет около 0,4.

Очевидно, что точная оценка коэффициентов модели, исходя из имеющейся в литерату-
ре информации, невозможна. Поэтому для их расчета воспользуемся приведенными на рис. 1
экспериментальными данными роста красной морской микроводоросли Porphyridium purpureum
(Bory) Drew & Ross (1965) в условиях светолимитированной накопительной культуры. Будем
считать, что первые двое суток культура P. purpureum росла экспоненциально, потому что в этот
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промежуток времени интегральный коэффициент поглощения света по всему диапазону ФАР не
превышал 50%. На рис. 2 представлена аппроксимация динамики плотности культуры и отно-
сительного содержания хлорофилла а выражениями (11) и (10) соответственно. Для удобства
дальнейших расчетов биомасса выражена в единицах поверхностной концентрации (г · СВ/м2).

Рис. 2. Нелимитированный рост культуры P. purpureum (а) и динамика относительного содержания хло-
рофилла а (б). Аппроксимация экспериментальных данных выражениями (11) и (10) соответственно. Зна-
чения коэффициентов — в тексте

Несмотря на недостаточное количество экспериментальных точек, для приведенных дан-
ных роста культуры P. purpureum отметим высокое соответствие теоретических и эксперимен-
тальных результатов (R2 = 0,99). Увеличение количества экспериментальных точек позволит
уточнить коэффициенты модели, но не изменит полученных закономерностей. Согласно расче-
там динамика биомассы и ее макромолекулярного состава в области нелимитированного роста
описывается выражениями

π = π0 · e0,76·t,
B = 3,26 + 4,45 · e0,76·t,

β =
1

2,43 + 1,8 · e−0,76·t .

Сравнивая полученные численные значения обобщенных коэффициентов с выражения-
ми (7), (10) и (11) и решая простейшие алгебраические уравнения, определим важнейший ви-
доспецифический параметр — долю хлорофилла а в структурной биомассе, которая состави-
ла 1%. Эту величину можно рассматривать как максимальное содержание хлорофилла, которое,
как и следовало ожидать, значительно ниже, чем у синезеленых или зеленых водорослей (око-
ло 2,5–3,5%) [Лелеков, Тренкеншу, 2021]. Оценка других параметров модели дала следующие
результаты: μm = 3,4 сут−1, μmrs = 2,3 сут−1, μr = 0,17 сут−1. Более точные значения коэффици-
ентов могут быть получены при большем количестве экспериментальных точек. Отметим, что
данные коэффициенты также могут меняться при длительной адаптации клеток микроводорос-
лей к высоким интенсивностям света.

Проведенные расчеты позволяют построить теоретические кривые динамики соотношения
«резервная/структурная биомасса» и доли структурной биомассы P. purpureum (см. рис. 3, а). От-
метим, что стабилизация биохимического состава произошла бы только на 5 сутки эксперимента.
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Рис. 3. Теоретические кривые изменения ε (пунктирная линия) и β (сплошная линия) (а) и аппроксима-
ция экспериментальных данных зависимости коэффициента поглощения света от времени эмпирическим
выражением α = 1 − exp(−kαt) (б)

Однако уже со вторых-третьих суток коэффициент поглощения света превышал 50% (рис. 3, б),
что приводит к самозатенению клеток и окончанию нелимитированного роста.

5. Культура невысокой оптической плотности

С ростом плотности накопительной культуры наступает момент светового ограничения ро-
ста, что выражается в резком изменении угла наклона накопительной кривой. Покажем, что для
культур невысокой оптической плотности приведенная плотность потока квантов света является
константой. По определению, количество поглощенной световой энергии связано с поверхност-
ной облученностью I0 и коэффициентом поглощения света α:

In = α · I0.

С учетом последнего выражения приведенная плотность потока λi (см. выражение (2))
запишется в виде

λi =
ϕe · α · I0

μe · F0

,

или, с учетом закона Бугера –Ламберта – Бера:

λi =
ϕe

μe · F0

(

1 − e−k·π) · I0, (12)

где k — удельный коэффициент поглощения света, м2 · мг−1; π — поверхностная концентрация
хлорофилла а, мг · м2.

Удельный коэффициент поглощения света является постоянным при выращивании культу-
ры микроводорослей в плоскопараллельных фотобиореакторах или бассейнах с фиксированной
рабочей толщиной культуры. Этот параметр также зависит от спектрального состава света [Ефи-
мова, 2021].
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Исходя из предположения о пропорциональности всех структурных компонентов биомас-
сы, концентрацию хлорофилла а и F0 можно выразить через Bstr:

F0 = f · Bstr,

π = fπ · Bstr,
(13)

где f и fπ — доли ключевого мультиферментного комплекса и хлорофилла а в структурной
биомассе.

Для культур микроводорослей небольшой оптической плотности, при раскладывании экс-
поненты в ряд Тейлора в окрестностях нуля, приведенная плотность потока квантов света будет
прямо пропорциональна поверхностной облученности:

λi =
ϕe

μe · f · Bstr

(

1 − e−k· fπ ·Bstr
)

· I0 �
ϕe

μe · f · Bstr
k · fπ · Bstr · I0 =

ϕe · k · fπ
μe · f

· I0 = const.

Отношение долей f и fπ фактически представляет собой величину, обратную размеру фо-
тосинтетической единицы Хл

Р700
. Известно, что для накопительной и непрерывной культуры циа-

нопрокариоты A. platensis в условиях недостатка световой энергии показано, что это соотноше-
ние не зависит от величины биомассы и остается примерно постоянным [Заворуева, Заворуев,
Крум, 2011]. При единичном потоке скорость фотосинтеза достигнет максимального значения,
при этом поверхностная облученность будет равна I0sat:

I0sat =
μe · f

ϕe · k · fπ
.

5.1. Световое лимитирование λi < 1, ε � εsat

На практике такие условия реализуются при переносе клеток микроводорослей с высокой
интенсивности света на низкую. С учетом указанных условий система (3) принимает следующий
вид:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
= qrsμmrsBstr − μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr

I0

I0sat

− μmrsBstr.
(14)

Интегральные решения системы (14) аналогичны полученным выражениям (7)–(11) с точ-
ностью до константы

I0
I0sat

.

5.2. Метаболическое лимитирование λi � 1, εmin < ε < εsat

В некоторых случаях при запуске накопительной культуры микроводорослей клетки пере-
носят с низкой на высокую интенсивность света. В таком случае начальное содержание резерв-
ной составляющей биомассы близко к нулевым значениям. Как и в предыдущих случаях, данная
фаза роста культуры характеризуется адаптацией клеток к новым световым условиям, которая
выражается в изменении биохимического состава биомассы. Для заданных условий система (3)
примет вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrs

εsat
Bres − μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr −

μmrs

εsat
Bres.

(15)
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Для начальных условий Bres(0) = 0, Bstr(0) = 1 интегральные решения системы (15) име-
ют вид

Bres =
μmεsat

k1

(

e
(−μrεsat−μmrs+k1)t

2εsat − e
(−μrεsat−μmrs−k1)t

2εsat

)

,

Bstr = k2

(

e
(−μrεsat−μmrs−k1)t

2εsat + e
(−μrεsat−μmrs+k1)t

2εsat

)

,

где k1 =

√

4μmrsqrsμmεsat +
(

μrεsat

)2 − 2μmrsμrεsat + μ
2
mrs, k2 =

μrεsat−μmrs+k1
2k1

.

Рис. 4. Теоретические кривые динамики биомассы, ее макромолекулярных составляющих (а) и их соот-
ношений (б) в культуре микроводорослей невысокой оптической плотности при метаболическом лимити-
ровании

С учетом ранее определенных коэффициентов модели на рис. 4 представлена динамика
плотности культуры микроводорослей и ее макромолекулярного состава. Отметим, что рассмат-
риваемый случай метаболического лимитирования характеризуется увеличением соотношения ε
и уменьшением доли структурных форм биомассы с течением времени с последующим выходом
их на стационарные значения.

5.3. Световое и метаболическое лимитирование λi < 1, εmin < ε < εsat

С учетом постоянства приведенной плотности потока квантов
(

λi =
I0

I0sat
= const

)

рассмат-

риваемый случай описывается системой уравнений:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrs

εsat
Bres − μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr

I0

I0sat

− μmrs

εsat
Bres.

(16)

Решения системы (16) подробно приведены в работе [Тренкеншу, Ширяев, Горбунова,
2021], они аналогичны решениям системы (15) с точностью до константы

I0
I0sat

. Отметим, что

авторы цитируемой работы впервые количественно связали процессы адаптации клеток микро-
водорослей с резко изменяющимися световыми условиями при запуске накопительной культуры,
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а также ввели понятие «кажущийся экспоненциальный рост», характеризующийся изменением
биохимического состава биомассы. С течением времени формируется определенный биохими-
ческий состав, который соответствует заданным световым условиям и видоспецифическим па-
раметрам, а культура переходит в экспоненциальную фазу роста.

6. Оптически плотная культура микроводорослей

Рассматриваемые в предыдущих разделах модели справедливы для культур микроводорос-
лей малой концентрации клеток или для тонких оптических слоев. Большая часть эксперимен-
тальных работ с накопительной культурой микроводорослей проводятся в оптически плотных
средах, где необходимо учитывать изменение интегрального коэффициента поглощения света α.
Например, на рис. 5 представлена зависимость α от поверхностной концентрации хлорофилла а
накопительной культуры P. purpureum. Данные с высокой точностью (R2 = 0,98) описывают-
ся уравнением Бугера –Ламберта – Бера, удельный показатель поглощения составил 0,015 м2/мг
хлорофилла а. Как отмечено ранее, данная величина лежит в диапазоне 0,005–0,03 для микрово-
дорослей различных систематических групп и определяется спектральными характеристиками
света [Ефимова, 2021].

Рис. 5. Зависимость коэффициента поглощения света от концентрации хлорофилла а. Аппроксимация
экспериментальных данных уравнением Бугера –Ламберта – Бера

Базовая система (3) для оптически плотной культуры запишется в виде

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrs

εsat
Bres − μrBstr,

dBres

dt
= μmBstr

ϕe ·
(

1 − e−k· fπ ·Bstr

)

· I0

μe · f · Bstr
− μmrs

εsat
Bres.

(17)

В системе (17) учтены выражение для приведенной плотности потока квантов света (2), зависи-
мость интегрального коэффициента поглощения света от концентрации хлорофилла а по закону
Бугера, а также прямая пропорциональность хлорофилла и ключевого мультиферментного ком-
плекса в структурной биомассе. В общем виде система (17) не имеет решения в простых анали-
тических функциях и требует применения численных методов. Однако на накопительной кривой
роста культуры микроводорослей мы можем выделить две области: область полного поглощения
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света (коэффициент α близок к единице) и область увеличения α со временем (α = f (t)). Для
полного поглощения света (α ∼ 1) система (17) имеет простые интегральные решения, которые
будут рассмотрены ниже. В области изменения коэффициента поглощения от 0,5 до 1 упростим
систему (17):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrs

εsat
Bres − μrBstr,

dBres

dt
=
μmϕeI0

μe · f

(

1 − e−kαt
)

− μmrs

εsat
Bres,

где kα — коэффициент, учитывающий увеличение светопоглощения со временем. Для усло-
вий рассматриваемого эксперимента с накопительной культурой P. purpureum kα = 0,6 сут−1

(рис. 3, б). Выражения, описывающие рост культуры микроводорослей на данном участке нако-
пительной кривой, имеют вид

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Bres = a1 + a2 · e−kαt + a3 · e−
μmrs t
εsat ,

Bstr =
a1qrsμmrs

μrεsat
+

qrsμmrsa3

μrεsat − μmrs
· e−

μmrs t
εsat − a4 · e−μrt +

a2qrsμmrs

μr
e−kαt,

(18)

где

a1 =
I0μmϕeεsat

μeμmrs
, a2 =

I0μmϕeεsat

μe

(

kαεsat − μmrs

) , a3 =
Bres0kαεsatμeμmrs − Bres0μeμ

2
mrs − I0kαμmϕeε

2
sat

μeμmrs

(

kαεsat − μmrs

) ,

a4 =
−Bstr0μ

2
r + μr

(

μmrs(Bstr0 + qrsBres0) + kαεsatBstr0

)

− kαμmrs(Bstr0 + qrsBres0) +
I0kαμmμmrsqrsϕe

μrμe

(kα − μr)
(

μmrs − μrεsat

) .

Рис. 6. Теоретические кривые динамики плотности культуры (а) и относительного содержания хлорофил-
ла (б) в условиях увеличения коэффициента поглощения света

Система (18) позволяет описать как динамику плотности накопительной культуры микро-
водорослей, так и изменение содержания макромолекулярных составляющих в биомассе. С уче-
том ранее определенных коэффициентов из (18) следует рост как плотности культуры, так доли
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структурных компонентов биомассы. Отметим, что накопительная кривая характеризуется про-
должительной фазой замедления роста, при этом содержание структурных компонентов биомас-
сы также растет, достигая некоторого стационарного значения. Однако представленные в данной
работе данные для P. purpureum свидетельствуют о том, что с ростом плотности накопительной
культуры после четвертых суток эксперимента происходит не увеличение, а уменьшение содер-
жания хлорофилла а (а следовательно, и других структурных компонентов) в биомассе, при этом
коэффициент поглощения света достигает практически 100%.

6.1. Полное поглощение света (α = 1)

При работе с высокими концентрациями клеток в искусственных фотобиореакторах или
при большой толщине слоя культуры, что характерно при выращивании микроводорослей в гори-
зонтальных бассейнах в условиях естественного освещения, практически вся падающая световая
энергия поглощается, т. е. α = 1. Для рассматриваемого случая полного поглощения система (3)
запишется следующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dBstr

dt
=

qrsμmrs

εsat
Bres − μrBstr,

dBres

dt
=
μm · ϕe

μe · f
· I0 −

μmrs

εsat
Bres.

(19)

Второе уравнение системы (19) является линейным дифференциальным уравнением пер-
вого порядка, решая которое можно получить интегральные зависимости, описывающие дина-
мику резервной и структурной составляющей биомассы во времени:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Bres =
μmϕeI0εsat

μeμmrs
+C1e

− μmrs t
εsat ,

Bstr =
qrsμmϕeI0

μeμr
−C1

qrsμmrs

μmrs − μrεsat
e
− μmrst
εsat +C2e−μrt,

(20)

где C1 и C2 — константы интегрирования, которые могут быть определены из начальных условий:
в момент времени tнач — Bres = (Bres)нач и Bstr = (Bstr)нач.

Для верификации (20) на рис. 7 представлена аппроксимация экспериментальных данных
динамики плотности накопительной культуры P. purpureum и доли структурных компонентов
в биомассе (выраженной через хлорофилл а). Для уменьшения количества неизвестных пара-
метров модели использовали ранее определенные значения кинетических коэффициентов: μr =

= 0,17 сут−1, εsat = 1,43, μmrs = 2,3 сут−1. Подчеркнем, что выражения (20) применимы при
достижении значения коэффициента поглощения света близкого к единице.

7. Заключение

В работе представлена математическая модель, которая позволяет объяснить рост накопи-
тельной культуры микроводорослей в условиях светолимитирования, при этом предполагается
полное обеспечение клеток биогенными элементами и оптимальными температурными усло-
виями. Показано, что кривую роста необходимо разделять на несколько участков, каждый из
которых описывается простыми аналитическими выражениями, которые позволяют определить
видоспецифические параметры модели. Отметим, что точность таких расчетов определяется ко-
личеством экспериментальных точек не только по биомассе, но и по концентрации хотя бы одной
из ее структурных составляющих (хлорофилла а, белка или др.). Точки сопряжения различных
участков кривой роста характеризуются резким изменением продуктивности, что графически
выражается в наличии изломов. В этом контексте еще раз подтверждается целесообразность
применения линейных сплайнов при описании световой кинетики скорости роста культуры.
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Рис. 7. Динамика плотности культуры P. purpureum (а) и относительного содержания хлорофилла (б)
в условиях полного поглощения света. Линии — аппроксимация (R2 = 0,99) экспериментальных данных
моделью (20)
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