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Данная работа посвящена исследованию проблемы моделирования и анализа сложных колебательных режимов,
как регулярных, так и хаотических, в системах взаимодействующих популяций в присутствии случайных возмуще-
ний. В качестве исходной концептуальной детерминированной модели рассматривается вольтерровская система трех
дифференциальных уравнений, описывающая динамику популяций жертв двух конкурирующих видов и хищника.
Данная модель учитывает следующие ключевые биологические факторы: естественный прирост жертв, их внутриви-
довую и межвидовую конкуренцию, вымирание хищников в отсутствие жертв, скорость выедания жертв хищником,
прирост популяции хищника вследствие выедания жертв, интенсивность внутривидовой конкуренции в популяции
хищника. В качестве бифуркационного параметра используется скорость роста второй популяции жертв. На неко-
тором интервале изменения этого параметра система демонстрирует большое разнообразие динамических режимов:
равновесных, колебательных и хаотических. Важной особенностью этой модели является мультистабильность. В дан-
ной работе мы фокусируемся на изучении параметрической зоны тристабильности, когда в системе сосуществуют
устойчивое равновесие и два предельных цикла. Такая биритмичность в присутствии случайных возмущений по-
рождает новые динамические режимы, не имеющие аналогов в детерминированном случае. Целью статьи является
детальное изучение стохастических явлений, вызванных случайными флуктуациями скорости роста второй популя-
ции жертв. В качестве математической модели таких флуктуаций мы рассматриваем белый гауссовский шум. Ме-
тодами прямого численного моделирования решений соответствующей системы стохастических дифференциальных
уравнений выявлены и описаны следующие феномены: однонаправленные стохастические переходы с одного цикла
на другой; триггерный режим, вызванный переходами между циклами; индуцированный шумом переход с циклов
на равновесие, отвечающее вымиранию популяции хищника и второй жертвы. В статье представлены результаты
анализа этих явлений с помощью показателей Ляпунова, выявлены параметрические условия переходов от порядка
к хаосу и от хаоса к порядку. Для аналитического исследования таких вызванных шумом многоэтапных переходов
были применены техника функций стохастической чувствительности и метод доверительных областей. В статье пока-
зано, как этот математический аппарат позволяет спрогнозировать интенсивность шума, приводящего к качественным
трансформациям режимов стохастической популяционной динамики.
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This work is devoted to the study of the problem of modeling and analyzing complex oscillatory modes, both
regular and chaotic, in systems of interacting populations in the presence of random perturbations. As an initial conceptual
deterministic model, a Volterra system of three differential equations is considered, which describes the dynamics of prey
populations of two competing species and a predator. This model takes into account the following key biological factors: the
natural increase in prey, their intraspecific and interspecific competition, the extinction of predators in the absence of prey,
the rate of predation by predators, the growth of the predator population due to predation, and the intensity of intraspecific
competition in the predator population. The growth rate of the second prey population is used as a bifurcation parameter.
At a certain interval of variation of this parameter, the system demonstrates a wide variety of dynamic modes: equilibrium,
oscillatory, and chaotic. An important feature of this model is multistability. In this paper, we focus on the study of the
parametric zone of tristability, when a stable equilibrium and two limit cycles coexist in the system. Such birhythmicity in
the presence of random perturbations generates new dynamic modes that have no analogues in the deterministic case. The
aim of the paper is a detailed study of stochastic phenomena caused by random fluctuations in the growth rate of the second
population of prey. As a mathematical model of such fluctuations, we consider white Gaussian noise. Using methods of direct
numerical modeling of solutions of the corresponding system of stochastic differential equations, the following phenomena
have been identified and described: unidirectional stochastic transitions from one cycle to another, trigger mode caused
by transitions between cycles, noise-induced transitions from cycles to the equilibrium, corresponding to the extinction of
the predator and the second prey population. The paper presents the results of the analysis of these phenomena using the
Lyapunov exponents, and identifies the parametric conditions for transitions from order to chaos and from chaos to order.
For the analytical study of such noise-induced multi-stage transitions, the technique of stochastic sensitivity functions and the
method of confidence regions were applied. The paper shows how this mathematical apparatus allows predicting the intensity
of noise, leading to qualitative transformations of the modes of stochastic population dynamics.
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Введение

В настоящее время при изучении внутренних механизмов сложных динамических явле-
ний, наблюдаемых в системах различной физической природы, исследователи активно исполь-
зуют нелинейные математические модели. При этом ответ на многие ключевые содержательные
вопросы удается получить лишь в результате достаточно сложного бифуркационного анализа.
Современная теория бифуркаций является основным математическим аппаратом при изучении
регулярных и хаотических колебательных режимов, а также вызванных вариацией параметров
переходов между ними [Базыкин, 2003; Shilnikov et al., 1998; Kuznetsov, 2004]. Неизбежно при-
сутствующие случайные возмущения являются дополнительными факторами, увеличивающими
разнообразие динамических режимов и существенно усложняющими их анализ [Неймарк, Лан-
да, 1987; Анищенко и др., 2003].

Известно, что и при исследовании сложных процессов в поведении биологических со-
обществ математическая теория бифуркаций служит теоретической основой [Базыкин, 2003;
Свирежев, Логофет, 1978; Романовский, Степанова, Чернавский, 1984; Turchin, 2003]. Переход
от рассмотрения отдельных изолированных популяций к иерархически связанным сообществам
требует от исследователей многомерного бифуркационного анализа регулярных и хаотических
аттракторов. В настоящее время активно исследуются популяционные нелинейные системы, мо-
делирующие многоуровневые пищевые цепочки с различными формами функционального от-
клика. В таких системах даже небольшие стохастические вариации биологических парамет-
ров могут привести к существенным качественным изменениям в динамике и вызвать резкие
экологические сдвиги, в том числе и вымирание популяций [Barbera, Spagnolo, 2002; Lande,
Engen, Saether, 2003; Rietkert et al., 2004; Mandal, Banerjee, 2013]. Исследование стохастических
эффектов в системах взаимодействующих популяций является активно развиваемым направле-
нием современной математической популяционной динамики (см., например, [Sieber, Malchow,
Schimansky-Geier, 2007; Bashkirtseva, Ryashko, 2014; Sun et al., 2009; Ryashko, Bashkirtseva, 2015;
Hening, 2021; Bashkirtseva, Perevalova, Ryashko, 2021; Sudakov, Vakulenko, Bruun, 2022; Crespo-
Miguel, Jarillo, Cao-Garcia, 2022]).

Данная статья посвящена исследованию стохастических явлений в системе трех взаимо-
действующих популяций, состоящей из двух конкурирующих видов жертв и одного хищника.
Детерминированный вариант данной модели был введен в работе [Vance, 1978] и детально ис-
следован в [Апонина, Апонин, Базыкин, 1982; Базыкин, 2003], где было представлено большое
разнообразие динамических режимов, а также обоснован выбор ряда биологических параметров.

Для этой модели в работе [Башкирцева, Карпенко, Ряшко, 2010] была выделена интересная
параметрическая зона вариации скорости роста второй популяции жертв, где наблюдается муль-
тистабильность, а именно сосуществование равновесия с регулярными и хаотическими осцилля-
торными аттракторами. Наряду с детерминированным анализом, в этой работе было начато ис-
следование стохастических эффектов, связанных с изменением разброса случайных траекторий
вокруг предельных циклов в зоне удвоения периода. Влияние аддитивных шумов на равновес-
ные и автоколебательные режимы данной модели изучалось в работах [Абрамова, Перевалова,
2020; Abramova, Perevalova, 2020].

Целью данной работы является исследование результатов воздействия параметрических
случайных возмущений на поведение стохастической системы «две жертвы – хищник» в зоне
тристабильности, где в системе сосуществуют устойчивое равновесие и два предельных цик-
ла. Методами прямого численного моделирования изучаются однонаправленные стохастические
переходы с одного цикла на другой, генерация триггерных режимов, индуцированные шумом пе-
реходы с циклов на равновесие, отвечающее вымиранию популяции хищника и второй жертвы.
Обсуждаются параметрические условия переходов от порядка к хаосу и от хаоса к порядку. Для
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аналитического исследования таких вызванных шумом многоэтапных переходов применяются
аппарат функций стохастической чувствительности и метод доверительных областей.

Аттракторы и бифуркации детерминированной модели

В работе рассматривается математическая модель, описывающая динамическое взаимодей-
ствие двух популяций конкурирующих жертв и одной популяции хищника [Апонина, Апонин,
Базыкин, 1982]:

ẋ = x(a1 − b1x − c1y − d1z),

ẏ = y(α − βx − γy − δz),

ż = −z(a2 − b2x − c2y + d2z).

(1)

Здесь x, y — численность двух популяций жертв, z — численность популяции хищника. В работе
мы проводим анализ аттракторов и бифуркаций данной модели, когда бифуркационным пара-
метром выступает скорость α роста второй популяции жертв. Следуя работе [Апонина, Апонин,
Базыкин, 1982], мы фиксируем остальные параметры:

a1 = 2,4, b1 = 1, c1 = 6, d1 = 4,

β = 1, γ = 1, δ = 10,

a2 = 1, b2 = 0,25, c2 = 4, d2 = 1.

Таким образом, изучаемая модель принимает следующий вид:

ẋ = x(2,4 − x − 6y − 4z),

ẏ = y(α − x − y − 10z),

ż = −z(1 − 0,25x − 4y + z).

(2)

В неотрицательном октанте R3
+ модель может иметь шесть равновесий. Тривиальное рав-

новесие O(0, 0, 0) при всех α > 0, будучи неустойчивым в R3
+, является устойчивым на оси Oz.

Равновесие A1(2,4, 0, 0), соответствующее существованию только популяции первой жертвы,
является устойчивым в xOz при α > 0 и в R3

+ при α < 2,4. Равновесие A2(0, α, 0), отвечающее
ситуации, когда существует только популяция второй жертвы, устойчиво в xOz при α < 0,25
или α > 0,4.

Равновесие B1

(
6α−2,4

5 , −α+2,4
5 , 0

)
является неустойчивым при всех α > 0, что означа-

ет невозможность сосуществования двух популяций жертв в равновесном режиме в отсут-
ствие популяции хищников. Равновесие B2

(
0, α+10

41 ,
4α−1

41

)
является устойчивым в плоскости yOz

при 0,25 < α < 1,92727 и в R3
+ при α > 1,92727 и соответствует равновесному сосуществованию

только популяции хищников со второй популяцией жертв. Равновесие M
(−22α+42,4

5 , 2α−2,4
5 , 2,5α−4

5

)

находится в октанте R3
+ при 1,6 < α < 1,92727 и устойчиво в нем, если α > 1,7638. Данное рав-

новесие соответствует ситуации сосуществования всех трех популяций.
При переходе параметра через α = 1,7638 справа налево равновесие M теряет устойчи-

вость и в системе рождается устойчивый предельный цикл Γr, который перестает существовать
при α1 = 1,753621. При α = α2 = 1,753787 в системе появляется второй устойчивый цикл Γb,
который существует на интервале 1,7528 < α < 1,753787 со своим каскадом удвоения периода,
перехода к хаосу и обратно.

Таким образом, на интервале α1 < α < α2 в системе (2) наблюдается сосуществование
двух циклов: Γr и Γb. Данное поведение показано на бифуркационной диаграмме, построенной

в сечении Пункаре z = 2,5α−4
5 , на рис. 1, а. На рис. 1, б выделен фрагмент диаграммы, де-

монстрирующий сосуществование двух циклов Γr, Γb и каскадов бифуркаций цикла Γb. Здесь
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(а) (б)

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма системы (2). Здесь α1 = 1,753621 и α2 = 1,753787

и далее при численном моделировании решений дифференциальных уравнений использовался
метод Бутчера [Butcher, 2008; Hairer, Wanner, 1996].

На рис. 2, а показан общий фазовый портрет системы для α = 1,7537. Равновесие A1,
помимо точек плоскости xOz, притягивает также часть точек положительного октанта R3

+. Здесь
цвет фазовой траектории соответствуют цвету притягивающего ее равновесия. На рис. 2, б пока-
заны только сосуществующие циклы Γr и Γb для α = 1,7537. Таким образом, в параметрической
зоне 1,753621 < α < 1,753787 в системе наблюдается тристабильность — одновременное со-
существование двух устойчивых циклов (Γr, Γb) и одного устойчивого равновесия (A1). Здесь
динамика системы определяется не только параметрами, но и выбором начальной точки в R3

+,
принадлежащей бассейну того или иного аттрактора. Далее в работе мы покажем, что взаимное
расположение аттракторов и их бассейнов притяжения играет важную роль в изучении индуци-
рованных шумом переходов в мультистабильных системах.

(а) (б)

Рис. 2. Фазовый портрет (а) и предельные циклы (б) системы (2) для α = 1,7537

Анализ стохастической модели

В данной работе мы рассматриваем стохастические эффекты, связанные с флуктуа-
циями бифуркационного параметра α, отвечающего за скорость роста второй популяции
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жертв: α→ α + εξ(t). Стохастический вариант модели (2) в присутствии такого α-шума имеет
вид

ẋ = x(2,4 − x − 6y − 4z),

ẏ = y(α − x − y − 10z) + εyξ(t),

ż = −z(1 − 0,25x − 4y + z).

(3)

Здесь ξ(t) — скалярный белый гаусовский шум с параметрами Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t − τ),
а ε > 0 — скалярный параметр интенсивности шума.

Индуцированные шумом переходы

В данной работе мы будем изучать влияние случайных возмущений на аттракторы попу-
ляционной системы (3) в параметрической зоне тристабильности 1,753621 < α < 1,753787.

На рис. 3 представлены x-координаты случайных состояний решений системы (3) для
трех значений параметра α при изменении интенсивности шума ε. Красным цветом показаны
траектории, для которых начальная точка взята на цикле Γr, а синим цветом — на цикле Γb.

(а) (б)

(в)

Рис. 3. Случайные состояния системы (3): а) для α = 1,75365; б) для α = 1,7537; в) для α = 1,75375

Как видно на рис. 3, а, для α = 1,75365 случайные состояния при малой интенсивности
шума остаются в окрестностях циклов Γb или Γr. При увеличении интенсивности шума сначала
наблюдается однонаправленный переход Γr → Γb. Такой переход хорошо виден на изменении
амплитуды колебаний на временных рядах переменных, представленных на рис. 4. При дальней-
шем увеличении интенсивности шума наблюдается генерация триггерного режима с двухсто-
ронними переходами между этими двумя циклами: Γr ↔ Γb. При интенсивности шума ε > 0,008
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(а) (б)

Рис. 4. Индуцированные шумом переходы в системе (3) для α = 1,75365: a) Γr → Γb при ε = 0,0002;
б) Γr → Γb → A2 при ε = 0,001

наблюдается переход на равновесие A1, соответствующее существованию только популяции пер-
вой жертвы, при этом популяции второй жертвы и хищника вымирают.

На рис. 3, б для α = 1,7537 случайные состояния для малой интенсивности шума также
локализуются вокруг циклов, но при увеличении интенсивности сразу наблюдаются двухсторон-
ние переходы между этими двумя циклами: Γr ↔ Γb. Такое поведение хорошо прослеживается
на временных рядах на рис. 5. При интенсивности шума ε > 0,008 триггерный режим колебаний
разрушается и так же, как и в предыдущем случае, наблюдается переход на равновесие A1.

(а) (б)

Рис. 5. Индуцированные шумом переходы в системе (3) для α = 1,7537: a) Γr ↔ Γb при ε = 0,0005;
б) Γr ↔ Γb → A2 при ε = 0,001

На рис. 3, в для α = 1,75375 показано поведение случайных состояний, подобное слу-
чаю α = 1,75365. Однако здесь при увеличении интенсивности шума ε сначала наблюдается
однонаправленный переход Γb → Γr, а затем — двухсторонние переходы между этими двумя
циклами: Γb ↔ Γr. На рис. 6 такой переход иллюстрируется изменениями амплитуды колебаний.
При интенсивности шума ε > 0,009, как и ранее, наблюдается переход на равновесие A1.

Таким образом, во всех рассмотренных случаях при достаточно больших шумах проис-
ходит индуцированное шумом вымирание двух популяций — популяции хищников и второй
популяции жертв. Первая популяция жертв при этом стабилизируется в равновесном состоянии,
значение которого превышает амплитудные значения колебаний на любом из циклов Γr или Γb.
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(а) (б)

Рис. 6. Индуцированные шумом переходы в системе (3) для α = 1,75375: a) Γb → Γr при ε = 0,0003;
б) Γb → Γr → A2 при ε = 0,002

Анализ показателей Ляпунова

Рассмотрим, как обнаруженные выше стохастические деформации амплитуд решений си-
стемы (3) сопровождаются изменениями их внутренних динамических характеристик. Стандарт-
ным инструментом изучения динамических свойств стохастических потоков является спектр по-
казателей Ляпунова. Для вычисления показателей Ляпунова в статье использовался алгоритм
Бенеттина [Benettin et al., 1980; Benettin, 1984].

(а) (б)

(в)

Рис. 7. Второй показатель Ляпунова: а) для α = 1,75365; б) для α = 1,7537; в) для α = 1,75375
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На рис. 7 представлены графики второго показателя Ляпунова в зависимости от интенсив-
ности шума. Здесь красным цветом показаны показатели Ляпунова для решений системы (3),
стартующих с цикла Γr, а синим цветом — стартующих с цикла Γb. На рис. 7, а при α = 1,75365
показатели Ляпунова для интенсивности шума ε < 0,00015 значительно различаются, при этом
показатель цикла Γb сначала убывает, демонстрируя стабилизацию, а затем начинает монотонно
возрастать. При интенсивности шума ε > 0,00015 показатель цикла Γr резким скачком убывает
и затем сливается с показателем цикла Γb, что свидетельствует о переходе Γr → Γb.

На рис. 7, б при α = 1,7537 показатели Ляпунова обоих циклов хорошо различимы для
интенсивности шума ε < 0,0003, а при большей интенсивности эти показатели сливаются. Од-
нако в данном случае изменение показателей носит монотонный характер. Данное поведение
согласуется с показанными ранее двунаправленными переходами Γb ↔ Γr.

На рис. 7, в при α = 1,75375 показатель Ляпунова цикла Γr демонстрирует незначитель-
ное убывание, после чего начинает монотонно возрастать. Показатель Ляпунова для Γb сначала
монотонно убывает, затем скачком переходит на значение показателя Γr, что свидетельствует
о переходе Γb → Γr. При дальнейшем увеличении интенсивности оба показателя монотонно
возрастают.

Рис. 8. Старший показатель Ляпунова для α = 1,7537

На рис. 8 демонстрируется индуцированная шумом хаотизация для α = 1,7537. Для значе-
ний параметра α = 1,75365 и α = 1,75375 система демонстрирует аналогичное поведение. Здесь
представлена зависимость старшего показателя Ляпунова для цикла Γb от интенсивности шума.
Видно, что сначала при увеличении интенсивности шума показатель Ляпунова становится от-
рицательным, что сигнализирует об увеличении степени устойчивости. Однако при дальнейшем
увеличении интенсивности шума значение показателя становится положительным — происходит
переход от порядка к хаосу. Такая хаотизация системы связана с двухсторонними переходами
между циклами Γb ↔ Γr. При дальнейшем увеличении интенсивности шума решения стоха-
стической системы покидают бассейны притяжения циклов, переходят в бассейн равновесия A1
и стремятся к A1. Такой переход отражается резким спадом показателя Ляпунова на значение λ =
= −0,4, соответствующее равновесию A1.

Метод функции стохастической чувствительности

В этом разделе мы покажем, как обнаруженные ранее индуцированные шумом переходы
могут быть описаны с помощью техники функции стохастической чувствительности и метода
доверительных областей (см. детали в [Башкирцева, Карпенко, Ряшко, 2010; Bashkirtseva, 2017]).

Стохастическая чувствительность устойчивого цикла характеризуется периодической
неотрицательно определенной матрицей W(t), являющейся решением некоторой краевой задачи.
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(а)

(б) (в)

Рис. 9. Стохастическая чувствительность циклов системы (3): а) для α = 1,7537 (справа: сплошные ли-
нии — циклы, пунктир — функция стохастической чувствительности); б) для α = 1,75365; в) для α =
= 1,75375

В трехмерном случае ее собственные числа μ1(t) � μ2(t) � μ3(t) = 0 и собственные нормиро-
ванные векторы u1(t), u2(t), u3(t) определяют вокруг невозмущенного детерминированного цикла
t-параметрическое семейство доверительных эллипсов Et:

ν21
μ1(t)

+
ν22
μ2(t)

= −2ε2 ln(1 − P).

Здесь ν1, ν2 — координаты эллипсов Et в базисе собственных векторов u1, u2 матрицы стохасти-
ческой чувствительности W(t), а P есть доверительная вероятность.

На рис. 9 представлены результаты анализа стохастической чувствительности циклов мо-
дели (3) для трех ранее выбранных значений параметра α. Здесь графики функций μ1(t) (сплош-
ная кривая) и μ2(t) (пунктирная кривая) стохастической чувствительности цикла Γr показаны
красным цветом, а для цикла Γb — синим цветом. На рис. 9, а для α = 1,7537 слева показаны
зависимости μ1, μ2 по времени, а справа в трехмерном пространстве xyμ показаны значения
функции μ1 для циклов Γb и Γr. Таким образом, хорошо видно, что стохастическая чувстви-
тельность сильно меняется вдоль цикла и выделяются участки циклов, имеющих максимальную
чувствительность. На рис. 9, б, в показаны графики μ1(t), μ2(t) соответственно для значений
параметра α = 1,75365 и α = 1,75375.
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Ниже приведены максимальные значения μmax = max μ1(t) стохастической чувствительно-
сти каждого из циклов для этих трех значений параметров:

α = 1,7537: μmax(Γb) = 1629,9 и μmax(Γr) = 612,4,

α = 1,75365: μmax(Γb) = 2003,7 и μmax(Γr) = 881,4,

α = 1,75375: μmax(Γb) = 1680,5 и μmax(Γr) = 526,8.

Видно, что для всех значений параметра чувствительность цикла Γb выше, чем чувстви-
тельность цикла Γr.

Для описания индуцированных шумом переходов недостаточно только знания чувстви-
тельности аттракторов, важным также является взаимное расположение детерминированного ат-
трактора и его границы бассейна притяжения. Здесь полезным является метод доверительных
областей, основанный на функции стохастической чувствительности.

Аналитические возможности этого метода в проблеме оценки значения интенсивности
случайного возмущения, при котором начинаются индуцированные шумом переходы, иллюстри-
руются на рис. 10. Здесь этот метод демонстрируется на примерах анализа стохастических пере-
ходов, наблюдаемых в системе (3) для α = 1,7537.

(а) (б)

(в)

Рис. 10. Индуцированные шумом переходы для α = 1,7537: а) Γb → Γr при ε = 0,0001 (черный), ε = 0,0005
(красный); б) Γr → Γb при ε = 0,0001 (черный), ε = 0,0005 (красный); в) Γb → A1 при ε = 0,0005 (черный),
ε = 0,001 (красный)

На рис. 10, a для выбранной точки на цикле Γb в плоскости векторов, являющихся соб-
ственными векторами матрицы стохастической чувствительности цикла в данной точке, показа-
ны бассейны притяжения цикла Γb (голубой) и цикла Γr (розовый), а также доверительные эл-
липсы для ε = 0,0001 (черный) и ε = 0,0005 (красный). При ε = 0,0001 эллипс полностью лежит
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внутри бассейна притяжения цикла Γb, стохастические переходы не возникают. При ε = 0,0005
эллипс выходит за границу бассейна притяжения, что сигнализирует о переходах Γb → Γr.

На рис. 10, б аналогично исследуются переходы Γr → Γb для выбранной точки цикла Γr.
Видно, что эллипсы пересекают границы бассейнов при одинаковой интенсивности, что соот-
ветствует описанному ранее двухстороннему переходу Γr ↔ Γb (см. рис. 3, б, 5).

На рис. 10, в исследуется переход с цикла Γb на равновесие A1. Здесь зеленым цветом
изображен бассейн притяжения равновесия A1. При интенсивности шума ε = 0,0005 эллипс рас-
сеивания лежит полностью в бассейне притяжения одного из двух циклов — Γb или Γr, а при ε =
= 0,001 уже пересекает бассейн притяжения равновесия A1, что означает возникновение пере-
хода Γb → A1 и, как следствие, вымирание двух популяций — популяции хищников и второй
популяции жертв.

Как видно из этого анализа, полученные методом доверительных эллипсов прогнозы сто-
хастических переходов хорошо согласуются с результатами прямого численного моделирования.

Заключение

В данной работе исследованы стохастические эффекты в системе «две жертвы – хищник»
в параметрической зоне, где исходная детерминированная модель демонстрирует сосуществова-
ние устойчивого равновесного и двух автоколебательных режимов. Методами прямого числен-
ного моделирования исследованы многоэтапные стохастические переходы как между предель-
ными циклами, так и с циклов на равновесие. Такие переходы и являются причиной изменения
биологических ритмов в рассмотренной популяционной модели и объясняют стохастические
механизмы возможного вымирания популяций хищника и второй популяции жертв. Предложен
и продемонстрирован аналитический подход параметрического исследования этих сложных ве-
роятностных трансформаций с помощью техники функции стохастической чувствительности
и метода доверительных областей.

Список литературы (References)

Абрамова Е.П., Перевалова Т. В. Влияние случайного воздействия на равновесные режимы мо-
дели популяционной динамики // Известия Института математики и информатики Удмурт-
ского государственного университета. — 2020. — Т. 55. — С. 3–18.
Abramova E. P., Perevalova T. V. Vliyanie sluchainogo vozdeistviya na ravnovesnye rezhimi modeli populazionnoi
dinamiki [Influence of random effects on the equilibrium modes in the population dynamics model] // Izvestiya instituta
matematiki i informatiki Udmurtskogo gosudarstvennogo universiteta. — 2020. — Vol. 55. — P. 3–18 (in Russian).

Анищенко В. С., Астахов В. В., Вадивасова Т. Е., Нейман А. Б., Стрелкова Г. И., Шиманский-
Гайер Л. Нелинейные эффекты в хаотических и стохастических системах. — М.–Ижевск:
Институт компьютерных исследований, 2003.
Anischenko B. S., Astahov V. V., Vadivasova T. E., Neiman A. B., Strelkova G. I., Shimanskii-Gaier L. Nelineinie effekti
v haotocheskih i stohasticheskih sistemah [Nonlinear effects in chaotic and stochastic systems]. — Moscow–Izhevsk:
Institute of Computer Research, 2003 (in Russian).

Апонина Е. А., Апонин Ю.М., Базыкин А. Д. Анализ сложного динамического поведения в мо-
дели «хищник – две жертвы» // Проблемы экологического мониторинга и моделирования
экосистем. — 1982. — Т. 5. — С. 163–180.
Aponina E. A., Aponin Yu.M., Bazikin A.D. Analiz slozhnogo dinamicheskogo povedeniya v modeli “hischnik – dve
zhertvi” [Analysis of complex dynamic behavior in the “predator – two prey” model] // Problemi ecologigeskogo
monitoringa i modelirovania ecosystem. — 1982. — Vol. 5. — P. 163–180 (in Russian).

Базыкин А. Д. Нелинейная динамика взаимодействующих популяций. — Ижевск: Институт ком-
пьютерных исследований, 2003.
Bazykin A.D. Nelineinaya dinamika vzaimodeystvuyuschich populaziy [Nonlinear Dynamics of Interacting
Populations]. — Izhevsk: Institute of Computer Research, 2003 (in Russian).

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



Метод стохастической чувствительности в анализе . . . 1355

Башкирцева И. А., Карпенко Л. В., Ряшко Л. Б. Стохастическая чувствительность предельных
циклов модели «хищник – две жертвы» // Изв. вузов «ПНД». — 2010. — Т. 18, № 6. —
С. 42–64.
Bashkirtseva I. A., Karpenko L. V., Ryashko L. B. Stochasticheskaya chuvstvitelnost predelyh ciklov modeli “hischnik –
dve zhertvy” [Stochastic sensitivity of limit cycles for “predator – two preys” model] // Izv. vusov “PND”. — 2010. —
Vol. 18, No. 6. — P. 42–64 (in Russian).

Неймарк Ю.И., Ланда П.С. Стохастические и хаотические колебания. — М.: Мир, 1987.
Neimark Yu. I., Landa P. S. Stochasticheskie i haotocheskie kolebania [Stochastic and chaotic oscillations]. — Moscow:
Mir, 1987 (in Russian).

Романовский Ю.М., Степанова Н. В., Чернавский Д. С. Математическая биофизика. — М.: Наука,
1984.
Romanovskiy Yu.M., Stepanova N. V., Chernavskiy D. S. Matematicheskaya biofizika [Mathematical biophysics]. —
Moscow: Nauka, 1984 (in Russian).

Свирежев Ю.М., Логофет Д.О. Устойчивость биологических сообществ. — М.: Наука, 1978.
Svirezhev Yu.M., Logofet D. O. Ustoichivost biologicheskih soobschestv [The sustainability of biological
communities]. — Moscow: Nauka, 1978 (in Russian).

Abramova E. P., Perevalova T. V. Stochastic destruction of the oscillatory regime of coexistence of
population in the “predator – two preys” model // AIP Conference Proceedings. — 2020. —
Vol. 2313. — P. 070018.

la Barbera A., Spagnolo B. Role of the noise on the transient dynamics of an ecosystem of interacting
species // Physica A. — 2002. — Vol. 315. — P. 114–124.

Bashkirtseva I. Stochastic sensitivity analysis: theory and numerical algorithms // IOP Conf. Ser.:
Mater. Sci. Eng. — 2017. — Vol. 192. — P. 012024.

Bashkirtseva I., Perevalova T., Ryashko L. A stochastic hierarchical population system: Excitement,
extinction and transition to chaos // International Journal of Bifurcation and Chaos. — 2021. —
Vol. 31. — P. 2130043.

Bashkirtseva I., Ryashko L. Stochastic bifurcations and noise-induced chaos in a dynamic prey–predator
plankton system // Int. J. Bifurcation Chaos. — 2014. — Vol. 24. — P. 1450109.

Benettin G. Power-law behavior of Lyapunov exponents in some conservative dynamical systems //
Physica D: Nonlinear Phenomena. — 1984. — Vol. 13. — No. 1–2. — P. 211–220.

Benettin G., Galgani L., Giorgilli A., Strelcyn J.-M. Lyapunov characteristic exponents for smooth
dynamical systems and for Hamiltonian systems; A method for computing all of them. Part 2.
Numerical application // Meccanica. — 1980. — Vol. 15, No. 1. — P. 21–30.

Butcher J. C. Numerical methods for ordinary differential equations. — New York: John Wiley & Sons,
2008.

Crespo-Miguel R., Jarillo J., Cao-Garcia F. J. Dispersal-induced resilience to stochastic environmental
fluctuations in populations with Allee effect // Physical Review E. — 2022. — Vol. 105. —
P. 014413.

Hairer E., Wanner G. Solving ordinary differential equations II: Stiff and differential-algebraic
problems. — Berlin, New York: Springer-Verlag, 1996.

Hening A. Coexistence, extinction, and optimal harvesting in discrete-time stochastic population
models // Journal of Nonlinear Science. — 2021. — Vol. 31. — P. 1.

Kuznetsov Y. A. Elements of applied bifurcation theory. — Berlin: Springer, 2004.
Lande R., Engen S., Saether B. E. Stochastic population dynamics in ecology and conservation. —

Oxford University Press, 2003.
Mandal P. S., Banerjee M. Stochastic persistence and stability analysis of a modified Holling – Tanner

model // Mathematical Methods in the Applied Sciences. — 2013. — Vol. 36, No. 10. — P. 1263–
1280.

Rietkerk M., Dekker S. C., de Ruiter P. C., van de Koppel J. Self-organized patchiness and catastrophic
shifts in ecosystems // Science. — 2004. — Vol. 305, No. 5692. — P. 1926–1929.

2022, Т. 14, № 6, С. 1343–1356



1356 И.А. Башкирцева, Т. В. Перевалова, Л. Б. Ряшко

Ryashko L., Bashkirtseva I. Stochastic sensitivity analysis and control for ecological model with the
Allee effect // Math. Model. Nat. Phenom. — 2015. — Vol. 10. — P. 129.

Shilnikov L. P., Shilnikov А. L., Turaev D. V., Chua L. O. Methods of qualitative theory in nonlinear
dynamics. — Singapore: World Scientific, 1998.

Sieber M., Malchow H., Schimansky-Geier L. Constructive effects of environmental noise in an
excitable prey–predator plankton system with infected prey // Ecol. Complexity. — 2007. —
Vol. 4 — P. 223.

Sudakov I., Vakulenko S. A., Bruun J. T. Stochastic physics of species extinctions in a large population //
Statistical Mechanics and its Applications. — 2022. — Vol. 585. — P. 126422.

Sun G.-Q., Jin Z., Li L., Liu Q.-X. The role of noise in a predator–prey model with Allee effect //
J. Biol. Phys. — 2009. — Vol. 35. — P. 185.

Turchin P. Complex population dynamics. — Princeton University Press, 2003.
Vance R. R. Predation and resource partitioning in one predator – two prey model communities // The

American Naturalist. — 1978. — Vol. 112, No. 987. — P. 797–813.

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA39 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Preserve
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError false
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /PDFXOutputConditionIdentifier (FOGRA27)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ENU ([Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] [Based on 'RCD'] Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName (Coated FOGRA27 \(ISO 12647-2:2004\))
      /DestinationProfileSelector /WorkingCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements true
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 6
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /UseName
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


