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Проводится исследование вольтерровской модели, описывающей конкуренцию трех видов. Соответ-
ствующая система дифференциальных уравнений первого порядка с квадратичной правой частью после
замены переменных сводится к системе с восемью параметрами. Два из них характеризуют скорости
роста популяций, для первого вида этот параметр принят равным единице. Остальные шесть коэффици-
ентов задают матрицу взаимодействий видов. Ранее при аналитическом исследовании так называемых
симметричной модели [May, Leonard, 1975] и асимметричной модели [Chi, Wu, Hsu, 1998] с коэффици-
ентами роста, равными единице, были установлены соотношения на коэффициенты взаимодействия, при
которых система имеет однопараметрическое семейство предельных циклов. В данной работе проведено
численно-аналитическое исследование полной системы на основе косимметричного подхода, позволивше-
го определить соотношения на параметры, которым отвечают семейства равновесий. Получены различные
варианты однопараметрических семейств и показано, что они могут состоять как из устойчивых, так и из
неустойчивых равновесий. В случае матрицы взаимодействий с единичными коэффициентами найдены
мультикосимметрия системы и двухпараметрическое семейство равновесий, существующее при любых
коэффициентах роста. Для различных коэффициентов взаимодействия найдены значения параметров ро-
ста, при которых реализуются периодические режимы. Их принадлежность семейству предельных циклов
подтверждена расчетом мультипликаторов. В широком диапазоне значений, нарушающих соотношения,
при которых обеспечивается существование циклов, получается типичное при разрушении косимметрии
медленное колебательное установление. Приведены примеры, когда фиксированному значению одного
параметра роста отвечают два значения другого параметра, так что существуют разные семейства перио-
дических режимов. Таким образом, установлена вариативность сценариев развития трехвидовой системы.

Ключевые слова: мультистабильность, динамика, косимметрия, популяции, уравнения Лот-
ки –Вольтерры, семейство равновесий, предельный цикл, обыкновенные дифференциальные
уравнения
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The study of the Volterra model describing the competition of three types is carried out. The corresponding
system of first-order differential equations with a quadratic right-hand side, after a change of variables, reduces
to a system with eight parameters. Two of them characterize the growth rates of populations; for the first
species, this parameter is taken equal to one. The remaining six coefficients define the species interaction matrix.
Previously, in the analytical study of the so-called symmetric model [May, Leonard, 1975] and the asymmetric
model [Chi, Wu, Hsu, 1998] with growth factors equal to unity, relations were established for the interaction
coefficients, under which the system has a one-parameter family of limit cycles. In this paper, we carried out
a numerical-analytical study of the complete system based on a cosymmetric approach, which made it possible
to determine the ratios for the parameters that correspond to families of equilibria. Various variants of one-
parameter families are obtained and it is shown that they can consist of both stable and unstable equilibria. In
the case of an interaction matrix with unit coefficients, a multicosymmetry of the system and a two-parameter
family of equilibria are found that exist for any growth coefficients. For various interaction coefficients, the
values of growth parameters are found at which periodic regimes are realized. Their belonging to the family of
limit cycles is confirmed by the calculation of multipliers. In a wide range of values that violate the relationships
under which the existence of cycles is ensured, a slow oscillatory establishment, typical of the destruction of
cosymmetry, is obtained. Examples are given where a fixed value of one growth parameter corresponds to two
values of another parameter, so that there are different families of periodic regimes. Thus, the variability of
scenarios for the development of a three-species system has been established.
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Введение

Для описания динамики экологических систем и анализа сосуществования конкурирую-
щих видов используются уравнения Лотки –Вольтерры [Lotka, 1925; Volterra, 1926] и различные
их обобщения [Фрисман и др., 2019]. Классическая вольтерровская модель биологических сооб-
ществ включает внутривидовое и межвидовое ограничение роста [Свирежев, Логофет, 1978]:

Ṅi = riNi

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −

n∑

j=1

αi jN j

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, i = 1, . . . , n. (1)

Здесь Ni(t) — численность вида i в момент времени t, ri — параметр роста, коэффициент αi j
характеризует влияние соседнего вида j на рост вида i, а точка обозначает дифференцирование
по времени. Случаи n = 1 (логистическое уравнение) и n = 2 изучены [Мюррей, 2011; Базыкин,
2003; Плюснина и др., 2014], а задача для трех и более конкурирующих видов остается объектом
исследования [May, Leonard, 1975; Zeeman, 1993; Chi, Wu, Hsu, 1998; Pao, 2004; Hoff, Greeff, Fay,
2009; Vasilyeva, Lutscher, 2012; Barabás, Michalska-Smith, Allesina, 2016; Chesson, 2018; Antonov
et al., 2019; Manna, Volpert, Banerjee, 2021].

В случае трех конкурирующих видов из (1) с помощью замены переменных получается
система, где число параметров задачи сокращается до восьми (r1 = 1):

u̇1 = u1(1 − u1 − α1u2 − β1u3), (2)

u̇2 = r2u2(1 − β2u1 − u2 − α2u3), (3)

u̇3 = r3u3(1 − α3u1 − β3u2 − u3). (4)

Система имеет нулевое равновесие E0 = (0, 0, 0) и три равновесия с одной ненулевой
компонентой:

E1 = (1, 0, 0), E2 = (0, 1, 0), E3 = (0, 0, 1). (5)

В ряде работ система (2)–(4) рассматривалась при одинаковых коэффициентах роста r2 =

= r3 = 1. В [May, Leonard, 1975] исследована так называемая симметричная модель: αi = α,
βi = β (i = 1, 2, 3). Отмечено, что равновесия (5) устойчивы при α > 1 и β > 1. При любых
значениях α, β неустойчивы равновесия, соответствующие существованию двух видов:

E4 =

(

0,
α − 1
αβ − 1

,
β − 1
αβ − 1

)

, E5 =

(
β − 1
αβ − 1

, 0,
α − 1
αβ − 1

)

, E6 =

(
α − 1
αβ − 1

,
β − 1
αβ − 1

, 0

)

. (6)

При α + β < 2 устойчиво равновесие, отвечающее сосуществованию всех трех видов:

E7 =

(
1

α + β + 1
,

1
α + β + 1

,
1

α + β + 1

)

, (7)

а при α + β = 2 получается семейство предельных циклов на плоскости:

u1 + u2 + u3 = 1. (8)

При этом неявно был исключен случай α = β = 1, когда вся плоскость (8) состоит из
устойчивых равновесий, т. е. имеется двухпараметрическое семейство стационарных решений:

u1 = 1 − u2 − u3, 0 � u2 + u3 � 1. (9)
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В [Chi, Wu, Hsu, 1998] была рассмотрена система (2)–(4) в случае неравных коэффициен-
тов 0 < αi < 1 < βi, i = 1, 2, 3. Были введены обозначения

A =
3∏

i=1

(1 − αi), B =
3∏

i=1

(βi − 1) (10)

и показано, что равновесие (u1, u2, u3), ui � 0, асимптотически устойчиво при A > B, а при A < B
является седловой точкой с одномерным устойчивым многообразием. Установлено, что при A =
= B существует семейство предельных циклов, а если A � B, то система не имеет периодических
решений.

Задача с двумя коэффициентами α, β и одним неединичным параметром роста r1 (рас-
ширение симметричной модели) рассматривалась в [Hoff, Greeff, Fay, 2009]. В вычислительном
эксперименте были обнаружены предельные циклы для α + β > 2 при r1 = 2.

Цель настоящей работы — анализ влияния коэффициентов роста r2, r3 на динамику и муль-
тистабильность решений системы (2)–(4). Для поиска непрерывных семейств равновесий ис-
пользуется подход теории косимметрии [Юдович, 1991], позволяющий получать аналитические
результаты для коэффициентов и далее рассматривать ситуации нарушения этих соотношения.

Семейства равновесий. Линейная косимметрия

Система (2)–(4) в случае αi = βi = 1 имеет двухпараметрическое семейство равновесий (9)
также и при r2 � 1, r3 � 1. Здесь переменные u2, u3 выступают в качестве параметров. Спектр
устойчивости равновесия семейства имеет два нулевых значения σ1 = σ2 = 0, соответствую-
щих нейтральным направлениям вдоль плоскости (8), и значение σ3 = (1 − r2)u2 + (1 − r3)u3 − 1,
отвечающее за устойчивость в трансверсальном к плоскости направлении. При любых положи-
тельных значениях r2, r3 величина σ3 < 0, т. е. все семейство состоит из устойчивых равновесий.
При r2 = r3 = 1 получается идентичный для всех равновесий спектр σ1 = σ2 = 0, σ3 = −1, что
соответствует симметрии задачи.

В статье [Yudovich, 1995] показано, что переменный спектр устойчивости вдоль семейства
стационарных решений характерен для косимметрических задач. Согласно введенному в [Юдо-
вич, 1991] определению, косимметрией является векторное поле, ортогональное полю задачи во
всем пространстве. Двухпараметрическому семейству отвечает мультикосимметрия, т. е. суще-
ствование двух разных косимметрий, ортогональных вектору правой части. В работах [Юдо-
вич, 1991; Yudovich, 1995] показано, что равновесие принадлежит семейству решений, если
косимметрия не аннулируется на этом равновесии. В большинстве исследований [Govorukhin,
Shevchenko, 2017; Епифанов, Цибулин, 2017; Ха, Цибулин, 2020; Govorukhin, Tsybulin, 2021;
Frischmuth, Budyansky, Tsybulin, 2021] косимметрия линейна по переменным задачи.

Рассмотрим систему (2)–(4) при αi = βi = 1 и запишем ее в векторном виде для U =
= [u1, u2, u3]T :

U̇ = F, F = P[u1, r2u2, r3u3]T , P = 1 −
3∑

i=1

ui. (11)

Справедлива следующая

Лемма 1. Косимметриями системы (11) являются векторы

L1 = (r2u2, −u1, 0)T , (12)

L2 = (−r3u3, 0, u1)T , (13)

L3 = (0, r3u3, −r2u2)T . (14)

КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ
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Доказательство. Ортогональность векторов (12)–(14) правой части (11) устанавливается
непосредственно. При этом векторы (12)–(14) не аннулируются на равновесиях из (9) с ненуле-
выми ui. �

Линейная комбинация двух векторов из (12)–(14) дает третий, например, r2u3L1 + r2u2L2 =

= u1L3. Используя процедуру ортогонализации Грама –Шмидта, можно построить пару векторов,
которые ортогональны друг другу и вектору правой части F. В качестве мультикосимметрии
также можно рассматривать линейные комбинации:

L12 = νL1 + (1 − ν)L2,

L23 = νL2 + (1 − ν)L3,

L31 = νL3 + (1 − ν)L1.

В общем случае произвольных αi, βi скалярные произведения косимметрий и векторов
правой части системы дают косимметрические дефекты [Юдович, 2004]:

D1 = (F, L1) = r2u1u2[(β2 − 1)u1 + (1 − α1)u2 + (α2 − β1)u3], (15)

D2 = (F, L2) = r3u1u3[(1 − α3)u1 + (α1 − β3)u2 + (β1 − 1)u3], (16)

D3 = (F, L3) = r2r3u2u3[(α3 − β2)u1 + (β3 − 1)u2 + (1 − α2)u3]. (17)

Видно, что Di (i = 1, 2, 3) равны нулю при любых значениях ui, если αi = βi = 1.
Полученные выражения для косимметрических дефектов Di могут быть использованы для

поиска однопараметрических семейств равновесий. Например, приравнивая D1 нулю, получаем
два семейства равновесий в виде отрезков прямых.

При α1 = β2 = 1 в плоскости u3 = 0 лежит семейство:

Φ11 = {u3 = 0, u2 = 1 − u1, u1 ∈ [0, 1]}. (18)

Анализ устойчивости двумерной системы дан в приложении 1.
При α1 = β2 = 1, α2 = β1, α3 � β3 получается семейство равновесий

Φ12 =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

u1 =

(
β1β3 − 1

)
θ − β3 + 1

α3 − β3

, u2 =

(
1 − α3β1

)
θ + α3 − 1

α3 − β3

, u3 = θ, θ � 0

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
. (19)

Отметим, что на равновесиях с тремя ненулевыми компонентами, принадлежащих семей-
ству (19), и на равновесиях E1 и E2 (5), принадлежащих семейству (18), вектор L1 не аннулиру-
ется. Следовательно, вектор L1 является косимметрией системы (2)–(4) при α1 = β2 = 1.

Спектр устойчивости равновесий семейства (18) дается явными формулами:

σ1 = 0, σ2 = −r2u2 + u2 − 1, σ3 = r3(α3u2 − β3u2 − α3 + 1).

Значение σ1 = 0 соответствует нейтральной устойчивости вдоль семейства при любых значениях
параметров σ2 < 0, а σ3 < 0 — при α3 > 1, β3 > 1. В силу положительности коэффициентов r2,
r3, α2, β1 от них не зависит устойчивость семейства (18).

Карта устойчивости равновесий семейства (18), в зависимости от параметров α3, β3, дана
на рис. 1. В области (a) все равновесия из семейства (18) неустойчивы. В области (b) часть

семейства с u2 >
α3−1
α3−β3

устойчива, а в области (c) устойчива часть семейства с u2 <
α3−1
α3−β3
. Все

равновесия из семейства (18) устойчивы в области (d).
Для семейства (19) характеристическое уравнение имеет вид

σ
(
σ2 +C2σ +C1

)
= 0,

2022, Т. 14, № 6, С. 1325–1342
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Рис. 1. Области устойчивости равновесий семейства (18) в зависимости от параметров α3, β3: a) неустой-
чивость всего семейства; b), c) устойчивость части семейства; d) устойчивость всего семейства

где

C2 = r2u2 + r3u3 + u1,

C1 = r2r3u2u3(−β1β3 + 1) + r3u1u3(−α3β1 + 1).

Коэффициент C2 всегда положителен, поэтому равновесия из семейства (19) устойчивы
при C1 > 0, в частности при условиях β1β3 < 1, α3β1 < 1.

Динамика для системы (2)–(4) в случае существования семейств равновесий (18), (19)
и при их разрушении дана на рис. 2. Для значений параметров α1 = 1, α2 = 1,1, α3 = 0,8,
β1 = 1,1, β2 = 1, β3 = 1,3, r2 = 0,8, r3 = 1,2 семейство равновесий (18) частично устойчиво,
а семейство (19) неустойчиво. Эти семейства имеют общую точку B — равновесие с двукратным
нулевым значением спектра устойчивости. Отрезок AC соответствует семейству Φ11 (18), а BD —
семейству Φ12 (19). Рис. 2 (слева) демонстрирует мультистабильность: в фазовом простран-
стве имеются точки, из которых траектории ведут к устойчивым равновесиям семейства (18)
(отрезок BC обозначен синим цветом), а из остальных точек траектории стремятся к равнове-
сию E3 (5). При разрушении семейства (β2 = 1,1) отрезок AC содержит только два равновесия:
E1 (точка A) и E2 (точка C). Из всех начальных точек с ненулевыми компонентами траектории
ведут к E3 (см. рис. 2 (справа)).

Аналогично можно получить однопараметрические семейства равновесий, используя ко-
симметричные дефекты (16) и (17): при α3 = β1 = 1

Φ21 = {u2 = 0, u3 = 1 − u1, u1 ∈ [0, 1]}, (20)

а при α2 = β3 = 1
Φ31 = {u1 = 0, u2 = 1 − u3, u3 ∈ [0, 1]}. (21)

При α3 = β1 = 1, α1 = β3 и α2 � β2 получается семейство

Φ22 =

{

u1 =
(1 − α2β3)θ + α2 − 1

α2 − β2

, u2 = θ, u3 =
(β2β3 − 1)θ − β2 + 1

α2 − β2

, θ � 0

}

, (22)

а при α2 = β3 = 1, α3 = β2 и α1 � β1

Φ32 =

{

u1 = θ, u2 =
(β1β2 − 1)θ − β1 + 1

α1 − β1

, u3 =
(1 − α1β2)θ + α1 − 1

α1 − β1

, θ � 0

}

. (23)
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Рис. 2. Динамика системы (2)–(4) c однопараметрическими семействами (18), (19) при β2 = 1 (слева)
и разрушение семейств при β2 = 1,1 (справа), начальные точки отмечены кружками, синим цветом обо-
значены траектории, ведущие к устойчивым равновесиям семейства (18), красным — траектории, ведущие
к равновесию E3(0, 0, 1); α1 = 1, α2 = β1 = 1,1, α3 = 0,8, β3 = 1,3, r2 = 0,8, r3 = 1,2

Отметим, что выражения для равновесий из семейств Φi1 не зависят от αi, βi, ri, a для
семейств Φi2 зависят только от αi, βi. При этом на устойчивость равновесий влияют все па-
раметры αi, βi, ri. Формулы для семейств (22) и (23) получаются из (19) заменой индек-
сов: 1→ 2→ 3→ 1.

Семейства равновесий. Квадратичная косимметрия

Проанализируем квадратичные по переменным задачи косимметрии вида

L4 = (A1u2u3, A2u1u3, A3u1u2)T . (24)

Вычислим косимметрический дефект:

D4 = (F, L4) = u1u2u3[A1 + r2A2 + r3A3 − u1(A1 + β2r2A2 + α3r3A3)−
− u2(α1A1 + r2A2 + β3r3A3) − u3(β1A1 + α2r2A2 + r3A3)]. (25)

Равенство D4 = 0 будет выполняться при любых значениях ui, если

A1 + r2A2 + r3A3 = 0, (26)

A1 + β2r2A2 + α3r3A3 = 0, (27)

α1A1 + r2A2 + β3r3A3 = 0, (28)

β1A1 + α2r2A2 + r3A3 = 0. (29)

Поскольку косимметрия сохраняется при умножении на ненулевое число, то равенству (26) удо-
влетворяет следующий выбор Ai с вещественным параметром ν: A1 = ν, A2 =

1−ν
r2
, A3 = − 1

r3
.

Тогда из (27)–(29) получается система из трех уравнений с семью неизвестными (ν, αi, βi) для
определения соотношений между параметрами системы, при которых имеется косимметрия (24):

ν + β2(1 − ν) − α3 = 0, (30)

α1ν − β3 − ν + 1 = 0, (31)

β1ν + α2(1 − ν) − 1 = 0. (32)
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Из системы (30)–(32), предполагая α2 � β1, можно выразить параметр ν и два параметра:

ν =
α2 − 1

α2 − β1

, (33)

α3 =
−β1β2 + α2 + β2 − 1

α2 − β1

, (34)

β3 =
α1α2 − α1 − β1 + 1

α2 − β1

. (35)

В результате справедлива следующая

Лемма 2. Система (2)–(4) имеет косимметрию

L5 =

(
α2 − 1

α2 − β1

u2u3,
u1u3(1 − β1)

r2(α2 − β1)
,
−u1u2

r3

)T

, (36)

если выполнены условия на параметры (34)–(35) и α2 � β1.

При (34)–(35) из (2)–(4) получается система

u̇1 = u1(1 − u1 − α1u2 − β1u3), (37)

u̇2 = r2u2(1 − β2u1 − u2 − α2u3), (38)

u̇3 = r3u3

(

1 − −β1β2 + α2 + β2 − 1

α2 − β1

u1 −
α1α2 − α1 − β1 + 1

α2 − β1

u2 − u3

)

. (39)

Решениями системы (37)–(39) являются равновесия, составляющие однопараметрическое
семейство с параметром θ ∈ [0, θ∗]:

u1 =
(β1 − α1α2)θ + α1 − 1

α1β2 − 1
, u2 =

(α2 − β1β2)θ + β2 − 1

α1β2 − 1
, u3 = θ. (40)

Характеристическое уравнение для равновесий из семейства (40) имеет вид

σ
(
σ2 +C2σ +C1

)
= 0,

где

C2 = u1 + r2u2 + r3u3,

C1 = (1 − α2β3)r2r3u2u3 + (1 − α1β2)r2u1u2 + (1 − α3β1)r3u1u3,

и параметры α3, β3 даются формулой (34)–(35).

Лемма 3. Для системы (37)–(39) бифуркация Пуанкаре – Андронова – Хопфа невозможна.

Доказательство. Бифуркация Пуанкаре –Андронова –Хопфа (локальная бифуркация от-
ветвления предельного цикла от равновесия) заключается в переходе пары комплексно-со-
пряженных собственных значений через мнимую ось. Проанализируем равновесия систе-
мы (37)–(39). Для равновесий с одной ненулевой компонентой (5) спектр устойчивости состоит
из трех вещественных значений и не содержит комплексно-сопряженной пары. Например, для E1
получается

σ1 = −1, σ2 = −β2r2 + r2, σ3 =
r3(β1β2 − β1 − β2 + 1)

α2 − β1

.
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Для равновесия с двумя ненулевыми координатами у соответствующих двумерных систем спектр
устойчивости состоит из вещественных значений (см. приложение 1). Определяющая устой-
чивость в ортогональном направлении третье значение спектра также вещественно. Остается
рассмотреть равновесия из семейства (40) с тремя ненулевыми компонентами. Устойчивость
равновесия из семейства (40) зависит только от знака C1, так как C2 дается суммой неотрица-
тельных uj и положительных r j. При C1 > 0 равновесие устойчиво, а при C1 < 0 равновесие
становится седловым. Таким образом, в системе (37)–(39) невозможна бифуркация Пуанкаре –
Андронова –Хопфа. �

Рис. 3. Спектр устойчивости равновесий из семейства (40): β2 = 0,8 (слева), β2 = 1,2 (в центре), β2 = 1,5
(справа); α1 = 0,5, α2 = 0,7, β1 = 3,7, r2 = 1,4, r3 = 0,6

В случае существования семейство равновесий (40) и его разрушение иллюстрируются на
рис. 3 и 4. Для значений параметров α1 = 0,5, α2 = 0,7, β1 = 3,7, r2 = 1,4, r3 = 0,6 на рис. 3
представлен спектр устойчивости равновесий для ряда значений параметра β2. Видно, что с уве-
личением β2 сокращается интервал значений параметра θ. При β2 = 0,8 семейство полностью
устойчиво, а для β2 = 1,5 большая часть диапазона значений θ отвечает неустойчивости.

Рис. 4. Динамика системы (2)–(4) c однопараметрическим семейством (40) при α3 = 1,45 (слева) и раз-
рушение семейства при α3 = 1,5 (справа), начальные точки отмечены кружками, синим цветом обозна-
чены траектории, ведущие к равновесию D, красным — траектории, ведущие к равновесиям E1(1, 0, 0),
E3(0, 0, 1); α1 = 0,5, α2 = 0,7, β1 = 3,7, β2 = 1,5, β3 = 0,95, r2 = 1,4, r3 = 0,6

Семейство (40) состоит из устойчивых (отрезок CD) и неустойчивых (отрезок AC) равно-
весий (см. левую часть рис. 4). Концевые точки A и D принадлежат плоскостям u2 = 0 и u1 = 0
соответственно. На рисунке представлены результаты расчета траекторий для разных начальных
точек. Из окрестности отрезка AB траектории стремятся к точке D, за исключением начальных
точек, лежащих на плоскости u2 = 0. Из окрестности отрезка BC траектории идут к равнове-
сию E1. Для плоскости u2 = 0 реализуется бистабильность: в зависимости от начальной точки
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могут реализовываться равновесия E1 и E3 (см. (5)). Для точек, принадлежащих плоскости u1 =

= 0, траектории ведут к устойчивому равновесию D. Бассейн начальных значений, из которых
реализуются точки на интервале CD, достаточно мал. Это связано с близким к нулю собствен-
ным числом из спектра устойчивости (см. рис. 3 (справа)).

При α3 = 1,5 семейства равновесий разрушаются. Для точек, взятых на отрезке CD (без
точки D) и около, траектории проходят рядом с линией исчезнувшего семейства и стремятся
к равновесию E1 (см. правую часть рис. 4). Для большинства начальных данных с тремя ненуле-
выми компонентами траектории выходят на плоскости u1 = 0 и далее идут к равновесию D. Для
точек, принадлежащих плоскости u2 = 0, реализуется равновесие E3. Отметим, что подобные эф-
фекты нетривиальной селекции характерны для косимметричных задач [Govorukhin, Yudovich,
1999; Tsybulin, Karasözen, Ergenç, 2006].

Если в качестве решения системы (30)–(32) выбрать

ν =
β3 − 1

α1 − 1
, α2 =

−β1β3 + α1 + β1 − 1

α1 − β3

, β2 =
α1α3 − α3 − β3 + 1

α1 − β3

, α1 � β3, (41)

то получается косимметрия

L6 =

(
β3 − 1

α1 − 1
u2u3,

u1u3(α1 − β3)

r2(α1 − 1)
,
−u1u2

r3

)T

, (42)

которой соответствует однопараметрическое семейство равновесий (θ ∈ [0, θ∗])

u1 =
(−β1β3 + α1)θ + β1 − 1

α3β1 − 1
, u2 = θ, u3 =

(−α1α3 + β3)θ + α3 − 1

α3β1 − 1
. (43)

Аналогично: при выборе

ν =
β2 − α3

β2 − 1
, α1 =

−β2β3 + α3 + β3 − 1

α3 − β2

, β1 =
α2α3 − α2 − β2 + 1

α3 − β2

, α3 � β2, (44)

получаются косимметрия

L7 =

(
β2 − α3

β2 − 1
u2u3,

u1u3(α3 − 1)

r2(β2 − 1)
,
−u1u2

r3

)T

(45)

и однопараметрическое семейство равновесий (θ ∈ [0, θ∗])

u1 = θ, u2 =
(−α2α3 + β2)θ + α2 − 1

α2β3 − 1
, u3 =

(−β2β3 + α3)θ + β3 − 1

α2β3 − 1
. (46)

Мультистабильность и предельные циклы

В [May, Leonard, 1975] показано, что для симметричной модели (αi = α, βi = β, ri = 1)
семейство предельных циклов получается при α + β = 2. Циклы располагаются на плоскости (8)
и образуют систему концентрических замкнутых кривых вокруг равновесия с тремя ненуле-
выми компонентами. В работе [Chi, Wu, Hsu, 1998] семейство предельных циклов получается
при A = B, где A, B определены формулами (10). Изучим вопрос о существовании семейства
предельных циклов для произвольных αi, βi, r2, r3. Компоненты равновесия E∗ = (u∗1, u∗2, u∗3)
даются следующими формулами:

u∗i =
zi

z0

, i = 1, 2, 3,
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где

z1 = α1α2 − α2β3 + β1β3 − α1 − β1 + 1,

z0 = α1α2α3 + β1β2β3 − α1β2 − α2β3 − α3β1 + 1,

а z2 и z3 получаются из z1 циклической перестановкой индексов: 1→ 2→ 3→ 1.
Устойчивость этого равновесия определяется корнями характеристического полинома

σ3 +C2σ
2 +C1σ +C0 = 0, (47)

где

C2 = u2r2 + u3r3 + u1,

C1 = r2r3u2u3(1 − α2β3) + r2u1u2(1 − α1β2) + r3u1u3(1 − α3β1),

C0 = r2r3u1u2u3(1 − α1β2 − α2β3 − α3β1 + α1α2α3 + β1β2β3).

Будем искать значения параметров, при которых полином (47) имеет пару мнимых корней, то
есть выполняется

C2C1 = C0. (48)

После подстановки C j получается уравнение с восемью неизвестными: αi, βi, ri. Задавая
семь параметров, можно найти значение для восьмого параметра. Если задать шесть парамет-
ров, то с помощью системы Maple выводятся формулы, связывающие оставшиеся два пара-
метра. Проведенные эксперименты показали, что при значениях параметров, отвечающих (48),
получаются колебательные режимы. Результаты, иллюстрирующие вычисление предельных цик-
лов для ситуаций, отличных от [May, Leonard, 1975; Chi, Wu, Hsu, 1998], представлены на
рис. 5–9.

Рассмотрим следующие значения параметров: α1 = 0,8, α2 = 0,8, α3 = 0,8, β1 = 1,1, β2 =

= 1,2. Этому выбору соответствует A = 0,08 (см. (10)). Из условия A = B находим значение β3 =

= 1,4. На рис. 5 при β3 = 1,4, 1,4 ± 0,05 приведены кривые зависимости r3 от r2, которые
обеспечивают выполнения условия (48).

Рис. 5. Кривые зависимости r3 от r2 при β3 = 1,35, 1,4, 1,45

Из рис. 5 видно, что условию A = B отвечает синяя кривая, которая проходит через точ-
ку T0 со значениями r2 = r3 = 1. Это соответствует результату, полученному в [Chi, Wu, Hsu,
1998]. В общем случае возможны ситуации, когда конкретному r2 отвечает пара значений r3.
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Например, для r2 = 1,1 колебательные режимы получаются при r3 = 0,3593426589 (точка T1)
и r3 = 1,757324007 (точка T2). Траектории, приводящие к разным циклам, даны на рис. 6, где
кружками обозначены начальные точки, взятые вне плоскости (8).

Рис. 6. Установление колебательных режимов для разных значений r3: r3 = 0,3593426589 (пунктир) и r3 =

= 1,757324007 (сплошная), r2 = 1,1; P1 = (0,3, 0,5, 0,3) и P2 = (0,5, 0,3, 0,3) — начальные точки

На рис. 6 непрерывные линии обозначают колебательные режимы, полученные при значе-
ниях r2 = 1,1, r3 = 1,757324007 (точка T1 на рис. 5), а штриховые линии — циклы при r2 = 1,1,
r3 = 0,3593426589 (точка T2 на рис. 5). Видно, что для разных начальных точек в результа-
те установления получаются различные колебательные режимы. Для этих четырех циклов были
вычислены мультипликаторы (см. таблицу 1). Видно, что модули мультипликаторов ρ2, ρ3 близки
к единице. В условиях вырожденности задачи это хорошее приближение к двукратной единице,
первая из которых соответствовала бы периодичности колебательного режима, а вторая — ней-
тральному направлению, отвечающему континуальному семейству предельных циклов. Данные
циклы устойчивы, так как ρ1 < 1.

Таблица 1. Мультипликаторы циклов при r2 = 1,1

Начальная точка r3 ρ1 ρ2, ρ3 Период

P1 = (0,3, 0,5, 0,3)
1,757324007 8,0 · 10−17 0,9995 ± 0,0839i 52,54

0,3593426589 4,4 · 10−16 1,0608, 0,9375 84,56

P2 = (0,5, 0,3, 0,3)
1,757324007 1,1 · 10−16 1,0125, 0,9903 47,02

0,3593426589 1,7 · 10−16 0,999 ± 0,002i 79,35

Для оценки отклонения траектории от плоскости (8) вычислялась сумма видов в каждый

момент времени S (t) =
3∑

i=1
ui(t) (см. рис. 7–9). Видно, что данные колебательные режимы пересе-

кают плоскость (8). В расчетах получено, что чем ближе предельный цикл к равновесию E∗, тем
меньше его отклонение от плоскости (8).

Колебательные режимы находятся также при выборе параметров, для которых A � B. На-
пример, на рис. 5 при β3 = 1,45, r3 = 1 получается r2 = 0,88002086 (точка T3). Два цикла приве-
дены на рис. 8. Отметим, что для суммы видов S (t) наблюдается асимметричное отклонение от
плоскости (8).

По результатам вычислительных экспериментов в системе MATLAB получается, что се-
мейство предельных циклов исчезает в случае невыполнения условия (48). Например, при r2 =
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Рис. 7. График зависимости от времени суммы видов S (t) для P1 (слева) и P2 (справа)

Рис. 8. Два колебательных режима при r2 = 0,88002086, r3 = 1: a) проекция на фазовую плоскость; b)
зависимость от времени суммы видов; с) зависимость от времени u3

= 1,1, r3 = 1,058333333 (точка T4) реализуются колебательные движения с медленным установ-
лением к периметру треугольника (см. рис. 9).

В представленных результатах колебательные режимы получались при задании αi, βi,
r2 (r3) и определении r3 (r2). Аналогично можно определить любой параметр при заданных
других. Например, при α1 = 0,8, α2 = 0,8, α3 = 0,8, β1 = 1,1, β2 = 1,2, r2 = 1,2, r3 =

= 1,3 из условия (48) находим значение β3 = 1,359811051 и также получаем колебательный
режим.

В приведенных расчетах предельных циклов значения параметров указаны с точностью,
обеспечивающей воспроизведение результатов. При снижении точности получается очень дол-
гий уход от траекторий предельных циклов. Даже при значениях параметров (точка T4 на рис. 5),
заметно отличающихся от тех значений (точки T1 и T2), при которых реализуются предельные
циклы (см. рис. 5, 6), имеет место колебательный процесс с малым изменением амплитуды,
подобно приведенному на рис. 9.
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Рис. 9. Колебательные режимы: r2 = 1,1, r3 = 1,058333333, a) проекция на фазовую плоскость; b) зависи-
мость от времени суммы видов; с) зависимость от времени u3

Приложение 1

Для семейства (18) равновесия определяются из уравнений

u̇1 = u1(1 − u1 − α1u2), (49)

u̇2 = r2u2(1 − β2u1 − u2). (50)

Эта система имеет неустойчивое нулевое равновесие u1 = u2 = 0, два равновесия с одной
ненулевой компонентой: (0, 1) — устойчиво при α1 > 1, (1, 0) — устойчиво при β2 > 1, а также
равновесие при α1 < 1, β2 < 1 или α1 > 1, β2 > 1:

u1 =
α1 − 1

α1β2 − 1
, u2 =

β2 − 1

α1β2 − 1
. (51)

Устойчивость равновесия (51) для двумерной системы (49)–(50) определяется корнями ха-
рактеристического полинома

σ2 +C1σ +C0 = 0,

где

C1 =
β2r2 + α1 − r2 − 1

α1β2 − 1
, C0 = −

r2(β2 − 1)(−1 + α1)

α1β2 − 1
. (52)

Равновесие (51) устойчиво при выполнении следующих условий на параметры: α1 < 1, β2 < 1.
На рис. 10 дана карта устойчивости равновесий системы (49)–(50).

В области (a) устойчиво равновесие с двумя ненулевыми компонентами (51). В области (d)
устойчивы равновесия с одной ненулевой компонентой. Это случай бистабильности, то есть
в зависимости от начальных данных могут реализоваться равновесия (0, 1) или (1, 0). В обла-
сти (b) устойчиво только равновесие (1, 0), а в области (c) — (0, 1). Таким образом, устойчивость
равновесий системы (49)–(50) не зависит от скорости коэффициента роста r2. В отличие от си-
стемы [May, Leonard, 1975] решение с двумя ненулевыми компонентами может быть устойчиво.
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Рис. 10. Области устойчивых равновесий системы (49)–(50) в зависимости от параметров α1, β2: a) устой-
чивость (51); b) устойчивость (1, 0); c) устойчивость (0, 1); d) бистабильность

Кроме того, рис. 10 иллюстрирует следующий факт: области устойчивости различных равнове-
сий имеют одну общую точку (α1 = β2 = 1), это отвечает существованию однопараметрического
семейства

u1 + u2 = 1. (53)

Для (53) характеристическое уравнение имеет следующие собственные значения:

σ1 = 0, σ2 = −r2u2 + u2 − 1. (54)

Видно, что для однопараметрического семейства (53) получается переменный спектр
устойчивости вдоль семейства, зависящий от скорости роста r2. При r2 = 1 получается σ2 =

= −1, то есть спектр устойчивости всех равновесий семейства идентичен.

Приложение 2

Для получения однопараметрических семейств равновесий с ненулевыми компонентами
можно использовать также следующий подход. Выразим u1 через u2, u3:

u1 = 1 − α1u2 − β1u3. (55)

Поставляя (55) в (2)–(4), для определения u2, u3 получается система

(1 − β2α1)u2 + (α2 − β2β1)u3 = 1 − β2, (56)

(β3 − α3α1)u2 + (1 − α3β1)u3 = 1 − α3. (57)

Семейство равновесий имеется при выполнении следующих условий:

(β3 − α3α1)(α2 − β2β1) = (1 − β2α1)(1 − α3β1), (58)

(β3 − α3α1)(1 − β2) = (1 − β2α1)(1 − α3). (59)

Отметим, что r2, r3 не участвуют в определении семейства равновесий, но влияют на устойчи-
вость.

Система двух уравнений (58)–(59) содержит в качестве неизвестных шесть парамет-
ров αi, βi. В общем случае получение всех возможных семейств и исследование устойчивости
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их равновесий чрезвычайно трудоемки. Для анализа характерных фазовых сценариев удобно
использовать подсказки, получаемые с помощью теории косимметрии (см. разделы «Семейства
равновесий»). Имеется большая вариативность в выборе коэффициентов. Например, из (58)–(59)
при выборе α1 = β2 = 1 получается α2 = β1. Для этих значений параметров существуют семей-
ства Φ11 (18) и Φ12 (19). Можно проверить, что условия на параметры (34)–(35) и α2 � β1, при
которых имеется семейство (40), удовлетворяют уравнениям (58)–(59).

Заключение

Для сложных задач популяционной динамики приходится проводить исследование, когда
многие параметры известны неточно и могут меняться в некоторых диапазонах [Мюррей, 2011;
Плюснина и др., 2014]. В этом случае анализ вычислительных экспериментов для всех значений
параметров достаточно затратен.

В данной работе предложен подход на основе теории косимметрии [Юдович, 1991], кото-
рый позволяет найти соотношения между параметрами, при которых имеются семейства стаци-
онарных решений. В отличие от [May, Leonard, 1975; Chi, Wu, Hsu, 1998] поиск непрерывных
семейств стационарных и нестационарных решений проводится без ограничения на коэффици-
енты взаимодействий.

Полученные результаты показывают существование большого числа устойчивых сценари-
ев биологического разнообразия. Это касается продемонстрированных в работе ситуаций муль-
тистабильности стационарных решений, а также существования колебательных режимов. Та-
кая динамика характерна, например, для тропических сообществ птиц, в которых при постоян-
стве климата и среды наблюдаются флуктуации численностей. При этом периодически меняется
и сумма участвующих видов.

Приведенные примеры разрушения семейств решений демонстрируют продолжительные
процессы установления, напоминающие об исчезнувших семействах. Таким образом, мульти-
стабильность дает возможность анализировать динамику и фазовые картины при отклонении
параметров от значений, соответствующих косимметрии. В частности, это может способствовать
объяснению медленных монотонных и колебательных процессов, наблюдаемых для некоторых
реальных систем.
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